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Abstract:  In this paper, an important idea of devising a quantum algorithm is introduced, based on the description 
and analysis of two classes of quantum search algorithms, i.e. the unstructured search algorithms and structured 
search algorithms. Some qualities of Grover’s search algorithm, which is the representation of the unstructured 
search algorithms are introduced and summarized, by analyzing its peculiar complexity, completeness, sensitivity to 
the errors in the mappings, and its advantages and disadvantages. On introducing structure-based search algorithm, 
the Tad Hogg’s series of search algorithms are referred to. They can be summarized into one universal algorithm 
framework, which can be separated into two parts, i.e., the problem-independent mapping and phase rotation matrix. 
This paper places emphasis on analyzing one of the phase adaptation strategies, and interprets how it works and 
what can make it more efficient. Some other factors affect the algorithm are also discussed more generally. Finally, 
based on the comparison and analysis of classical search algorithm and the quantum one, the thoughts behind 
various quantum search algorithms are illustrated. 
Key words:  quantum search algorithm; geometric interpretation of Grover’s iterative procedure; problem- 

independent mapping; phase for nogoods 
 
摘  要:  结合 Grover 和 Tad Hogg 的算法框架,叙述了量子算法中非结构化和结构化的两类搜索算法的设计思

想.在 Grover 算法中,结合复杂性、临界点、非单调性、完备性和鲁棒性分析总结了一些性质,分析了 Grover 算
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法的优缺点.在 Tad Hogg 算法中对独立于问题的映射和相位调整分别作了介绍.重点分析了一种相位调整策略,
解释该策略有效的原因和适用的场合,讨论了影响算法效率的因素.在上述论述的基础上对量子搜索算法与传

统搜索算法进行了比较和分析,总结了隐藏在不同量子搜索算法背后的深刻思想. 
关键词:  量子搜索算法;Grover 迭代的几何表示;独立于问题的映射;相位调整 
中图法分类号: TP301      文献标识码: A 

计算本质上是物理的.自然界中无处不存在计算.雪花的结晶、钟摆的摆动、蜂房的构造、水的流动等等

都是“自然的计算”.从这些丰富多彩的计算中,人们也学到了不少东西.以计算智能为例,就有模拟退火、Hopfield
网络中的能量函数;遗传算法等借鉴了这种自然计算的思想.在未来,人们仍将不断地从自然的计算中获取灵感

和启发. 
计算最终是一个物理过程[1].计算装置的物理特性决定了什么是事实上可以计算的以及对于给定的问题

所需消耗的包括时间在内的计算资源.量子系统具有独特的物理特性,如叠加性、相干性.Feynman 首先认识到

这些量子特性可以用于计算,例如用来有效地模拟量子系统[2].这种思想在 David Deutsch 身上得到了进一步的

发展.他提出了量子图灵机和通用量子计算机的最初的构想[3],随后又提出了量子计算网络[4].Andrew Chi-Chih 
Yao 进一步证明任意的在量子图灵机上是多项式时间可计算的函数一定存在一个相应的多项式大小的量子电

路[5].这意味着,我们可以用更为自然的量子电路来描述和实现量子算法.1993 年,Bernstein 和 Vazirani 研究了量

子计算复杂性理论,并首先给出了量子图灵机比经典的概率图灵机在计算效率上更为强大的证据[6]. 
1994 年,Peter W.Shor 在 Daniel Simon 所著论文[7]的基础上提出了离散对数问题和大整数质因子分解问题

的量子算法,证明了这两个重要且复杂的问题属于 BQP 类[8,9].Shor 的算法极大地促进了量子计算的发展,他使

人们第 1 次清楚地看到了量子计算独具优势的重要应用前景.从此,世界众多研究小组加入了该研究行列,量子

计算机研究领域取得了许多重大进步.在算法方面也取得了一些成果,如 Jozsa 的因子分解算法[10]、Hogg 的约

束满足问题算法[11~15]、Grover 数据库搜索算法[16]、求中数[17]和平均数的算法[18]等等.Shor 的另一个同样重要

的工作是率先提出了量子纠错码[19],这使得容错的量子计算成为可能[20],从而避免重蹈模拟计算的覆辙. 
Julia Wallace 在“a brief histroy of quantum computation”一文中指出:已知的量子算法根据其使用的方法可

以分为 3 类.有一类问题,它的所有输出具有一个共同的属性(如函数周期),相应地,有一类量子算法适用于这种

情况,例如,Shor 的算法[8,9].另一种算法通过不断作幺正变换来提高所希望要的解出现的可能性.例如,Grover 的

算法[16].第 3 类算法是前两类算法的结合.如 Brassard,Hoyer 和 Tapp 的近似计数算法[21].关于 Shor 的大整数质

因子分解算法国内已有文章介绍[22].本文旨在结合量子计算的一个重要应用领域——组合搜索,来分析并阐述

第 2 类方法的思想. 
本文第 1 节首先叙述了 Grover 算法,对算法进行了详细的讨论,给出了 Grover 算法的若干性质,并分析了算

法的优缺点.第 2 节描述了 Hogg 算法框架,讨论、分析了算法中结构信息的利用、算法的效率等问题.第 3 节简

要比较了量子搜索算法与传统搜索算法.第 4 节给出了简要的总结. 
组合搜索问题是一类重要的问题,许多问题都与它相关.另一方面,它又是困难的问题,这是因为它的解空

间随着问题的规模呈指数增长.它还具有这样的特征:虽然找到解很难,但解的检验却很容易.组合搜索问题的

研究具有重要的理论和应用价值,它可以广泛地应用于规划、调度、约束满足、图着色、电路设计等领域. 
下面,我们首先来讨论和分析Grover算法[16].该算法在量子计算中有着很重要的地位.它适合于对无序数据

集进行搜索.后面探讨 Tad Hogg 的算法框架,它在利用问题结构信息的搜索中具有一定的代表性. 

1   Grover 的搜索算法 

Grover 的算法对应于一类重要的应用,即从给定的集合中找到一个元素 X,该元素满足 C(X)为真. 
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1.1   算法叙述 

(1) 初始化: .  1,...,1,1
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设 n 为量子比特数, .也就是说,初始时所有基矢(一组正交归一完备的矢量,取通常意义上的那一组,
即(1,0,0…)(0,1,0…)…)的振幅(一个事件的概率 p 是由一个复数α决定的,p＝ |

nN 2=
2|α (这里,| |为取模).我们称α为概

率振幅,简称振幅.α=〈终止条件|初始条件〉)相等.这可以通过 Walsh-Hadamard 变换作用在|000…0>上来实现.共
需 O(logN)步.Walsh-Hadamard 变换的定义为 

H: )10(
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故
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)1(2 2W .其中 是i的二进制表示. 是 和 的按位与,即它们共同的1的个数. 
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(2) 进行 Grover 迭代(Grover iterate 简称 G:G= =WRWU ) fDU f

反复执行下述(a),(b)O( N )次(确定循环多少次是重要的,有关讨论参见文献[23]). 
(a) 选择性旋转变换U (相当于对解集作标记): f

设 S 为输入中的一个基矢:当 C(S)=1 时,把矢量 S 旋转 180°;当 C(S)=0 时,不变. 

(b) 用变换 D 作用在各输入分量上.D 定义如下:
N

Dij
2

=  if 
N

Dj ii
21, +−=≠i . 

D可以表示成 WRW.其中 W 是 Walsh-Hadamard 变换矩阵.R 是条件相移矩阵(conditional phase shift matrix): 
0=ijR  if ;ji ≠ 1=iiR  if 1;0 −== iiRi  if .0≠i  

该矩阵把除了|000…0〉以外的基矢的振幅相位取反. 
(3) 对输出进行测量,观察结果为 Sv.若 C(Sv)=1,则得到结果,否则重新开始算法. 

1.2   算法的讨论分析 

步骤(2)中的(a)是通过一个选择性旋转变换U 得到的,在变换中借助了一个附加量子比特 : f b

Uf:|x,b〉→|x,b⊕C(x)〉, 

其中|b〉=
2

1 (|0〉－|1〉).设X ={x| },X ={x| 10 0)( =xC 1 )( =xC },初始状态为|φ0〉 ∑
−

=

=
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02
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∈ 1Xx
x )⊗|b〉. 

于是,X 1 中的矢量的振幅相位旋转了 180°.如图 1 所示. 
                       Average 

 

Fig.1  Inversion about average operation 
图1  基于平均值的翻转 

在步骤(2)(b)中, .I 是单位矩阵. =2D I= − + P ijP 1
N

;显然, =P,所以2P 2D I= ;又 D 是实对称矩阵,故 D 是幺

正的(若 ,其中UUU U U+ += I= + 是 U 的共轭转置矩阵,则 U 称为幺正变换矩阵.量子计算机中的变换为所有可
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能的幺正变换 ). ,其中 =A=Pv T
−
= iT 1

N ∑
−

iv ,则有 ( 2 ) 2Dv I P v v Pv
− − −
= − + = − +

−
.故 的第 i 个元素为Dv

−

−
− v i+2A=A+(A− v

−

i).因此,Grover 把这种变换叫做 the inversion about average. 
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设非目标矢量的振幅为 C,显然,开始时 C 大约为 ,目标矢量的振幅是负数,则 A 大约等于 C,故非目标

矢量的振幅在变换后基本不变.而目标矢量的振幅则变为正数,增长了近 2C,也就是约 .如图 2 所示. 

                 Average                                      Average 

                                           
                                          

(a) Before D transform                        (b) After D transform   

(a) D 变换之前                                 (b) D 变换之后 

Fig.2 
图2 

目标矢量的振幅大小增加了(为了叙述方便和流畅,后面提到的振幅若不特殊指出,均指振幅的大小),非目

标矢量的振幅就相应地有所减少.在下一次循环中,A 变小.故目标矢量的增幅不断减少,直至某个极小值.此后,
继续循环,目标矢量的振幅非但没有增加,反而减小,故循环次数的确定对该算法意义重大. 

为了简化分析,可以引入 Grover 迭代的几何表示[24].如图 3 所示. 
k  

                  
 
                                                         DU  

0φf

                                            2θ 
2θ        |φ0〉 

       |u〉 
                                                             U  

Fig.3  Geometric interpretation of Grover’s iterative procedure 
图3  Grover迭代的几何表示 

现假设在 N 个解中存在 M 个可行解.我们可以把它们合并成两个正交基矢: 

目标矢量的合并: = 1
M ∑

∈ 1Xx
x ;非目标矢量的合并:|u〉= 1

N M−
∑
∈ 0Xx

x . 

以这两个正交矢量为坐标轴构成了一个二维平面.由于在量子系统的演化过程中振幅都是实数,故量子系

统的演化可以简化为在上述的二维欧氏空间中的演化.而这正是我们的直觉最能发挥效力的地方. 
初始状态: 
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1
N ∑
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fU 对矢量作以|u〉为对称轴的旋转变换,使新矢量与原矢量关于|u〉对称. 

类似地,D 对矢量作以矢量|φ0〉为对称轴的旋转变换,使新矢量与原矢量关于|φ0〉对称.故 G= 相当于对

矢量作了 2θ的旋转.θ＝

fDU

1sin− M
N

＝ 1cos− . 

i 次迭代后: 

 |φ( i
fDU ) 0〉=sin( (2 1)i θ+ )|k〉+cos( (2 1)i θ+ )|u〉. (*) 
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性质 1. 目标矢量振幅大小是迭代次数的周期函数,其变化是非单调的. 
当目标矢量振幅处在增长阶段时(如图 3 所示),Grover 迭代在增长目标矢量振幅的效率上是单调下降的,

直到振幅增长到某个极大值(当 N M>> 时接近 1).继续迭代,目标矢量振幅将逐渐变小. 
设在某一时刻系统处于叠加态: 

Mid =α|u〉+β|k〉＝α 










−
∑
= 0

1
Xx

x
MN

+β 









∑
= 1

1
Xx

x
M

, 

则 2α ＋ 2β ＝1.也就是说,Grover迭代实际上就是使单位矢量在上面的坐标系中以(0,0)为圆心,并以一固定的角

速度逆时针旋转.由图可以清楚地看出,当迭代发生在第1象限中时,目标矢量振幅的增长是单调下降的.当然,严
格证明也很容易. 

性质 2. 目标矢量的振幅所能达到的最大值不小于
N M

N
− . 

这是因为只要在上述的坐标系中当前状态所对应的单位矢量与纵轴的夹角α大于θ,则迭代过程还可以继

续进行.最终,当夹角α小于θ时, 2 2cos cos N M
N

α θ −
≥ = .当 N M>> 时,算法可以通过很大的概率观测到解. 

性质 3. 当迭代 Round
arccos

2
M N

θ

 

 

时,解集的振幅总和达到最大值.我们称该迭代数为临界点(不一定是

最佳停止时刻).其中,Round(x)表示四舍五入,不过,在这里,Round(0.5)=0.该性质由上述的图中很容易看出. 

性质 4. 算法在临界点满足
M
Ni

M
N

4
π

＜＜1
8
π

− .i 为迭代次数. 

易知,当 0<θ<π/2 时,有 2sin sin M Nθ θ θ> > = ,在式(*)中,满足: 

π/2>(2i+1)θ>(2i+1)sinθ= NMi )12( + , 

故
M
N

M
N

4
π

＜5.0
4
π

− .因此,当解比较稠密时,算法很快就能使解集的振幅之和达到最大值.特别地,当
2
NM ≥

时,i=0.此时无须作Grover迭代,直接测量即可. 

又
N
Mii

M
Ni 2

2
πsin2

2
π

＞
2
π)12(＞sin2)12()24( −=−−≥+⋅+=+ θθθθ ,故

8
π 1N i

M
− < .对 i 的估计可

进一步精确,这里不再作进一步讨论了. 
量子算法的复杂性分析有其特殊性.由于算法只能以某种概率得到解,故量子算法分析也必须紧密结合一

定的概率进行.比如有一个重要的问题是:若解以概率 p 被检测到,我们该重复执行多少次才能以大于某个信念

度 q 期望解至少出现 1 次? (0 , 1)p q< < 假设需要 x 次,于是有1 (1 )xp q− − ≥ .即 .故有: 
)1ln(
)1ln( c

p
qx =

−
−

≥

性质 5. 若解的判定是容易的(在很多情况下是满足的,如组合搜索问题),只要 p 是不依赖于 N 的常数,则何

时进行测量不会影响复杂性的阶.故一般迭代停止时刻的选择只能带来线性加速.平均地说,在成功前至少需要

执行
1
p
次(即求数学期望). 

由性质 1 我们可以看出,在分析复杂性时要综合考虑单次执行的时间和执行的次数.这就是为什么 Grover
迭代不是越多越好的原因.即使振幅处在增长阶段,在算法执行的某一时刻开始,振幅的增长也极其缓慢,可能

最多的时间花在了最少的振幅增长上.有关最佳停止时间(或最佳迭代次数)的分析可以参考文献[24]. 
性质 6. Grover算法是不完备的,不能确保问题是无解的.即当Grover的算法没有找到解时,在严格和绝对的

意义上,它无法判断出到底是没有解还是因为一个小的概率没有检测出解.不过从概率的角度来看,当 N M>>

时,Grover 的算法与完备算法是难以区分的. 
有许多高效率的算法都是不完备的.如局部搜索算法 GSAT,WALK-SAT.在问题有解时表现出优良的性质,

但却不能发现问题无解.那么,研究和设计这类算法又有多大的意义呢?我们认为很有意义.首先,对于难解问题
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以及对于实时性要求高的问题,这类算法往往更有效.其次,在计算资源有闲置或不是瓶颈的情况下,这类算法

的不足可以通过消耗更多的计算资源来弥补.如可以同时在两台独立的计算机上解决同一个问题.在一台上运

行不完备但高速的算法,在另一台上运行完备的算法.这种思想同样适用于量子计算机和普通计算机的结合. 

1.3   Grover算法的评价 

优点: 
(1) 由于没有使用具体问题的特殊结构信息,因此它实际上为这类问题的解决提供了一个普适的框架,是

一种通用的算法[25].算法本身体现了一种重要的思想. 
(2) 已经证明,对于无序数据集的搜索问题,如果忽略常系数,则 Grover 的算法属于最优的算法之一[23,26,27]. 
(3) Grover 算法的另一个重要优点是实现比较简单.算法中的 Walsh-Hadamard 变换和选择性旋转变换U 、

条件相移矩阵的实现相对量子傅里叶变换来说要简单得多.一个幺正变换一般是通过基本的量子逻辑门来逼

近的(极少数的由特殊的设备实现).因此量子逻辑门阵列的复杂性反映了算法的复杂性.这也涉及到量子算法

设计的一个原则,即算法应尽量容易实现.例如,在 Grover 算法中 D 变换可由 个基本量子逻辑门实

现.Grover 算法在小规模的量子系统中得到了验证

f

(log( ))O N
[28,29].在后面,我们把逻辑电路的规模及其实现的复杂性称为

幺正变换的实现复杂性. 
(4) 量子系统要与外界环境耦合,极不稳定,消相干是指数级的,因此量子力学计算机对外界扰动是极其敏

感的.这样一来,在存在大量噪音的环境中要想使系统正常工作,就更需要考虑算法的鲁棒性.Grover 指出,对某

些扰动,他的量子搜索算法可以具有一定的鲁棒性 [30].龙桂鲁则指出,算法步骤(a)中目标矢量的旋转角度为

180°是算法具有某种鲁棒性的保证[31].另外,Grover 的算法还可以通过在一个原子上多个 Rydberg 态的叠加来

实现.这种方法不需要利用纠缠态,据称具有良好的鲁棒性[32,33]. 
缺点: 
(5) 从另一种意义上说 ,没有充分利用结构信息可能会影响算法的效率 .普适性与效率是一对矛盾 .因

此,Grover 算法主要适合于无序、缺乏可利用的结构信息的问题.而在传统经典的搜索算法中,一般都充分利用

结构信息.如在 DP 过程中的单元传播,对问题进行预处理对效率的提高是显著的. 

(6) 从消相干的角度来看,Grover 算法的一次执行需要 .







M
NO 步.当数据库的规模较大时,要保持系统

的相干是很困难的.在这方面,Brian M. Murphy 和 Tad Hogg 的算法可能更具优势. 
(7) Grover 算法的致命缺点是需要预先知道问题有几个解.对于该算法来说,了解这个信息是关键的.从上

面的分析可以清楚地看到,解的振幅的大小是算法执行次数的周期函数.因此,盲目的运行无法保证解以确定的

大概率被检测到.针对 Grover 算法的这一不足,Michel Boyer 等人提出了重要的改进,仍然能够在 .步

内找到解









M
NO

[23]. 
(8) 另外,与 Grover 的期望相背离的是,该算法并不适用于对数据库的搜索.这是因为,Grover 的算法需要作

用在查询信息的叠加态上.这种信息一般不能通过算法的步骤(1)获得.而要由经典比特信息重建量子信息,需要

步.这样就把 Grover 算法带来的好处抵消了.除非我们能够改进存储系统,一次性地把数据信息提出到量

子系统中.而且还有一个如何生成幺正变换矩阵及其实现复杂性的问题. 

( )O N

2   Tad Hogg 的基于结构的搜索算法 

Tad Hogg 的算法与 Grover 的算法的主要区别在于利用了问题的结构信息.该算法有点类似于传统的回溯

法(backtrack).其共同点在于:增量地扩充部分解(后来,Hogg 等人又提出了量子算法中的局域搜索算法[15],算法

框架差不多,下面将只分析前一种增量算法).Hogg 设计出了一组组合搜索的算法(主要针对 CSP 来说)[11~15],这
些算法虽然在如何处理冲突集振幅的相位上有点区别,但大体的框架是固定的.我们将在下面先介绍总体框架,
然后再具体分析一种较简单的相位选择策略. 

在组合搜索中有一类重要而困难的问题——约束满足问题(CSP).假设有 n 个变量 V＝{v1,v2,…,vn}.每个变

量可以取 b个值,X={x1,x2,…,xb}.也就是说是有限离散论域的.这里,假定 b≥2.要求找到对这 n个变量的一个赋值,
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这个赋值不违反问题中的约束.对于上述问题,存在一个格对应着这样的赋值空间V X× (图 4 显示了这样的一

个格结构.其中 n＝2,b＝2).对于该问题共有 b 个可能的赋值.随着问题规模的扩大,赋值空间将呈指数倍增

长.CSP 是著名的 NP 完全的难题. 

n

如图 4所示,集合{1,2,3,4}中的元素都是对变量的赋值.1,2,3,4分别对应于赋值 x1＝0,x1＝1,x2＝0,x2＝1(假
设这里 X＝{0,1}). 

我们称一个集合 s 是“相容的”(good),若该集合中的元素不违反约束.我们把这样的集合称为“相容集”.否则

叫做“冲突集”(nogood).称一个集合 s 是“完全的”(complete),若集合中共有 n 个元素.如果|s|<n(|s|表示 s 中元素的

个数),则称 s 是“不完全的”(incomplete).显然,解是相容并且完全的.部分解是相容但不完全的. 
格共有 nb 层,解层在 n 层.因此当 b≥2 时,解层在格的较下面的固定位置. 
Tad Hogg 的算法可以分为两部分.一部分是独立于问题的,实现振幅从格底向解层传播.另一部分则依赖于

具体的问题,主要实现振幅的旋转(如果把振幅看做是复平面上的一个矢量的话).这一部分是基于结构搜索的

灵魂.对问题结构信息的利用也体现在这里.其中第 1 部分基本上是固定的,仅与问题中变量的个数和值域的大

小有关.第 2 部分实质上是一个通过决定振幅的相位变化来调整振幅的传播向解集集中的过程. 
                                                     { 1 ,  2 ,  3 ,  4} 

 

{1,  2,  3}   {1,  3,  4}      {2,  3,  4}    {1,  2,  4} 

 

        
               {1,  2}          {2,  3}   {1,  3}              {3,  4}     {2,  4}       {1,  4} 

  

                                  

 {1}        {2}               {3}         {4} 

 

                                         { } 

Fig.4  Structure of the set lattice when nb=4 
图4  nb=4的格的结构 

nb=4 的格的结构.{1,2,3,4}的子集以集合的大小分组形成格中的各层.集合与它的直接的超集(只相差一个

元素)之间通过直线相连.格底的空集属于 0 层. 

2.1   Tad Hogg搜索算法框架描述 

设 ( )j
sψ 是 j 步后集合 s 的振幅.解层位置在 J 层. 

步骤 1. 初始时,若 s φ= ,则 (0) 1
S

ψ = ,否则 . (0) 0
S

ψ =

步骤 2. 令 j 从 1 到 J 重复执行下面过程: 
( )j
rψ ＝ ( 1)j

rs s s
s

U ρ ψ −∑ . 

其中 sρ 使对应集合s的振幅相位发生变化. 

该循环也可写成: 
|φ(J)〉=UP(J)…UP(1)|φ(0)〉=U(J)P(J)…U(1)P(1)|φ(0)〉, 

其中|φ(0)〉和|φ(J)〉分别为初始时和传播终止时的量子态. 

步骤 3. 测量. 

2.2   算法讨论与分析 

(1) 步骤 2 中 U 是 U(1),U(2),…, U(nb)的合并.U 和U 是独立于问题的.U 负责格中所有集合振幅向上的传播.
而U 仅负责从第 i 层到第 j 层的映射.显然,把 U 分解成U 是合适的.有利于减少映射实现时的复杂性.为了映

( )i

( )i ( )i

  



 孙吉贵 等:量子搜索算法 341 

射的通用和简单,这里允许对同一个变量具有不同的赋值. 
(2) 正如前面已经提到的,对于量子算法的实现需要考虑一个重要的问题,即映射中不可预测的错误对算

法表现的影响.在 Hogg 的算法中,对这种错误最敏感的部分在映射U .而 的容错性相对较好.这是因为,与
必须精确地把振幅向上传播有所不同,包含在 中的相位选择策略本身对精度要求不高. 

( )i ( )iP
( )iU ( )iP

(3) 在 Hogg 的算法中,独立于问题的映射虽然缺乏个性,却是集中体现量子计算优点的地方.因为它允许同

时搜索访问上层诸集合.而另一方面,即在充分利用问题特有的性质、结构方面,传统方法显得更加简单、灵活. 
(4) 当映射不是幺正的时候,可以用奇异值分解(singular value decomposition)技术构造出最逼近原映射的

幺正变换.但还可用另一种经典技术构造映射:即用WD 来传播振幅.其中W是Walsh-Hadamard 变换. 是

一对角矩阵, .其中 | |表示 r 的二进制表示中 1 的个数.容易看出, U 与具体的问题无关. 

( )i W ( )iD
( ) π ( ,| |)i j g i r
rrD e= r ( )i

(5) 是依赖于问题的. 是对角矩阵,一般具有如下的形式: ( )iP ( )iP
))(,(π)()( e scifji

s
i

ssP == ρ . 

其中 1j = − ,即 是一个相移矩阵.例如,( )iP ( ) ( , ( ))π(2 ( ) 1)2 cos
4

i j
ss

c sP e π−
= = f i c s ( , ( ))f i c s =,

(2 ( ) 1)1 2 cos
4

2

c sπ −
−

. 

( )c s 为赋值 s 下真值为 0 的子句的个数.它决定了 ( )i
ssP 的取值,在相位调整中体现了对问题信息的利用. 

在相位调整中,主要有以下几个策略:当 s 是相容集时, ( ) 1i
sρ = (Hogg 在文献[12]中作了些改进),否则, 

(a) ( )i
sρ 取 ( ]0,2π 中的任意值. 

(b) .即相位取反.显然,当在与格中集合相连的所有子集中,相容集与冲突集数目大致相当时(如果

有冲突集的话),该策略的效果最好(文献[11]中的例子可以证明这一点). 

( ) 1i
sρ = −

(c) .该策略也适合于部分约束满足问题(partial constraint satisfaction problem)和最优化搜 ))(,(π)( e scifji
s =ρ

索等. 
(6) 下面我们选择相位调整策略(a)来说明相位调整是如何可能影响振幅的再分配的. 

设 s 在 i 层,并且 s 的 i−1 层上的子集都是冲突子集.设 s 只从 1i
iC − i= 个冲突子集 ms (m=1,…,i)中获取振幅.

假设各个子集的振幅大小相等,则 

1 1
(| ( ) |) (| ( | ( ) | ) |) (| ( ) | ) | ( ) |m m

i i
i i

m i
m m

E s E s e E s e sφ φψ ψ ψ ψ
= =

i i= = ⋅ =∑ ∑ ⋅ (, ]0,2mφ ∈ π . 

注意,在推导中应用了这样一个结论:假设我们连续地走出 i 步,每步的方向是任意的,则平均地讲,我们离出

发点的距离为 i . 

证明:当 k＝1 时,结论显然.假设当 k＝i−1 时结论成立.设 Ea = 1i − ,则 2
0

( ( 1E a
π

+ −∫
12 cos( )) d )a θ θπ − ⋅ =
π

 

2( 1)E a i+ = .故当 k=i 时结论也成立. □ 
显然,这个结论只有在重复次数较多时才有效.注意,该问题在二维平面上是无方向性的,即始点到终点的

方向在二维平面上的分布是均匀的.理解这一点对理解以下性质是很重要的: 

性质 7. 若 s 在 i 层,s 在 i−1 层上有 p 个冲突子集 ms ( p i≤ 且 1,...,m p= )且 s 只从 C 个子集中获取振

幅.假设各个子集的振幅大小相等,则

1i
i
− = i

( ( ) )E sψ = | ( ms ) |ψ ⋅ 2( )pp i+ − . 

显然,当 时,0p = ( ( ) )E sψ 取得最大值,当 p i= 和 p=i−1 时取最小值.证明方法同上. 

从个体的角度来看,在冲突集超集的子集中冲突集越多越好.从性质 7 可以看出,当 时,0 p i≤ < ( ( ) )E sψ 是

单调递减的.且当 时,1i ≥ i i 也是一个单调递减函数, lim 0i i
→∞i

= .可以看出,当 i 较大时,冲突集的振幅向超集

传播过程中的相对损失是很大的.相应地,解集的相对收益也随之增大.这里,假设冲突集的振幅都向上传播了.
为了保证这一点,冲突集的振幅不仅向它的超集传播,还部分流向它的上层相容集. 

但从整体的角度来看,冲突集向超集的传播应是均匀的(这是由同一层中冲突集的分布特征决定的).若大

多数的传播都集中在某几个超集上,则其他冲突集的超集的振幅就不能有效地被消除,约束冲突不能有效地向

上传播.其结果是有很大一部分振幅“流”到了解层中的冲突集上. 
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另外,冲突集在格中的位置越低越好,与解层的距离越远越好.这对所有的策略都是有利的. 
因为约束冲突发现得越及时,振幅就越难向解层中的冲突集传播. 

2.3   Hogg算法的效率 

Hogg 算法的效率取决于两个因素:独立于问题的映射的实现复杂性以及振幅向解集集中的效率和程度.实
际上主要体现在:① 解层的位置(对应着变量的数目)和冲突集的分布;② 对冲突集的相位调整策略.前者主要

由问题本身决定的,后者是对算法进行改进和优化的关键所在. 
约束的大小或元数(这里是指约束中包含的变量的个数)对算法的影响很大.显然,在一元约束的问题中,冲

突集出现在第 1 层.这对相位调整是很有利的.若约束过大(与过约束不是一个概念),包含的变量太多,则冲突集

的出现会过分接近解层,就会对相位调整策略提出很高的要求.在通常情况下,我们对问题的具体结构不会太清

楚.故这种情况也会在很大程度上影响振幅向解集集中.在约束都是 n 元约束时,该算法一般是无效的. 
上面讨论的是约束的个体性质对算法的影响.下面再讨论约束集合在整体上对算法的影响. 
与自然现象相似,在约束问题中也存在相变(phase transitions)的情况.一般来说,约束较少、较弱时,解集较

大,故解集的总体振幅也较大,这时,解容易被检测到.当约束较多、较强时,冲突集较多地集中在格的底部,或说

大的部分解较少,故最终振幅更容易集中在解集上.在这两种情况之间,算法的效率相对较低.在某一点算法的

效率达到最低,而且这一点一般是独立于各种算法,而与问题本身有关的.形成易-难-易的特征.问题的规模越大,
相变也越明显. 

相变是一种基本独立于许多算法的现象,它必定与问题中约束结构的统计学意义上的特性有关.一般在检

测对比搜索算法的效率时,在相变临界点附近比较好.这是因为不同的搜索算法在相变区以外的地方一般效率

都不错,难以区分搜索算法的优劣.Hogg 告诉我们,用量子算法解决约束满足问题,也可能存在相变的现象. 
对一个算法来说,存在相变的现象并不是一件坏事.它说明算法可能充分利用了结构信息以提高效率.一个

忽视结构信息的算法是不存在相变的.而且若相变情况相似,可能暗示着对相似结构信息的利用.对于量子计算

来说,这一点尤其重要.因为目前的量子计算系统的规模还很小,只能用来测试一些很小的问题.而像 Hogg 那样

的算法由于其效率与问题本身有关,因而分析其复杂性是很困难的.这样,利用相变的估计来研究其对结构信息

的利用和效率就不失为一个可以考虑的途径. 

3   量子搜索算法与传统搜索算法的比较 

传统搜索算法主要是要克服由解空间过大而导致的需要搜索的路径过多的问题,因此经典搜索策略的核

心特征为:设法减少实际搜索空间,当然同时也要考虑挖掘利用结构信息时付出的代价.而量子算法面临的主要

问题是解集的振幅太小,因此量子搜索算法策略的核心是:如何迅速地使振幅向解集集中,同时考虑变换的实现

复杂性和鲁棒性.也就是说,传统搜索算法考虑的是如何避免在无效路径上进行搜索,而对量子算法来说,搜索

所有的路径不是困难所在.量子算法寻求的是如何减少、消除非解路径上的振幅,并把它转移到解路径上来. 
打一个比方.搜索算法解决问题就像看一幅巨大的图画并从中找出目标来.传统的方法就好像一个近视的

人,为了看清图,不得不离图很近,所以每次只能看到一个(或几个)点.因此为了在“有生之年”看到目标点,他不得

不利用结构信息跳跃着选择注视点.而量子算法好像站在远处了望的人,他可以同时看到整幅图画.可惜他看到

的只是一幅模糊的图画,为了看清目标,他不得不设法把目标的“颜色”加浓,同时使其他点的颜色变谈.从而使目

标更清晰、更突出.这里,“颜色”的深浅就相当于振幅的大小. 

4   结 语 

虽然 Grover 的算法具有种种缺陷和不足,但它在量子算法早期发展中具有重要的意义.它为量子算法的设

计提供了一种框架和思想,故与 Shor 的大整数质因子分解算法一样,是量子算法宝库中的明珠. 
与 Grover 的算法相比,Hogg 的算法利用了问题的结构信息,若相位调整策略选择得当,则可能比 Grover 的

算法更有效[34].要想对 Hogg 的算法的效率有更深入的了解,还有待于更好的复杂性分析技术的出现或进行规
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模更大的试验. 
量子计算技术对人工智能的发展有深远的影响.对于现在的人工智能来说,面临的两个主要问题是:(1) 缺

乏统一的基本理论的指导,经验的成分较多.知识表示能力与自然语言理解能力还不够.(2) 人工智能面对的问

题复杂,相应地,算法复杂性一般也很高.我们认为,对于后者,量子算法的研究可能会在很大程度上改变这种 
局面. 

从软件技术的角度来看,目前的量子算法主要是直接针对量子比特进行设计的.量子算法的设计对设计者

要求高,不利于推广(虽然已有了一些算法的框架).从目前的算法来看,大多简洁、精巧,观察问题的层次低.在这

个领域,软件、算法的设计与传统的差别很大,很难借鉴传统已有的、成熟的软件设计思想.成熟的量子软件技

术和方法学还有待发展. 
虽然有种种不足,但纵观量子计算机发展的历史,我们发现,现在的量子计算机是通过克服一个个当初认为

的“不可能”而走到今天的.是科学家们的勇敢和热情促使了这一切或者说一种令人憧憬的可能的发生.我们相

信,凭借勇气和科学的态度、方法,量子计算技术能走得更远、更好. 
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