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摘要: 圆弧的表示一直是计算机辅助设计关心的问题.但是,现有的方法对用户并不友好.利用 C-Bézier 曲线,给
出了圆弧的一系列表示方法,讨论了这些表示方法的相互关系.为度量其优劣,提出了特征比的概念.同时,发现
了高次的 C-Bézier表示要优于低次的表示,特别地,五次 C-Bézier曲线能很好地表示整圆. 
关 键 词: CAD/CAM;C-Bézier曲线;特征比;凸包性;NURBS 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

圆弧是 CAD/CAM 系统中常见的曲线,比如连接两条直线段一般用圆弧段来过渡.但是,CAD/CAM 中最常
用的工具 Bézier却只能近似地表示.作为工业标准的 NURBS表示可以表示圆弧.比如对圆心角α )π0( <<α 的

圆弧,可以用首末端点 b0与 b2及其切线的交点 b1为控制顶点,取正权因子 )2/cos(,1 120 α=== www 的有理二次

Bézier曲线表示.但是,当 π→α 时,b1远离 b0b2趋向于无穷远处,而且无法表示圆心角大于 的圆弧.若引入负的
权因子,则会丧失其凸包性.王国瑾和汪国昭提出了三次有理 Bézier 曲线表示二次曲线的充要条件

π
[1],但需要选

取权因子,不能表示整圆(最多只能表示圆心角为 π
4
3
的圆弧),并且随着圆心角变大,存在控制多边形过大的问

题.L. Piegl和 W. Tiller给出了在一般情况下对 NURBS表示圆弧的几点要求[2],包括控制顶点少和凸包紧凑. 

Bézier 曲线的基底是形如 1,t,t2,t3,t4,…的参变量 t 的幂次项,那么,能否使用另外的基底构造基函数,使它们
表示的自由曲线不仅保持 Bézier曲线的优点,还能避免其缺点呢? 

Koch和 Lyche对指数的 B-spline进行了研究[3].张纪文使用 sin(t),cos(t),t,1为基底构造了一系列的 C曲
线 [4],给出了 C 曲线的另一种表示形式 [5],讨论了它们的性质并给出了它们表示二次曲线的条件 .但是 ,用
C-Bézier 曲线表示圆弧,当圆心角较大 时,需要一个极大的控制多边形(如图 1 所示),这对用户来说是极

不方便的,有时甚至是无法接受的. 

)π6.1(>

E. Mainar 等人讨论了在一般空
间 上 B 基 的 性 质 [6], 并 在 空 间
U={sint,cost,t2,t,1}上给出了正规B基.
本文在此基础上讨论了这些基函数的

有关性质 .我们发现这些基函数与四
次 Bézier 有非常类似的性质,如权性
和端点性质等.我们不妨称其为四次 C-Bézier基,由它们表示的曲线称为四次 C-Bézier曲线.为了表示区别,我们
称张纪文给出的 C-Bézier曲线为三次 C-Bézier曲线.进一步地,本文给出了二次 C-Bézier曲线的定义以及二次、

Fig.1  Representation of arc with cubic C-Bézier curve (α=1.7π) 
图 1  圆弧的三次 C-Bézier表示(α=1.7π) 
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四次和五次C-Bézier曲线[7]表示圆弧的条件.为了描述这 4种曲线表示圆弧时控制多边形的紧贴程度,可以考虑
很多度量方法,如控制多边形周长与圆弧长之比、多边形最大边长与圆弧半径之比等.这里,我们利用控制多边
形的面积与圆弧所围的面积比来度量,并称该比例值为特征比.结果发现高次曲线在表示圆弧方面,特别是圆心
角较大 )π6.1( >α 时要明显优于低次的表示. 

1   圆弧的二次 C-Bézier表示 

定义 1. 如图 2 所示,p0,p1,p2是 3 个控制顶点,α 是任意的实数,且 π0 ≤<α ,则由式(1)定义的曲线称为二次
C-Bézier曲线. 
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Fig.2  Representation of arc with quadratic C-Bézier curve 
图 2  圆弧的二次 C-Bézier表示 

由定义 1 可以得到二次 C-Bézier 曲线的很多性质:端点插值、导矢性质、凸包性、极限为二次 Bézier 曲
线等. 
二次 C-Bézier曲线的基中含有 sint,cost项,所以可以精确地表示圆弧. 
定理 1. 如图 2(a)所示, 是控制顶点,210 ,, ppp α,r 是任意的实数, π0,0 ≤<> αr ,并且 , 到

的距离为

2110 pppp = 1p 20 pp
αα tansinrh = ,则由控制顶点 确定的二次C-Bézier曲线是一段半径为210 ,, ppp r ,圆心角为α 的圆弧. 

证明 :如图 2(a)所示 ,过 作垂直于 , 的垂线交于 点 ,以 点为原点 , 的平行线为 x
轴, 为 y轴建立直角坐标系,则控制顶点 的坐标分别为 

20 , pp 10 pp

10 ,, pp
21 pp

2

O O 20 pp

1Op p
)).2/cos(),2/sin((  )),2/tan()2/sin()2/cos(,0(  )),2/cos(),2/sin(( 210 ααααααα rrprrprrp =+=−=  

将它们代入式(1)并整理,就得到曲线 )).2/cos(),2/sin(()( αα −−= trtrtP 它是一段以 r为半径的圆弧. 

但是,当 π→α 时, 变得很大而不可接受,如图 2(b)所示,而且它不能表示圆心角h π>α 的圆弧.一个自然的
想法就是升阶. 

2   圆弧的三次 C-Bézier表示 

张纪文在 1996年给出了三次 C-Bézier曲线的定义和圆弧的表示方法[5]. 
定义 2. 如图 3 所示, 是 4 个控制顶点,3210 ,,, pppp α 是任意的一个实数,且 π0 ≤<α .则由下式定义的曲线

称为三次 C-Bézier曲线: 
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Fig.3  Cubic C-Bézier curve (α=1.2π) 
图 3  三次 C-Bézier曲线(α=1.2π) 

定理 2. 如图 3 所示 , 是一个对称的四边形 ,且 , 与底边的夹角为3210 pppp 01 pp 02 pp 2/α , 

)2/sin(230 αrpp = , 到 的距离为 ,则由这四点确定的三次 C-Bézier 曲线是一段半径为21 pp 30 pp h r ,圆心角为

α 的圆弧.其中, ))2/sin(2/()sin( ααα −r=h . 
事实上,C-Bézier 曲线定义中参数α 的范围可拓展至 .当]π2,0( π2=α 时,曲线就是直线段 .这样,随着30 pp

α 从 0到 ,C-Bézier曲线从 Bézier曲线变化到直线. π2

图 3就是在参数α 取值范围拓展的情况下,用三次 C-Bézier曲线表示的一段圆心角为1 的圆弧. π2.
与二次 C-Bézier 曲线相比,三次 C-Bézier 曲线可以表示 0 π2<<α 的圆弧.但 π2→α 时, 迅速趋向于无穷

大,表现为极大的多边形表示一个极小的圆弧,从而凸包性质变得愈来愈差,给用户的交互输入带来巨大的困
难,甚至于不可接受. 

h

为了描述控制多边形与所表示圆弧的紧贴程度,我们引进特征比的概念,即控制多边形面积与所得圆弧和
两端点连线围的面积之比. 
表 1 给出的是α 取不同值时的特征比 cp SSk /0 = ,其中 是多边形 的面积, 是扇形 和

的面积之和. 
pS 3210 pppp cS 30opp

30∆ opp
Table 1 
表 1 

α π 1.1π 1.2π 1.3π 1.4π 1.5π 1.6π 1.7π 1.8π 1.9π 
k0 2.000 2.306 2.783 3.570 4.969 7.712 13.907 31.280 102.600 811.873 

由表 1 的数据可知,特征比 k0 是圆心角α 的增函数,当圆心角度大于 1 时,特征比超过 14,圆心角度为
时,特征比急剧增大,达到了 811.给用户交互输入控制多边形带来极大的困难.如图 1所示. 

π6.
π9.1

3   圆弧的四次 C-Bézier表示 

Mainar等人给出了空间 上正规 B基的定义}1,,,cos,{sin 2 ttttspan=Φ [3]: 
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经过计算发现,上述的正规 B基有与四次 Bézier基类似的性质. 

定义 3. 如图 4 所示, 是 5 个控制顶点,43210 ,,,, ppppp α 是任意的一个实数,且 π20 ≤<α ,则由式(3)定义的

曲线称为四次 C-Bézier曲线. 
 p(t) = p0b0(t) + p1b1(t) + p2b2(t) + p3b3(t) + p4b4(t). (3) 

 

p4

p3

p0 
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α=π

α→0: Bézier curve 

Fig.4  Quartic C-Bézier curve (α=π, α=1.5π) 
图 4  四次 C-Bézier曲线(α=π, α=1.5π) 

定理 3. 如图 5(a)所示 , 是一个对称的五边形 ,且 , 与底边 的夹角为43210 ppppp 01 pp 43 pp 40 pp 2/α ,且

)2/sin(240 αrpp = , 到 的距离为 h1p 40 pp 1,p2到 的距离为 ,则由这 5点确定的四次 C-Bézier曲线是一段

半径为

40 pp 2h

r ,圆心角为α 的圆弧.其中 )()( αα sr sin/ C
2
1

41 uh = , s u (4rC /)(αh2 = sin
2
1 ( 的定义见式(2)). st),(Ct sin),

证明 :如图 5(a)所示 ,过 作垂直于 , 的垂线交于 点 ,以 点为圆心 , 的平行线为 x
轴, 为 y轴建立直角坐标系,得到控制顶点 的坐标分别为 
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将它们代入式(3)并整理,就得到曲线 )).2/cos(),2/sin(()( αα −−= trtrtP 它是一段半径为 r的圆弧. 
p2
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y
h2

p4

x

p1 

 

p3

p0

(a) The centre angle is 1.2π 
(a) 圆心角为 1.2π 

(b) The centre angle is 1.9π 
(b) 圆心角为 1.9π 

Fig.5  Representation of arc with quartic C-Bézier 
图 5  圆弧的四次 C-Bézier曲线表示 

表 2 是α 取不同值时的特征比 cp SSk /1 = , 是多边形 的面积, 是扇形 和 面积

之和. 
pS 43210 ppppp cS 40opp 40opp∆

Table 2 
表 2 

α π 1.1π 1.2π 1.3π 1.4π 1.5π 1.6π 1.7π 1.8π 1.9π 
k0 2.000 2.306 2.783 3.570 4.969 7.712 13.907 31.280 102.600 811.873 
k1 1.595 1.723 1.900 2.151 2.519 3.078 3.981 5.571 8.866 18.889 

由表 2可以看出,当α 较大 )π6.1( >α 时,四次 C-Bézier较好地解决了三次 C-Bézier曲线表示圆弧时存在的
控制多边形过大的问题.但当 π2→α 时, 趋向于无穷大,四次 C-Bézier曲线仍然不能表示整圆,如图 5(b)所示. 2h

4   圆弧的五次 C-Bézier表示 

金义明给出了五次 C-Bézier曲线的定义[7]. 
定义 4. 如图 6所示, 是 6个控制顶点,543210 ,,,,, pppppp α 是任意的一个实数,且 π20 ≤<α ,则由式(4)定义

的曲线称为五次 C-Bézier曲线: 
  (4) ).()()()()()()( 554433221100 tbptbptbptbptbptbptp +++++=

其中, ),(/)()( 665 αututb =  
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可以验证五次 C-Bézier 曲线有类似于五次 C-Bézier 曲线的性质.作者给出了五次 C-Bézier 曲线表示圆弧
的条件. 
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定理 4. 如图 6 所示 ,p0p1p2p3p4p5 是一个对称的六边形 ,且 , 与底边的夹角为01 pp 05 pp 2/α ,且

)2/sin(250 αrpp = , 到 的距离为 h , 到 的距离为 ,且1p 50 pp 1 2p 50 pp 2h d=pp 32 ,则由这 5 点所确定的五次

C-Bézier曲线是一段半径为 r ,圆心角为α 的圆弧.其中 
)),(3/()( 461 αα ursuh =  

)),2(12/()126( 2
2 scscrh −++−= αααα  

).)2)(2(12/())42(24( 22222 scsccscsrd −++++−−= ααααα   
证明:如图 6 所示,过 p0,p5作垂直于 p0p1,p4p5的垂线交于 点,以 点为圆心,pO O 0p4的平行线为 x 轴,建立直

角坐标系,则控制顶点 p0,p1,p2,p3,p4,p5的坐标分别为 

)).2/cos(),2/sin(( )),2/cos(),2/()2/sin((
)),2/cos(,0( )),2/cos(),2/()2/sin(( )),2/cos(),2/sin((

4113

221110

ααααα
αααααα

rrprhctaghrp
rhprhctghrprrp

+−
+++−−

 

将它们代入式(4)并整理,就得到曲线 )).2/cos(),2/sin(()( αα −−= trtrtP 它是一段以 r为半径的圆弧. 
p2 d p3
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O
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Fig.6  Representation of arc with quintic C-Bézier curve 
图 6  圆弧的五次 C-Bézier曲线表示 

同样地,我们求出了五次 C-Bézier曲线在α 取不同值下的特征比 ,见表 3. k
Table 3 
表 3 

α π 1.1π 1.2π 1.3π 1.4π 1.5π 1.6π 1.7π 1.8π 1.9π 
K0 2.000 2.306 2.783 3.570 4.969 7.712 13.907 31.280 102.600 811.873 
K1 1.595 1.723 1.900 2.151 2.519 3.078 3.981 5.571 8.866 18.889 
K 1.629 1.508 1.611 1.750 1.938 2.198 2.562 3.083 3.843 4.976 

由表 3可以看出,当五次 C-Bézier曲线表示圆弧时,控制多边形更贴近所表示的圆弧.并且,五次 C-Bézier曲
线能够表示整圆,此时 均是π,π3/π,0 2

21 =−== dhh π2→α 时的极限,特征比为 6.715,如图 7所示. 

如图 8所示为各次 C-Bézier曲线表示圆弧的关系.可以看出,高次 C-Bézier曲线表示实际上是对低次表示
的割角. 
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Fig.7  Representation of circle 
 

图 7  整圆的表示 

Fig.8  An arc represented by the C-Bézier curves 
with different degrees 

图 8  不同次数的 C-Bézier曲线表示同一圆弧 
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5    结  论 

本文讨论了各次 C-Bézier 曲线表示圆弧的条件,发现低次的 C-Bézier 曲线表示圆弧有些不足,如二次只能
表示圆心角不超过 的圆弧,三次、四次可以表示圆心角π π20 <<α 的圆弧,但当α 较大接近 时,控制多边形
变得极大而不可接受.为度量这些曲线表示圆弧的优劣,提出了特征比的概念.我们发现特征比是圆心角

π2
α 的递

增函数.五次 C-Bézier曲线在表示圆上有良好的性质,并且可以表示整圆. 
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Abstract: Representation of a circular arc plays an important role in CAD. However, the existing methods are 
not friendly to designers. In this paper, a series of methods are presented to construct the circular arc with C-Bézier 
curves. In order to compare with the old methods, so-called characteristic ratio is proposed. As a consequence, the 
C-Bézier curves with degree higher are better than the lower. Specially, the quintic C-Bézier curve can construct the 
whole circle. 
Key words: CAD/CAM; C-Bézier curve; characteristic ratio; convex hull; NURBS 
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