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任意多边形顶点凸、凹性判别的简捷算法
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摘要: 给出了一种确定任意多边形顶点凸、凹性的简捷算法.该算法只需要 2n+4次乘法,5n+10次加、减法及 2n+3
次比较即可完成(n是多边形顶点的个数).同时,给出了任意简单多边形走向的充要条件. 
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在模式识别、图像处理、曲面插值等方面常常遇到对多边形区域或离散点进行分割的问题,如能预先确定
每个多边形顶点的凸、凹性,就可使该问题的解决得到简化[2,3].对于判别任意多边形顶点的凸、凹性的问题,文
献[1]给出了一个算法,其时间复杂性为 O(n2logn)次乘法和 O(n2)次比较.本文所给出的算法,其时间复杂度仅为
2n+2次乘法,2n次加、减法及 3n次比较,时间复杂度减少. 
本文首先给出几个相关的概念,然后讨论任意简单多边形走向判别的充要条件.之后给出任意多边形顶点

凸、凹性判别的算法.最后对该算法的时间复杂度进行分析. 

1   基本概念 

为叙述方便,先给出几个相关的定义. 
定义 1. 设 pi =(xi,yi),i=1,2,3,…,n,pn+1=p1是给定多边形的 n个顶点,若对任意 i,j(i≠j),i,j=1,2,3,…,n,线段 pipi+1

与 pjpj+1或是相邻且相交于一端点或不相交,则称该多边形为简单多边形. 
定义 2. 设 p1,…,

                                                            

pn,pn+1=p1是一个简单多边形.若线段 pi−1pi与线段 pipi+1所形成的内角(即由该多边形所围
有界区域内所形成的角)是一个不超过 180°的角,则称顶点 pi是凸的,否则,称 pi是凹的. 
由此定义可知,对任意一个简单多边形,其每个顶点或是凸的,或是凹的. 
定义 3.设 p1,p2,…,pn,pn+1=p1是一个简单多边形.若沿 p1→p2…pn→pn+1方向走,该简单多边形所围的有界区

域总在左边,则称该多边形的走向是逆时针的;反之,称其走向是顺时针的. 

2   简单多边形走向的充要条件 

给定一个简单多边形,其顶点为 p1,p2,…,pn,pn+1=p1,它的走向是逆时针的还是顺时针的,对于判别每个顶点
的凸、凹性是很重要的.如何用较小的计算量解决这个问题是确定每个顶点的凸、凹性的一个关键步骤. 
解决该问题的思路是:先求出给定的多边形 n个顶点的 x值或 y值最大或最小的点(称其为极值点),使该多

边形落入由这些 x 值和 y 值最大或最小的点构成的矩形内(注意,一定有点落在 4 条边上),如图 1 所示.然后,依
据该多边形在每个极值点处与相邻两顶点的位置关系,就可以确定该多边形的走向. 
下面以 y值最大的点为例说明该方法的实现过程. 
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记 pi为 y值最大的点,即 yi= max[yj],做辅助点 pi′: 
当 pi−1,pi,pi+1共线时,令 pi′=pi−α(0,1)(α为任一正数,可取α=︱pi−1pi︱). 
否则,令 pi′=(pi−1+pi+1)/2. 
作以 pi′为原点通过 pi的射线 l(注意,l是有方向的),则 pi−1,pi+1位于 l的两侧.易见,若 pi−1位于 l的左侧,则该

多边形是顺时针的.反之亦然. 
因此,得到以下结论,该多边形走向是顺时针的⇔pi−1位于 l 的左侧.进行类似的讨论可得,该多边形走向是

逆时针的⇔pi−1位于 l的右侧.那么,如何判别 pi−1是位于 l的左侧还是右侧呢? 

为此,引入函数 S(pi−1,pi,pi+1)=
1
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=∆pi−1pipi+1的有向面积的 2倍. 

若 pi−1在由 pi经 pi+1的射线的左侧,则∆pi−1pipi+1的有向面积为正,否则为负,如图 2 所示,图 2(a)为 pi−1在由

pi经 pi+1的射线的左侧,图 2(b)为 pi−1在由 pi经 pi+1的射线的右侧. 
经简单计算可得 

S(pi−1,pi,pi+1)=(xi−xi−1)(yi−yi+1)−(yi−yi−1)(xi−xi+1), 
因此,多边形走向是顺时针的⇔S(pi−1,pi′,pi+1)＞0,多边形走向是逆时针的⇔S(pi−1,pi′,pi+1)＜0. 
对其他的极值点处也有类似的结果,惟一的区别就在于 pi′的构造上,这里不再赘述. 

3   多边形顶点凸、凹性判别及算法 

确定了多边形的走向以后,判定每个顶点的凸、凹性问题就容易解决了. 
对每个顶点 pi(i=1,2,3,…,n),只需先计算 S(pi−1,pi,pi+1),然后,根据该值的正、负性及该多边形的走向就能确

定该点的凸、凹性. 
具体地,若多边形走向是逆时针的,则当 S(pi−1,pi,pi+1)≥0 时,pi点就是凸的,而当 S(pi−1,pi,pi+1)＜0 时,pi点就是

凹的. 
对于多边形走向是顺时针的情况,判别条件与多边形走向是逆时针的情况相反,即: 
当 S(pi−1,pi,pi+1)≤0时,pi点就是凸的,而当 S(pi−1,pi,pi+1)＞0时,pi点就是凹的. 
下面给出该算法的实现过程.为表示上的一致性,令 p−1=pn,算法表述如下: 
Step 1. 求 y值最大的点 pk,使 yk=max{yi} 
令 k=1,ymax=y1 
对 m=1到 n 
若 ym＞Q则 k=m,Q=ym 

经过该步骤,即 n次比较,就可得到所需的点及相应的下标 k. 
Step 2. 判别多边形的走向 
用 Nflag=0表示走向为逆时针,Nflag=1表示走向为顺时针.先给定ε＞0(用来判定两个点的接近共线的
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情况), 
令 Nflag=0 
计算 v=S(pk−1,pk,pk+1) 
 =(xk−xk−1)(yk−yk+1)−(yk−yk−1)(xk−xk+1) 
若|v|＜ε,则令 p′=pk−|pk−pk−1|(0,1) 
否则,令 p′=(pk−1+ pk+1)/2 
计算ω=S(pk−1,pk′,pk+1) 
若ω＞0,则令 Nflag=1 

Step 3. 确定各顶点的凸、凹性 
用一个数组 symble(n)来记载各顶点的凸、凹性,symble(i)=0表示 pi是凸的;symble(n)=1表示 pi是凹的. 
若 Nfalg=0则对 i=1到 n 
计算 v=S(pi−1,pi,pi+1) 
若 v≥0则 symble(i)=0 
否则 symble(i)=1 
若 Nfalg=1则对 i=1~n 
计算 v=S(pi−1,pi,pi+1) 
若 v≤0则 symble(i)=0 
否则 symble(i)=1 

经过该算法的 3个步骤之后,各个顶点的凸、凹性就全部得到了,其标识存放在数组 symble(n)中. 

4   算法的计算复杂性分析及结论 

Step 1中用了 n次判断,Step 2中至多用 4次乘法,2次判断,10次加减法,而 Step 3用了 2n次乘法,5n次减
法和 n+1次判断.因此,整个算法共需要 2n+4次乘法,5n+10次加减法运算及 2n+3次判断.本算法已应用于我们
自行开发的三维几何造型软件系统中,算法稳定. 
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Abstract: A simple and fast algorithm for detecting the convexity and concavity of vertices for an arbitrary 
polygon is presented, which needs 2n+4 multiplications, 5n+10 additions or subtractions and 2n+3 comparisons (n 
is the number of the vertices of the polygon). Meanwhile, the sufficient and necessary condition for the orientation 
of an arbitrary simple polygon is given. 
Key words: polygon; convexity and concavity; algorithm; orientation; sufficient and necessary condition 
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第 12届中国计算机学会网络与数据通信学术会议 
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为推动我国在此方向的研究，探讨计算机网络与数据通信技术的发展动态与趋势，促进我国科研人员在

此领域的交流与合作，中国计算机学会网络与数据通信专业委员会拟于 2002年 12月 2日~4日在武汉举办“第
十二届中国计算机学会网络与数据通信学术会议”。会议由华中师范大学计算机科学系承办，并将邀请该领域

的国际知名学者作专题特邀报告。为保证本次会议的学术质量，现向全国科技工作者公开征稿。征稿范围包

括计算机通讯网络理论与工程的各个方面。 本次会议的论文将结辑出版优秀论文将由计算机学会推荐给有关
核心期刊发表。 
征文要求： 
1.论文应是未公开发表过，一般不超过 6千字 
2.全文电子邮件投稿，要求 Word2000兼容的电子文档，所有内容放于一个文件中 
3.编排格式 
    标题：居中，2号黑体, 作者：居中，4号仿宋, 作者地址：5号楷体 
    摘要、关键词：5号楷体 
    正文：5号宋体，分节标题 4号 
    参考文献：小 5号宋体 
4.投稿地址：华中师范大计算机科学系谭连生教授收 (E-mail: L.Tan@ccnu.edu.cn) 
重要日期： 
论文提交截止日期：2002年 8月 15日 
论文接收通知日期：2002年 10月 1日 
会议注册日期：    2002年 12月 2日 
联系方式: 

联系人：谭连生教授, 电  话：027−87673277, 传  真：027−87876070, E-mail: L.Tan@ccnu.edu.cn 
通信地址：湖北省武汉市华中师范大学计算机科学系, 邮  编：430079 
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