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摘要: 研究了调节凸 Bézier 曲面、B-样条曲面及 NURBS 曲面(BBN 曲面)一个控制点以后,曲面形状变化的规
律.通过将 BBN 曲面分解成一张凸曲面与具有特殊形状曲面的叠加,建立了曲面变形前后一些几何量与变形位
移量之间的数量关系,得到了凸 BBN曲面失去凸性的充分条件和判据.相应的结果可应用于调节与控制 BBN曲
面形状的算法设计. 
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Bézier曲面、B-样条曲面及 NURBS曲面(本文统称为 BBN曲面)是 CAD/CAM系统广泛采用的描述其设
计模型的工具.设计者可以通过调节 BBN 曲面的控制顶点来调整曲面的形状.这种调整通常表现为,在保持曲
面原有凸性的基础上对一个曲面片(patch)进行微调.因此,有关 BBN 曲面保凸调形的问题一直是人们研究的热
点.自 20 世纪 80 年代以来,国内外学者纷纷展开了这方面的研究,也取得了一些成果[1~6].然而,就矩形域上的张
量积参数 BBN曲面而言,仍有许多问题需要进一步解决. 
现有的理论和方法力图从正面回答 BBN曲面保凸的问题,即什么样的控制网格可产生凸的曲面.但是从优

化设计的角度来看,这样的研究还远远不够.优化设计需要从一系列符合条件的模型中选择一个最好的,因此曲
面失去凸性的临界条件显得十分重要.凭设计者的经验和直觉判定、得到的临界条件显然是不科学的.因此研
究凸曲面凸性被破坏的条件,以便为 CAD系统设计出自动判断的算法,对于优化设计十分重要. 
本文研究了调节凸 Bézier曲面、B-样条曲面及 NURBS曲面(BBN曲面)一个控制点后曲面形状变化的规

律.通过将 BBN曲面分解成一张凸曲面与具有特殊形状曲面的叠加,建立了曲面变形前后一些几何量与变形位
移量之间的数量关系,得到了凸 BBN 曲面失去凸性的充分条件和判据.本文的结果可应用于调节与控制 BBN
曲面形状的算法设计. 

1   凸 BBN曲面的变形分析 

由控制顶点 Pij(i=0,1,…,n;j=0,1,…,m),节点矢量U=[u0,u1,…,um+p+1],V=[v0,v1,…,vm+q+1]确定的张量积 BBN曲
面可以统一表示成: 
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这里,Bi,p(u),Bj,q(v)是 BBN基函数. 
设 S1是由式(1)定义的在端点具有 p 重 U 节点、q 重 V 节点的凸 BBN 曲面.现在考虑将控制顶点 Pr,s(0≤ 

r≤n,0≤s≤m)调整为 P*
r,s时 S(u,v)失去凸性的条件.设 S2为调整后的曲面,则 S2可以表示为 
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 S2=S1+Srs. (2) 

这里,Srs=Pr,sP*
r,sBr,n(u)Bs,m(v). 

不难发现,S2(u,v)的每一点可以由点 S1(u,v)沿着矢量 Pr,sP*
r,s的方向平移|Pr,sP*

r,s|Br,n(u)Bs,m(v)而得到,如图 1
所示.   

                           Pr,s 
 

Fig.1  Deformation of a BBN surface
图 1 BBN曲面的变形

 
 
 
 
 
 
 
 
 
根据物理规律,S1变形最剧烈的地方对应于|Pr,sP*

r,s|Br,n(u)Bs,m(v)的峰值附近.故 S1在|Pr,sP*
r,s|Br,n(u)Bs,m(v)峰

值对应点及其附近的形状变化数据是描述其变形的重要指标. 
设|Pr,sP*

r,s|Br,n(u)Bs,m(v)在(u0,v0)取得峰值,P1=S1(u0,v0),P2=S2(u0,v0);取参数 u,v的一个增量Δu,Δv,取点: 
Q1

1=S1(u0−Δu,v0),Q1
2=S1(u0+Δu,v0),Q1

3=S1(u0,v0−Δv),Q1
4=S1(u0,v0+Δv), 

Q2
1=S2(u0−Δu,v0),Q2

2=S2(u0+Δu,v0),Q2
3=S2(u0,v0−Δv),Q2

4=S2(u0,v0+Δv), (3) 
则空间四边形 Q1

1Q1
2Q1

3Q1
4,Q2

1Q2
2Q2

3Q2
4四条边的中点分别确定两个平行四边形 Q1,Q2.以 Q1,Q2的中心 O1,O2

作矢量 N1=P1O1,N2=P2O2,记 N1
2为 N2在 N1上的投影,则有以下几种情形: 

(1) N1
2=0; 

(2) N1,N1
2方向相反; 

(3) N1,N1
2方向相同. 

可以证明,在情形(1)和情形(2)下,S1变形后在 P2失去原来凸性. 
事实上,由于 P1,P2与|Pr,sP*

r,s|Br,n(u)Bs,m(v)的峰值点对应,从而以平行四边形 Q1,Q2为底,P1,P2为顶点的凸锥

的锥向分别与 S1,S2在 P1,P2附近的凸向相同.此即 N1,N2分别指向 S1,S2凸的方向.情形(2)表明,S1,S2在 P1,P2附

近的方向是相反的,因此 S1是凸的则 S2是凹的.对情形(1)而言,根据曲面的连续性,S2上至少存在一点 P′2使得
O2P′2在在 N1上的投影与 N1反向;于是问题归结为情形(2). 
如果 S2在 P2的 Gauss曲率不为负,则 S2在 P2为凸(或为平点-凸的一种特例).情形(3)表明 S1,S2在 P1,P2附

近的凸向是相同的,因此 S1变形后没有改变原有凸性.从而有: 
定理 1. 设 S1,S2,P1,P2,N1,N2是如前所定义的各种几何量,如果 S2在 P2的 Gauss 曲率不为负,且 N1,N2之间

的角度是锐角,则 S1变形后将保持原有凸性;否则 S1变形后将失去原有凸性. 
推论 1. 设 S1,S2,P1,P2是如前所定义的各种几何量,N1,N2是 S1,S2上按照同一参数定向在 P1,P2点的法矢,

如果 S2在 P2的 Gauss 曲率不为负,且 N1,N2之间的角度是锐角,则 S1变形后将保持原有凸性;否则 S1变形后将

失去原有凸性. 
根据法矢量的定义,从几何上不难看出,推论 1 描述的凸性改变实际上是一种严重的局部变形——扭曲.依

据上述定理和推论可设计相关的算法,因篇幅所限本文不再列出.以下讨论 Pr,sP*
r,s与形状变化的数量关系. 

记 S1,S2在 P1,P2点的偏导矢为 S1
u,S2

u,Su,S1
v,S2

v,Sv,N1,N2是 S1,S2按照同一参数定向在 P1,P2点的法矢,则 
 S2

u×S2
v=S1

u×S1
v+S1

u×Sv+Sv×S1
u+Su×Sv. (4) 

根据 Srs的定义知,Su,Sv与 Pr,sP*
r,s的方向相同,记 Su=αPr,sP*

r,s,Sv=βPr,sP*
r,s,(α,β>0),于是式(4)可以写成 

 S2
u×S2

v=S1
u×S1

v+(αS1
u −βS1

v)×Pr,sP*
r,s. (5) 

易知αS1
u−βS1

v是 S1在 P1点切平面π的一个矢量,记之为 Tp,则有 
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 S2
u×S2

v=S1
u×S1

v+Tp×Pr,sP*
r,s. (6) 

此即 
 N2=N1+Tp×Pr,sP*

r,s. (7) 
对于给定的参数定向而言,Tp的方向不变,故 Tp×Pr,sP*

r,s的方向取决于 Pr,sP*
r,s的方向.设 Tp与 Pr,sP*

r,s所决

定的平面与π之间的二面角为θ,则 Tp×Pr,sP*
r,s与π之间的角度为π/2−θ(如图 2所示). 
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Fig.2  Angular relationship between N1 and Pr,sP*
r,s 

图 2  N1,Pr,sP*
r,s角度关系示意图 

不难看出以下几点: 
(1) 如果 Pr,sP*

r,s指向π的正方向,那么 Tp×Pr,sP*
r,s也在π的正侧,N2=N1+Tp×Pr,sP*

r,s在 N1上的投影必与 N1

同向.曲面在 P点不会发生扭曲. 
(2) 如果 Pr,sP*

r,s指向π的负方向,那么 Tp×Pr,sP*
r,s必在π的负侧,因此当|Pr,sP*

r,s|达到一定数量时,N2=N1+Tp

×Pr,sP*
r,s在 N1上的投影与 N1反向,致使曲面发生扭曲变形. 

(3) Pr,sP*
r,s平行于π属于临界情况,在形状调整过程中不会出现,故本文不对其作深入研究. 

在 CAD/CAM曲面造型过程中,扭曲变形是要严格控制的.下面的定理给出了扭曲变形的一个数量关系. 
定理 2. 设 S是由式(1)定义的光滑凸 BBN曲面,B(u,v)=Br,n(u)Bs,m(v),B在(u0,v0)取得最大值,Su,Sv,N是 S对

应于(u0,v0)的偏导矢及法矢,如果以下方程: 

0|)(||||)(| 222 =×−−++×− XBSBSNNXBSBS uvvuuvvu  

存在一个解 X0,那么当 |Pr,sP*
r,s|>|X0|时 ,变换

Pr,s→P*
r,s将使曲面发生扭曲变形. 
证明:设切平面π的正侧是曲面的法矢 N 所

指的半空间;由于(SuBv−SvBu)是π里的一个矢量,因
此对于任意指向π的负侧且与 N 不共面的矢量 X
都有(SuBv−SvBu)×X 也指向π的负侧.由于 N 的长
度不变,故 N+(SuBv−SvBu)×X将会随 X变长指向π
的负侧,其极限情况是 N+(SuBv−SvBu)×X 在π里.
在 极 限 情 形 时 , 由 平 行 四 边 形 法 则 可 知
N,(SuBv−SvBu)×X,(SuBv−SvBu)×X+N 构成一个直
角三角形(如图 3所示),满足定理的方程.当 N与 X
共面时,根据曲面的光滑性可知,在 N附近必有 N*

与 X不共面.故定理获证.                   □  

N

π 

N+(SuBv−SvBu)×X

Fig.3  X must be hypotenuse if X plus a leg of a right 
triangle is the other leg 

图 3  X与一直角边之和为另一直角边,则 X必为斜边 

(SuBv−SvBu)×X 
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根据连续性特征可知,曲面由凸到失去凸性之间的变化是连续变化的,因此存在一种临界状态.按照微分几
何建立曲面第 2 基本量的方法,利用变形前后曲面上同一参数对应点到 P1,P2处切平面的有向距离δ1,δ2可得

到这种临界状态的关系.如果将指向切平面正向的有向距离为正的话,则有: 
定理 3. 如果变形前任意δ1都为正,而变形后至少存在一个δ2为负,则曲面在 P点失去原有凸性. 
定理 3表明,变形过程中使有向距离变为 0的位置是临界位置.此时,曲面在 P点附近变为平面,其第 2基本

量的系数全部为零,故得: 
定理 4. 如果存在一个 X,使得 

(N+Tp×X,S2
u)=(N+Tp×X,S2

v)=(N+Tp×X,S2
uv)=0. 

那么当|Pr,sP*
r,s|>|X|时,变换 Pr,s→P*

r,s将使曲面发生凹变形. 

根据这个定理,找到 Su,Sv,Suv与 Pr,sP*
r,s的关系就可以准确地计算出曲面变凹的临界条件. 
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Abstract: In this paper, the shape variation law of Bézier surfaces, B-spline surfaces and NURBS surfaces 
(BBN surfaces) is investigated under the modification of a control point of the surfaces. The relationship between 
the geometric elements of the surface before and after deformation and the deforming displacement is built up by 
decomposition a BBN surface into the summation of a convex surface and a surface with special shape. The law of a 
convex BBN surface losing its convexity is also obtained. The achievements in this paper can guide the algorithm 
design and shape control in CAD modeling. 
Key words: CAD modeling; parametric surface; shape control; algorithm design 
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