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摘要: 给出了一种基于边删除的多边形网格分辨率模型生成算法,通过递归地删除网格模型中的边,从而得到
连续的简化模型.算法建立了可调加权控制函数来控制边的简化顺序.在模型简化的不同阶段,通过调节控制函
数的权值执行不同的简化原则,使得视觉重要度低的边优先删除.此外,通过建立独立集,避免了模型的局部过度
简化.算法用临近点插值模板,求取边简化生成的新点.实验结果表明,该算法可实现较理想的场景简化效果. 
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在计算机辅助设计、科学计算可视化、虚拟现实等许多应用领域,常涉及复杂几何模型的交互显示,其复
杂性甚至超出了目前高性能计算机图形系统的实时绘制能力.提高大规模复杂场景的绘制速度,从而实现复杂
数据的实时交互显示,已成为计算机图形学中极具挑战性的问题. 
受图像分辨率的限制,场景中可分辨的可见多边形个数实际上是有上限的.因而,对在视平面上的投影很小

的景物显然无须采用复杂的几何来描述,只需简单的几何即可.由模型简化构造多分辨率模型的思想最早由
Clark 在 1976 年提出[1].最近几年来,人们在这一领域做了大量的工作.Hinker 和 Hansen 提出区域简化的算 
法[2].首先找出法向近似平行三角形区域,然后删除区域内部网格顶点,对区域重新三角化.Schroeder 提出了基
于顶点删除的网格简化方法[3].首先根据点的局部拓扑、几何信息将各顶点分类(简单点、复杂点、边界点、内
部点、角点),然后删除满足删除标准(大于点到平均平面,或点到边的距离阈值)的顶点,并对由此产生的空洞进
行三角剖分.文献[4,5]也在基于点删除的网格模型简化方面做了工作.Ronfard 和 Garland 等人研究了边删除的
简化方法[6,7].首先对边根据删除后引起的误差排序,引起误差最小的边优先级最高,最先简化.删除的边用一点
代替.递归删除优先级最高的边,则可生成不断简化的模型.Hamman 等人则提出了基于三角形删除的多分辨率
模型[8,9]. 
在增量式多分辨率模型算法中,模型中几何元素的简化顺序及简化后点的分布是影响简化效果的非常重

要的两个方面.在以上提出的算法中,简化后的模型顶点通常为原模型顶点的子集.简化过程中生成的新点,则
简单地采用位于原始模型边上的点或沿用原模型的顶点.在文献[7,10]中,对新点的位置进行了一定的优化.文
献[10]根据模型表面的曲率确定新点的位置;文献[7]则取二次误差最小的点或简化边上的点为新点.采用以上
方法定义新点的位置,虽然能在一定程度上保持原模型的形状特征,但不可避免地会导致模型的单调收缩,从而
产生越来越大的 Hausdorff距离. 
对于几何元素的简化顺序,现存的算法通常采用统一的控制原则.我们认为,这种一贯制的简化控制方法
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并不符合简化过程的需要.不同简化程度场景模型的进一步简化,需要侧重不同的方面.本文针对以上两个方面
的问题,提出了加权和函数控制的基于插值的增量式多分辨率模型,有效地对多边形网格模型进行了简化处理,
取得了良好的效果. 

1   算法概述 

我们的方法是一种基于边删除的模型简化算法,其步骤如下: 
(1) 根据模型在各顶点处的曲率,定义各点的重要度. 
(2) 根据各边两端点的重要度,判断是否可删除.对可删除的边,根据其所在的局部区域内点的分布及两端
点的重要度计算边删除后生成新点的位置.并求取该边的控制函数值,作为边简化的误差值. 

(3) 根据各边简化的误差值,对模型中的各边排序,建立待删除边的队列.误差值最小的列于队首. 
(4) 从待删除队列中取出队首边.将其从网格中删除,用在(2)中计算所得的新点代替该边.修改相关点、边
的拓扑,原边两端点相邻三角片的顶点变为新点. 

(5) 重新计算相关边的简化误差,调整其在队列中的位置. 
(6) 若模型简化到一定的程度,调整简化控制函数的 3 个分量的权值,重新计算待简化边队列中的各边误
差,执行(3). 

(7) 递归执行(4)~(6),直到简化至用户定义的面片数为止. 
在简化的过程中,通过改变控制函数中的各分量权值,使模型在不同的简化阶段,体现不同的简化原则,实

现理想的简化效果.通过插值求取新点,有利于维持最小的 Hausdorff 距离,较好地保持原模型的形状特征.此外,
算法采用边删除的方式,设置新点,还可以避免 Turk方法[10]中所存在的多次三角化问题,减小了计算量. 
下面将从点的重要度计算、简化控制函数的定义、新点的计算、边删除简化等 4个方面对该算法加以介

绍.其中,本文提出的简化控制函数的定义、新点的计算两部分为算法的核心,在第 2.3节和第 2.4节将加以详细
描述. 

2   算法细节 

2.1   点的重要度 

我们根据网格顶点所在局部区域的曲率大小,即周围面片法向分布的情况,将其分类为一般点、棱边内部
点、角点[11],并定义相应的重要度.对顶点周围面片根据法向分组:首先找到法向夹角最大(A1)的两个面片,然后,
以这两个面片分别作为两面片组的基准面片,根据与基准面片的夹角把其余面片分别归至两组中.两组内面片
法向形成分别形成法向锥,A2取值为其中较大法向锥角度.若 A1小于阈值,则该点为一般点,重要度设为 0;若 A2

大于阈值,则该点为角点,重要度设为 2;若 A1大于阈值,且 A2小于阈值,则该点为棱边内部点,重要度设为 1.若由
以上计算得到一点重要度为 M(M<2),且为模型边界上的点,则该点重要度为 M+1. 
在简化过程中,边端点重要度对简化生成新点的位置影响将在第 2.4节中加以讨论. 

2.2   边删除变换 

在面片的简化过程中,边删除操作是对网格的局部简化,因此只对模型局部区域内的拓扑产生影响.在讨论
边删除引起的拓扑改变之前,我们首先定义边的相关区域. 
边的局部相关区域:边 V1V2的局部相关区域定义为其两端点相邻三角面片的并集 Neighbour(V1V2). 
设原始模型的顶点数为 n.边 V1V2的删除变换,就是将其两端点 V1,V2合并至新点 V*,即删除原两顶点 V1,V2,

同时删除包含该边的三角形(Container(V1V2)).在这一简化操作中,模型中三角形的数目减少 1~2 个(删除边界
边,减少一个三角形;删除内部边,减少两个三角形). 

2.3   简化顺序的控制 

本文所提出的简化算法通过递归地删除模型中的边,得到增量式简化模型.为了控制这一简化过程,需要有
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一个标量值作为对待简化的边进行优先级排序的判据.通常,简化模型与原模型间的距离是衡量简化效果的一
个非常重要的指标. 

Hoppe 提出包含简化模型到原始模型间的距离能量、简化模型的顶点数目的表示能量以及模型边的弹簧
能量的能量函数,优先执行产生能量最小的简化操作[12].该方法利用能量最小原理,优化模型中顶点位置和执行
边删除等简化操作,实现了较好的简化效果.但是,由于所定义的能量函数非常复杂,该方法非常耗时.Garland 利
用新点的二次误差值作为排序依据[7],避免了能量的复杂计算,实现了计算时间与简化效果之间的协调统一.但
是,Garland算法中的二次误差只考虑了新点到相邻面片的距离平方和,而忽略了简化边 e 的长度、三角形的形
状等因素,这样会导致局部区域的过度简化以及狭长三角形的产生.在本文中,我们采用包含简化前后三角形转
动的二面角 D(ti)(ti∈Neighbour(v))、简化边的长度 L(e)、简化边邻接三角形的形状系数 S(e)等 3个方面加权平
均的控制函数 F(e)作为简化优先级标准,取较小值的边优先删除. 
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其 中 V 表 示 边 e 简 化 后 生 成 的 新 点 ; S ( e )则 为 简 化 边 e 的 邻 接 三 角 形 的 最 大 形 状 系 数 :
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的长度之比(Le/Lmax). 
这里,用二面角误差可以使模型的特征边、特征点得到很好地保持;S(e)使狭长三角形优先删除,L(e)则把边

长引为简化操作的依据.Cd,Cs,Cl这 3 个权值可根据模型的具体情况以及简化结果的要求定义.在模型的初始简
化阶段,我们可以通过定义较大的 Cd,使较平坦区域的边首先得到简化,保持模型的形状特征,甚至小尺寸细节;
当模型简化到一定程度时,尽管相邻面片二面角允差已达到较大值,但如果Cd维持较大值,面片法向变化剧烈区
域的小尺寸细节仍被保持,从而导致细节分布不均匀现象.算法这时对 3 个分量的权值进行调整,Cd 的值降低,
同时提高 Cs,Cl的取值,用经调整的控制函数重新计算各待简化边的控制误差,并依该值对简化队列中的边重新
排序.新的简化队列使较小尺寸细节得以优先简化,从而保持模型整体形状,实现远视距视觉等价的简化效果. 
此外,为避免局部区域的过度简化,我们采用设定独立集的方法.即对一条边 e 进行简化,生成新点 v,冻结

Neighbour(v)中各三角形的边,直到简化队列中所剩边均被冻结,将这些边同时解冻,继续进行简化操作. 

2.4   求取新点 

真实场景通常由曲面组成.由于曲面模型的绘制、计算都比较复杂,人们对曲面进行线性逼近,用多边形网
格模型来代替包含曲面的真实场景.此外,若获得大规模场景,还可以通过离散化的采样工具如深度扫描仪,得
到场景的网格模型.这里的网格模型都是曲面模型离散化、线性化的结果.因此,在对网格模型进行简化时,如果
将新点置于网格模型拟合曲面上,即通过拟合曲面插值来求取新点,可有效地提高简化效果. 
这里,我们以一维情况为例,介绍采用插值法进行简化的基本思想.如图 1 所示,图 1(a)中点划线为原始曲线

l,折线 ABCD为该曲线的线性近似.现对 ABCD进行简化,删除线段 BC.如图 1(b)~(d)所示,BC删除后,新点 O位
置的设定有多种选择.图 1(b)将 O 置于线段 BC 上某一点;图 1(c)将 O 置于 BC 的端点;图 1(d)通过插值求取新
点.显然,图 1(d)所示的方法所得到的简化折线 AOD 是曲线 l 的最好近似.同理,在二维情况,即对网格曲面进行
边删除简化时,通过插值求取新点,与简单地利用原始模型顶点或模型边上的点相比,可以更好地得到对模型的
近似表示. 

Fig.1  The selection of the target point for edge contracting in plane 
图 1  一维情况下边删除操作新点的选取 
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求取插值点有多种方法.这里,我们借鉴了 Zorin的插值方法[13].Zorin主要研究的是任意拓扑网格的插值分
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割算法.1974 年,Chaikin 提出了通过添加新点和边不断细化多边形,生成曲线的思想[14].1978 年,Catmull[15]和

Doo[16]把这一思想推广到曲面,标志着基于分割进行曲面造型研究的开始.分割算法通过递归地添加顶点、边、
面片细化初始控制网格,使控制网格收敛到曲面.根据不同的添加点、边、面片的规则,其极限曲面可以具有连
续、C1连续,甚至 Ck阶连续等优良的性质.Zorin 通过离散傅立叶变换和特征分析[17]建立了形式简单、适用于

任意拓扑网格模型的插值原则. 
如图 2 所示,这是几种插值模板,图 2(a)~(d)中加粗线段表示将被删除的边.图中所示 a,b,c,d,q,si(i=–1,…,7)

等符号为计算插值时其所在点的权值.图 2(a)为两端点的价数(多边形网格中该顶点所邻接的边的数目)均为 6
的边所采用的标准插值模板(求取插值点时,参与插值的顶点及权值分配的模式),即 10 点模板.若边的两个端点
中至少一个价数不为 6,则分别计算两端点的插值点,其模板如图 2(b)所示(图中由黑点标识的顶点为当前插值
的边端点);然后对分别得到的两点进行插值而得到新点.图 2(c)和图 2(d)则分别为边界边、特征边的插值模板. 

Fig.2  The stencil for interpolation 

图 2  插值模板 
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算法根据边在三角网格模型中不同的拓扑结构及端点重要度,分 6 种情况求插值点.其中情形 1~3 为两端
点重要度均为 0的边的插值模板;情形 4~6为两端点重要度均不小于 1的边的插值模板. 
 情形 1. 当边两端点价数均为 6(如图 2(a)所示),模板中各权值如下定义: 

wdwcwbwa =−−=+=−= ,
16
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8
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. 

这里,w可取任意小(我们取 w=0). 
 情形 2. 当边一端点价数为 6,另一端点价数为 K≠6(图 2(b)所示),其中 q,s0分别为价不为 6的端点及价为 6
的端点权值.当 K≥5时,权值如下定义: 
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 情形 3. 当边的两端点均为特殊点(价数 K≠6),利用情形 2所定义的特殊点模板系数分别计算两端点的模板
插值 V1,V2,而新点的位置矢量 V=V1+V2. 
 情形 4. 当边为模型的边界边时,通过一维 4点插值求点.插值模板如图 2(c)所示. 
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 情形 5. 当边两端点重要度均大于 0 时,插值模板,如图 2(d)所示.其中 a,b,c 的值根据边两端点的重要度确
定(见表 1). 
情形 6. 当边一端点重要度为 0,另一重要度为非 0,其插值模板,如图 2(b)所示.其中 q=1,si=0(i=0,K–1)(重要

度非 0的顶点权因子为 q). 
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Table 1  Weights in the boundary interpolation stencils, 
(a is the weight of the endpoint with higher importance) 
表 1  边插值模板系数(a为重要度较高的一端点的权值) 

Importance of V1 and V2
① V1=1 

V2=1 
V1=1 
V2=2 

V1=2 
V2=1 

V1=2 
V2=2 

Weights of the stencil③ （1） （3） (3) (2) 

(1) a=b=3/8,c=1/8,(2) a=b=1/2,c=0,(3) a=5/8,b=3/8,c=0. 

①V1和 V2的重要度,②模板系数. 

由以上定义的插值模板可知:包含 K个顶点 Vi(i=0,…,k−1),且各顶点权值为 si(i=0,…,k−1)的模板,新点 V*的

位置矢量为V . ∑ −

=
= 1

0
* k

i iiVs

3   实验结果 

该算法已在 Pentium350上用 C语言实现,并
成功地应用于不同的模型.利用本文提出的基于
插值的简化算法,可以得到连续的多分辨率模型.
图 3、图 4 分别列举了算法对球和牛模型简化到
不同程度的效果示例.由图 3 和图 4 可见,算法可
以使模型得到高度的简化.即使对原始分辨率较
低的模型简化到 4%或 3%,仍能较好地保持原模
型的形状及几何特征.表 2、表 3则分别列举了图
3、图 4多分辨率模型的 Hausdorff误差.由表 2和
表 3 可知 ,该算法成功地减小了简化中的
Hausdorff 误差.由于算法采用较为简单的插值方
法计算边折叠目标点,计算速度较快.表 2 列出了
算法建立球的多分辨率模型的计算时间. 

(a)               (b)                (c) 

(d)                (e)               (f) 
Fig.3  The sphere’s multiresolution models  
图 3  球的多分辨率模型 

 

(a) (b) (c) (d) 

(e) (f) (g) (h) 

Fig.4  The multiresolution models of bunny 
图 4  兔子的多分辨率模型  

4   结论与未来的工作 

本文提出了一种基于插值的连续多分辨率模型生成算法.算法通过递归地执行边删除操作,实现对原模型
的不断简化.边删除的新点由相应模板内的点插值得到,从而有效地控制了 Hausdorff 距离误差.此外,本文提出
的可调简化控制函数,使模型以较优的顺序对模型中的各边进行删除简化,使简化网格能更好地保持原模型的
形状特征.算法执行的是增量式简化策略,因此可以很方便地以其定义渐进网格模型.我们还可以探索更优化的
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方法求解插值点. 
Table 2  The Hausdorff error Emax of the sphere’s multiresolution models (errors are measured as  

the percentages of the sphere’s dataset bounding box diagonal) 
表 2  球的多分辨率模型 Hausdorff误差 Emax(模型 Hausdorff误差与模型包围盒对角线的百分比) 

Model(degree of simplifying)① Facets number② Vertices number③ Emax Time consumed④(S) 
Fig.3(a) 760 382 0  

Fig.3(b)(50%) 378 191 0.112 481 2.12 

Fig.3(c)(25%) 188 96 1.163 158 3.16 

Fig.3(d)(12%) 92 48 2.408 543 1.4 

Fig.3(e)(6%) 44 24 9.592 330 0.5 

Fig.3(f)(3%) 20 12 9.592 330 0.4 

①绘制模型(简化程度),②面片数,③顶点数,④计算时间. 

Table 3  The Hausdorff error Emax of the bunny’s multiresolution models (errors are measured as  
the percentages of the bunny’s dataset bounding box diagonal) 

表 3  兔子的多分辨率模型 Hausdorff误差 Emax(模型 Hausdorff误差与模型包围盒对角线的百分比) 

Model(degree of simplifying)① Facets number② Vertices number③ Emax 
Fig.4(a) 69 473 34 835 0 

Fig.4(b)(50%) 34 716 17 417 0.000 982 
Fig.4(c)(25%) 17 345 8 708 0.002 703 
Fig.4(d)(10%) 6 925 3 484 0.007 297 
Fig.4(e)(5%) 3 464 1 746 0.009 577 
Fig.4(f)(1%) 687 348 0.021 394 

Fig.4(g)(0.5%) 338 173 0.034 487 
Fig.4(h)(0.25%) 172 90 0.153 557 

①绘制模型(简化程度),②面片数,③顶点数. 
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Continuous Multiresolution Modeling Based on Interpolation Subdivision  
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(State Key Laboratoey of CAD & CG, Zhejiang University, Hangzhou 310027, China) 

E-mail: peng@cad.zju.edu.cn 

http://www.cad.zju.edu.cn 

Abstract: In this paper, an edge contract based multiresolution modeling algorithm is presented, which 
generates the continuous simplified models by iteratively removing edges. A weighted control function is used to 
control the order of edge contract operation. The algorithm adjusts the weights of the control function in different 
simplification phase to realize different simplification criteria, which lead to the edge that is less important for 
appearance preservation is removed earlier among all the edge candidates. Furthermore, the independent set is used 
to avoid local excess simplification. Interpolation stencils are used to compute the generated point in each 
simplification operation. The experimental results show that the algorithm can achieve satisfactory result. 
Key words: multiresolution modeling; mesh simplification; control function; edge contract; interpolation 
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