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摘  要: 首先给出了量子最弱自由前置条件(weakest liberal precondition,简称 wlp)wlp (A,B,C)-可交换的定义,研究

了 wlp (A,B,C)-可交换的充分必要条件;其次,得到了 wlp 不是良好的谓词转换,验证了 wlp 是比量子最弱前置条件

(weakest precondition,简称 wp)更弱的谓词转换,揭示了 wlp 和 wp 的本质区别;最后证明了 wlp 的序列合成、并行合

成和块结构等性质. 
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Abstract: First, the definition of quantum weakest liberal precondition (termed wlp) wlp (A,B,C)-commutativity is proposed, some 
necessary, and sufficient conditions of wlp (A,B,C)-commutativity are presented. Secondly, it has been shown that wlp is not a healthy 
predicate transformer: it is verified that wlp is a weaker predicate transformer than the quantum weakest precondition (termed wp). The 
essential differences of wlp and wp are disclosed. Finally, the properties for sequential composition, parallel composition and block 
structure of wlp are investigated. 
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从 20 世纪 80 年代早期以来,各种量子程序协议先后被提出,量子密码系统已经广泛应用于 Quantique、
MagiQ 技术、SmartQuantum 和 NEC 中[1].1994 年,Shor[2]提出了著名的量子因子分解算法,1996 年,Grover[3]给

出了进行数据搜索的量子搜索算法.这些算法表明,量子计算在某些计算领域比经典计算更有效.但是目前,量
子算法还处在较低水平的量子线路阶段.近年来,一些学者[4−14]开始研究量子程序语言的设计和语义.Knill[5]提

出了量子伪编码的理论.Ömer[6,7]首次提出了量子程序语言的概念.Sander[8],Zuliani[8,9],Selinger[10]等人提出了各

种具有不同特征的量子程序语言.李阳阳和焦李成[11]研究了量子克隆多播路由算法.刘玲和徐家福[12]系统地介

绍了量子程序设计语言 NDQJava-2.特别地,D’Hondt 和 Panangaden[13]介绍了量子最弱前置条件语义(简称 wp-
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语义),建立了量子程序的谓词转换语义. 
量子程序可以由超算子表示[10,13].按照 D’Hondt 和 Panangaden 的思想,量子谓词被定义成一个可观测算子,

也即一个 Hilbert 空间上的 Hermite 算子.量子谓词转换语义不是经典和概率程序的简单推广,它回答了经典和

概率程序中不曾出现的很多重要问题,这些问题之一就是量子最弱前置条件(wp)的可交换性.为了推理用量子

语言所写的量子程序的部分正确性和总体正确性,冯元等人[15]扩展了最弱自由前置语义(简称 wlp)的概念,研究

了 wp和 wlp的关系,给出了量子程序正确性的证明规则.应明生教授等人[16]在一个复合量子系统中给出了量子

程序最弱前置条件 wp 的本质刻画,研究了 wp 可交换的一些充分条件.由于 Hoare 逻辑是经典程序公理化语义

的基础,它为推理经典程序的正确性提供了有效的证明技术.为了对量子程序验证提供类似的技术,并且对量子

计算机建立程序方法的逻辑基础,应明生教授[17]建立起了关于量子程序部分和总体正确性的 Floyd-Hoare 逻

辑,利用 wp 和 wlp 的功能证明了这种逻辑的完备性.由于 wlp 在证明量子程序部分正确性中有很重要的作用和

地位,我们有必要详细地研究 wlp 的性质.为此,我们在上述文献的基础上提出了 wlp (A,B,C)-可换的定义,研究了

wlp (A,B,C)-可换的充分必要条件.进而,讨论了wlp 不满足良好谓词转换的条件,验证了wlp 是比 wp 更弱的谓词转

换,揭示了 wlp 和 wp 的本质区别.最后讨论了 wlp 的序列、并行合成和块结构等性质.我们的讨论为设计量子程序

语言时考虑量子程序的部分正确性和为研究 Hoare 逻辑的完备性提供了理论基础. 

1   基本概念 

本文用到的有关量子计算的基本概念见文献[1].用 D(H)表示 Hilbert 空间 H 上所有密度算子之集,用 L(H)
表示 H 上所有线性算子之集.如果对任意的|x〉∈H,〈x|A|x〉≥0,A∈L(H),则称 A 为正算子.算子的 Löwner 序定义为 

A B 当且仅当 B−A 是一个正算子.设 M 是一个算子,如果 † ,M M= 则称 M 为 Hermite 算子,其中, †M 表示 M 的 

共轭转置.量子谓词是一个 Hermite 算子,即一个最大特征值的界为 1 的正算子[13,15,17].用 P(H)表示 H 上的量子 

谓词之集,也即 P(H):={M∈L(H)|0 M I}. 

定义 1.1[1]. 设ε为 L(H)上的线性算子,如果ε满足下列两个条件,则称ε为 H 上的超算子: 
(1) trε(ρ)≤tr(ρ),对任意的ρ∈D(H); 
(2) 完全正性:设 HR 是一个辅助 Hilbert 空间,如果 A 是 HR⊗H 上的正算子,则(IR⊗ε)(A)也是正的,其中,IR 是

HR 的单位算子. 
如果对任意的ρ∈D(H),trε(ρ)=tr(ρ),则称ε是保迹的. 
用 CP(H)表示 H 上的所有超算子之集.下面给出超算子的 Kraus 算子和表示[13]. 
ε是 H 上的超算子当且仅当存在一组运算元{Ei}满足下列条件: 

(1) †( ) ,i ii E Eε ρ ρ= ∑ 对任意的ρ∈D(H); 

(2) † ,i ii E E I∑ 当ε是保迹的超算子时取等号,其中 I 是 H 的单位算子. 

定义 1.2[13]. 设 M,N∈P(H),ε∈CP(H),如果对任意的ρ∈D(H),tr(Mρ)≤tr(Nε(ρ)),则称 M 为 N 的关于量子程序

ε的前置条件,记为 M{ε}N. 
定义 1.3[13]. 设 M∈P(H),ε∈CP(H),M 关于ε的最弱前置条件是一个量子谓词,记为 wp(ε)(M),并且满足如下

条件: 
(1) wp(ε)(M){ε}M; 

(2) 对任意的 N∈P(H),如果 N{ε}M,则有 N wp(ε)(M). 

设 A,B 是 H 上的两个算子,如果 AB=BA,则称 A 和 B 可换[1]. 
在下文中, q 表示 q1,…,qn 的简写, qU 表示酉算子 U 作用在由 q 张成的 Hilbert 空间上,|x〉q〈y|是一个算子,它 

表示|x〉〈y|作用在量子比特 q 上,其他量子比特不改变,也就是说, 

1 2
| |: | | ,q H Hx y I x y I〉 〈 = ⊗ 〉〈 ⊗  

其中,H1,H2 是 Hilbert 空间. 
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量子最弱前置条件 wp 在量子程序的总体正确性研究中是很有用的.也就是说,当程序终止时,我们不但要

考虑终态的正确性,而且要考虑程序终止的条件,有关 wp 的性质可参见文献[10,13,15−18].但是,在量子程序验

证的理论研究中,不但要研究程序的总体正确性,而且要研究不要求程序终止,即程序的部分正确性问题.而量

子程序的部分正确性由 wlp 来描述,为此,下面先介绍最弱自由前置条件 wlp 的概念如下: 
定义 1.4[15]. 设 S 是一个量子程序,S 的 wlp-语义是 P(H)上的一个映射 wlp(S),对任意的 M∈P(H),其递归定

义如下: 
(1) wlp(abort)(M)=I; 
(2) wlp(skip)(M)=M; 
(3) wlp(q:=0)(M)=|0〉q〈0|M|0〉q〈0|+|1〉q〈0|M|0〉q〈1|; 
(4) †( )( ) ,q qwlp q U M U MU∗ = = 其中, q U∗ = 表示酉算子U 作用在由 q 张成的 Hilbert 空间上; 

(5) wlp(S1;S2)(M)=wlp(S1)(wlp(S2)(M)); 

(6) 
1

1 0
0

( )( ) | | ( )( ) | |;q i q
i

wlp q S S M i i wlp S M i i
=

= 〉 〈 〉 〈∑measure then else  

(7) wlp(while q do S)(M)=vX.(|1〉q〈1|wlp(S)(X)|1〉q〈1|+|0〉q〈0|M|0〉q〈0|,其中,vX.F(X)表示 F(X)的最大不动点. 

2   最弱自由前置条件的交换性 

设ε∈CP(H),则存在一组运算元{Ei},使得对任意的 †( ), ( ) ,i iiD H E Eρ ε ρ ρ∈ = ∑ 则对任意的 M∈P(H),有
†( )( ) i iiwp M E MEε = ∑ [15].这样,当 M,N∈P(H),在讨论 wp(ε)(M),wp(ε)(N)的交换性时,可以用它们的算子和形式. 

然而,由于 wlp(ε)(M)不能表示成算子和的形式,因此,wlp(ε)(M)和 wlp(ε)(N)交换性的讨论比较复杂.首先给出如

下的定义: 
定义 2.1[16]. 设M,N,A,B,C∈L(H),如果AMBNC=ANBMC,则称M和N (A,B,C)-可换.特别地,当M和N (A,A,A)-

可换时,简称 M 和 N 是 A-可换. 
定义 2.2. 设 A,B,C∈L(H),ε∈CP(H).当 M 和 N (A,B,C)-可换时,都有 wlp(ε)(M)和 wlp(ε)(N) (A,B,C)-可换,则称

ε反射(A,B,C)-可换.特别地,如果ε反射(A,A,A)-可换,则称ε反射 A-可换.同时,如果ε反射 IH-可换,则称ε反射可换,
这里,IH 是 H 上的恒等算子. 

根据以上的定义,下面给出 wlp 可交换的结论如下: 
定理 2.1. 设 S,S0,S1,S2∈CP(H),对任意的 M,N∈P(H),则有: 
(1) wlp(abort)(M)和 wlp(abort)(N)可换; 
(2) wlp(skip)(M)和 wlp(skip)(N)可换当且仅当 M 和 N 可换; 
(3) wlp(q:=0)(M)和 wlp(q:=0)(N)可换当且仅当 M 和 N |0〉q〈0|-可换和(|1〉q〈0|,|0〉q〈0|,|0〉q〈1|)可换; 
(4) ( )( )wlp q U M∗ = 和 ( * )( )wlp q U N= 可换当且仅当 M 和 N 可换; 
(5) 如果 S1 和 S2 反射可换,则 S1;S2 也反射可换; 
(6) wlp(measure q then S1 else S0)(M)和 wlp(measure q then S1 else S0)(N)可换当且仅当 wlp(Si)(M)和

wlp(Si)(N) |i〉q〈i|可换,i=0,1; 
(7) 如果 M 和 N |0〉q〈0|-可换,S 反射|1〉q〈1|可换,则 wlp(while q do S)(M)和 wlp(while q do S)(N)可换;反之,

如果 wlp(while q do S)(M)和 wlp(while q do S)(N)可换,则 M 和 N |0〉q〈0|-可换. 
证明: 
(1)、(2)可以从定义 1.4 直接得到. 
(3):由定义 1.4 有: 

wlp(q:=0)(M)wlp(q:=0)(N)=|0〉q〈0|M|0〉q〈0|N|0〉q〈0|+|1〉q〈0|M|0〉q〈0|N|0〉q〈1|, 
wlp(q:=0)(N)wlp(q:=0)(M)=|0〉q〈0|N|0〉q〈0|M|0〉q〈0|+|1〉q〈0|N|0〉q〈0|M|0〉q〈1|. 

如果 M 和 N |0〉q〈0|-可换和(|1〉q〈0|,|0〉q〈0|,|0〉q〈1|)-可换,则有: 
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wlp(q:=0)(M)wlp(q:=0)(N)=wlp(q:=0)(N)wlp(q:=0)(M); 
反之,如果 wlp(q:=0)(M)和 wlp(q:=0)(N)可换,则 

|0〉q〈0|M|0〉q〈0|N|0〉q〈0|=|0〉q〈0|wlp(q:=0)(M)wlp(q:=0)(N) 
=|0〉q〈0|wlp(q:=0)(N)wlp(q:=0)(M) 
=|0〉q〈0|N|0〉q〈0|M|0〉q〈0|. 

类似地,有 
|1〉q〈0|M|0〉q〈0|N|0〉q〈1|=|1〉q〈0|N|0〉q〈0|M|0〉q〈1|. 

(4):由定义 1.4 有: 
†

†

( * )( ) ( * )( ) ,

( * )( ) ( * )( ) .
q q

q q

wlp q U M wlp q U N U MNU

wlp q U N wlp q U M U NMU

= = =

= = =
 

如果 M 和 N 可换,则有: 
( * )( ) ( * )( ) ( * )( ) ( * )( );wlp q U M wlp q U N wlp q U N wlp q U M= = = = =  

反之,如果 ( * )( ) ( * )( )wlp q U M wlp q U N= =和 可换,则 
† † .q q q qU MNU U NMU=  

故 M 和 N 可换. 
(5):设 A,B,C∈L(H),由 S1 反射(A,B,C)-可换得 

A wlp(S1;S2)(M) B wlp(S1;S2)(N) C=A wlp(S1)(wlp(S2)(M)) B wlp(S1)(wlp(S2)(N)) C 
=A wlp(S1)(wlp(S2)(N)) B wlp(S1)(wlp(S2)(M)) C 
=A wlp(S1;S2)(N) B wlp(S1;S2)(M) C. 

所以,S1;S2 也反射(A,B,C)-可换. 
(6):记 S=measure q then S1 else S0,由定义 1.4 得: 

wlp(S)(M)wlp(S)(N)=|0〉q〈0|wlp(S0)(M)|0〉q〈0|wlp(S0)(N)|0〉q〈0|+ 
 |1〉q〈1|wlp(S1)(M)|1〉q〈1|wlp(S1)(N)|1〉q〈1|, 

wlp(S)(N)wlp(S)(M)=|0〉q〈0|wlp(S0)(N)|0〉q〈0|wlp(S0)(M)|0〉q〈0|+ 
 |1〉q〈1|wlp(S1)(N)|1〉q〈1|wlp(S1)(M)|1〉q〈1|. 
如果 wlp(Si)(M)和 wlp(Si)(N) |i〉q〈i|可换,i=0,1,则 

wlp(S)(M)wlp(S)(N)=wlp(S)(N)wlp(S)(M); 
反之,如果 wlp(S)(M)和 wlp(S)(N)可换,则 

|0〉q〈0|wlp(S0)(M)|0〉q〈0|wlp(S0)(N)|0〉q〈0|=|0〉q〈0|wlp(S)(M)wlp(S)(N) 
=|0〉q〈0|wlp(S)(N)wlp(S)(M) 
=|0〉q〈0|wlp(S0)(N)|0〉q〈0|wlp(S0)(M)|0〉q〈0|. 

类似地,有 
|1〉q〈1|wlp(S1)(M)|1〉q〈1|wlp(S1)(N)|1〉q〈1|=|1〉q〈1|wlp(S1)(N)|1〉q〈1|wlp(S1)(M)|1〉q〈1|. 

(7):记 qloop=while q do S,对任意的 M∈P(H),由定义 1.4 知 

( )

0
( )( ) ( ),n

n
wlp qloop M F M

∞

=

= ∩  

其中,F(0)(M)=I,并且 
F(n+1)(M)=|1〉q〈1|wlp(qloop)(F(n)(M))|1〉q〈1|+|0〉q〈0|M|0〉q〈0|,n≥0. 

由于|1〉q〈1|F(0)(M)|1〉q〈1|F(0)(N)|1〉q〈1|=|1〉q〈1|F(0)(N)|1〉q〈1|F(0)(M)|1〉q〈1|=|1〉q〈1|,下证 F(n)(M)F(n)(N)=F(n)(N)F(n)(M): 
① 当 n=0 时,结论成立; 
② 假设 n=k 时结论成立,即 

F(k)(M)F(k)(N)=F(k)(N)F(k)(M), 
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那么,当 n=k+1 时, 
F(k+1)(M)F(k+1)(N)=|1〉q〈1|wlp(qloop)(F(k)(M))|1〉q〈1|wlp(qloop)(F(k)(N))|1〉q〈1|+|0〉q〈0|M|0〉q〈0|N|0〉q〈0|, 

由于 S 反射|1〉q〈1|-可换,M 和 N |0〉q〈0|-可换,则上式变为 
|1〉q〈1|wlp(qloop)(F(k)(N))|1〉q〈1|wlp(qloop)(F(k)(M))|1〉q〈1|+|0〉q〈0|N|0〉q〈0|M|0〉q〈0|=F(k+1)(N)F(k+1)(M). 

由数学归纳法可知, 
F(n)(M)F(n)(N)=F(n)(N)F(n)(M),n≥0. 

于是有: 

( ) ( )

0 0

( ) ( )

0 0

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

                                                 ( ) ( )

                                                 ( )( ) ( )(

n n

n n

n n

n n

wlp qloop M wlp qloop N F M F N

F N F M

wlp qloop N wlp qloop M

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

=

=

=

∩ ∩

∩ ∩
);

 

反之,因为 
|0〉q〈0|F(n)(M)F(n)(N)=|0〉q〈0|M|0〉q〈0|N|0〉q〈0|, 

而且 

( ) ( )

0
| 0 0 | ( )( ) ( )( ) | 0 0 | ( ) ( )

                                                             | 0 0 | | 0 0 | | 0 0 |,

n n
q q

n

q q q

wlp qloop M wlp qloop N F M F N

M N

∞

=

〉 〈 = 〉 〈

= 〉 〈 〉 〈 〉 〈

∩  

由 wlp(qloop)(M)和 wlp(qloop)(N)可换,则有: 
|0〉q〈0|wlp(qloop)(M)wlp(qloop)(N)=|0〉q〈0|wlp(qloop)(N)wlp(qloop)(M) 

=|0〉q〈0|N|0〉q〈0|M|0〉q〈0|. 
故 M 和 N |0〉q〈0|-可换. □ 

3   最弱自由前置条件的若干性质 

文献[13]提出最弱前置条件谓词转换 wp 是良好谓词转换,即满足条件:① 线性性;② 单调性;③ 连续性;
④ 独异性.文献[15]中讨论了 wlp 的很多性质,并就其与 wp 的关系做了较为详尽的讨论.因此,本节我们针对最

弱自由前置条件谓词转换 wlp 的部分性质讨论如下,并验证 wlp 不是良好谓词转换: 
设 S∈CP(H),M∈P(H),ρ∈D(H),则 

 tr(wp(S)(M)ρ)=trMS(ρ) (1) 
 tr(wlp(S)(M)ρ)=trMS(ρ)+trρ−trS(ρ) (2) 

同时,对任意的 M∈P(H),有 wp(S)(M) wlp(S)(M),wp(S)(M)+wlp(S)(M)=I [15]. 

从 Hoare 逻辑的角度分析,等式(1)说明了输入ρ满足量子谓词 wp(S)(M)的概率等于量子程序 S 在ρ终止且

输出为 S(ρ)满足 M 的概率.在等式(2)中,trρ−trS(ρ)表示量子程序 S 从输入ρ发散的概率.等式(2)表明,输入ρ满足

wlp(S)(M)的概率等于 S(ρ)满足 M 的概率与 S 从ρ发散的概率之和. 
推论 3.1. 如果 S 是保迹的,则 

tr(wlp(S)(M)ρ)=tr(MS(ρ)). 
推论 3.2. 如果 S 是保迹的,对任意的λ,μ∈R,M,N∈P(H),假如λM+μN∈P(H),则 

wlp(S)(λM+μN)=λwlp(S)(M)+μwlp(S)(N). 
下面验证 wlp(⋅)不是良好谓词转换: 
(1) wlp(⋅)不满足线性性质 
设 S,F∈CP(H),α,β∈C,M∈P(H),因为 

tr(wlp(αS+βF)(M)ρ)=tr(M(αS+βF)ρ)+trρ−tr(αS+βF)ρ 
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=αtrMS(ρ)+βtrMF(ρ)+trρ−αtrS(ρ)−βtrF(ρ) 
=tr(αwlp(S)+βwlp(F))(M)ρ+trρ−αtrρ−βtrρ, 

所以,wlp(αS+βF)≠αwlp(S)+βwlp(F).然而当
1
2

α β= = 时,有 1 1 1 1( ) ( ).
2 2 2 2

wlp S F wlp S wlp F⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(2) wlp(⋅)满足单调性 

wlp(S)的单调性是说,如果 M N,则 wlp(S)(M) wlp(S)(N)[15]. 

我们给出另一种证法: 
因为 

tr(wlp(S)(M)ρ)=trMS(ρ)+trρ−trS(ρ), 
tr(wlp(S)(N)ρ)=trNS(ρ)+trρ−trS(ρ), 

所以, tr(wlp(S)(N)ρ)−tr(wlp(S)(M)ρ)=trNS(ρ)−trMS(ρ) 0, 

即 wlp(S)(M) wlp(S)(N). 

(3) wlp(⋅)满足连续性 

设谓词序列 M1 M2 … Mi …有上确界 ii
M∪ ,则对任意的ρ∈D(H),有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

                                ( ) ( )

                                [ ( ) ( )]

                                ( ( )( ) )

     

i ii i

ii

ii

ii

tr wlp S M tr M S tr trS

trM S tr trS

trM S tr trS

tr wlp S M

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

= + −

= + −

= + −

=

∪ ∪
∪
∪
∪

( )                           ( )( ) ,ii
tr wlp S M ρ= ∪

 

所以, ( )( ) ( )( ).i ii i
wlp S M wlp S M=∪ ∪  

(4) wlp(⋅)不满足独异性 

wlp(⋅)单调性不成立,即 S1 S2 不能推出 wlp(S1) wlp(S2).但是, 

( )( )( ) ( ) ( )

                                ( ) ( )

                                [ ( ) ( )]

                                ( ( )( )

i i ii i i

i ii i

i ii

ii

tr wlp S M trM S tr tr S

trMS tr trS

trMS tr trS

tr wlp S M

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

= + −

= + −

= + +

=

∪ ∪ ∪
∪ ∪
∪

( )
)

                                ( )( ) ,ii
tr wlp S M ρ=

∪
∪

 

所以, ( ) ( ).i ii i
wlp S wlp S=∪ ∪  □ 

以上我们从 Hoare 逻辑满足关系的角度和 wlp 不满足良好谓词转换的 4 个条件的分析可知,wlp 不是良好 

谓词转换,而是比 wp更弱(即更大)的一类量子谓词转换,这与结论 wp(S)(M) wlp(S)(M)[15]是一致的.在经典程序 

中,总体正确性考虑的是程序 S 的每条计算,部分正确性考虑的是程序 S 的每条终止计算,程序的发散计算是不

考虑的.在量子情况下,量子最弱前置条件 wp 和量子最弱自由前置条件 wlp 在研究量子程序的总体正确性和部

分正确性中起了很关键的作用[10,13,15,17,18].Hoare 逻辑的公理化系统有两个证明系统:一个是总体正确性,另一个

是部分正确性.正如文献[17]所述,通过研究量子程序的 wp 和 wlp,进而证明量子程序 Hoare 逻辑的完备性,这为

量子程序语言的设计提供了逻辑基础. 
根据上述分析,下面讨论 wlp 的序列合成、并行合成、块结构等性质. 
设 S∈CP(H),M∈P(H),ρ∈D(H),Si∈CP(Hi),Mi∈P(Hi),ρi∈D(Hi),i=1,2. 
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(1) 序列合成 
因为 

tr(wlp(S1;S2)(M)ρ)=trM(S1;S2)ρ+trρ−tr(S1;S2)ρ 
=trMS2(S1(ρ))+trρ−trS2(S1(ρ)) 
=tr[wlp(S2)(M)S1(ρ)]+trρ−trS1(ρ) 
=tr[wlp(S1)(wlp(S2)(M))ρ] 
=tr[(wlp(S2);wlp(S1))(M)ρ], 

所以,wlp(S1;S2)=wlp(S2);wlp(S1). 
(2) 并行合成 
因为 

tr(wlp(S1⊕S2)(M1⊕M2)(ρ1⊕ρ2))=tr(M1⊕M2)(S1⊕S2)(ρ1⊕ρ2)+tr(ρ1⊕ρ2)−tr(S1⊕S2)(ρ1⊕ρ2) 
=trM1S1(ρ1)+trM2S2(ρ2)+trρ1+trρ2−trS1(ρ1)−trS2(ρ2) 
=tr(wlp(S1)(M1)ρ1)+tr(wlp(S2)(M2)ρ2) 
=tr(wlp(S1)⊕wlp(S2))(M1⊕M2)(ρ1⊕ρ2), 

所以,wlp(S1⊕S2)=wlp(S1)⊕wlp(S2). 
(3) 块结构 
因为 

tr(wlp(S1⊗I2)(M1⊗I2)(ρ1⊗ρ2))=tr(M1⊗I2)(S1⊗I2)(ρ1⊗ρ2)+tr(ρ1⊗ρ2)−tr(S1⊗I2)(ρ1⊗ρ2) 
=trM1S1(ρ1)trρ2+trρ1trρ2−trS1(ρ1)trρ2 

=[trM1S1(ρ1)+trρ1−trS1(ρ1)]trρ2 
=tr(wlp(S1)(M1)ρ1)trρ2 
=tr[(wlp(S1)(M1)ρ1)⊗ρ2] 
=tr[(wlp(S1)(M1)⊗I2)(ρ1⊗ρ2)] 
=tr(wlp(S1)⊗I2)(M1⊗I2)(ρ1⊗ρ2), 

所以,wlp(S1⊗I2)=wlp(S1)⊗I2. 
量子流程图语言,如大家熟知的量子程序语言 QPL,是量子计算中按照量子数据经典控制思想设计的一种

程序语言,它形式化地被定义为范畴的语境,并且有一个指称语义.在语法构成上,QPL 中的程序可以用流程图

来表示,也可以用 QPL 术语来描述[10,13,14,18].本节我们针对量子流程图语言的序列合成、并行合成、块结构等

讨论了 wlp 语义,这些结构同 wp 语义是一致的. 

4   结  论 

本文主要研究了最弱自由前置条件 wlp 的交换性及其部分性质.由于 wlp 不能表示成算子和的形式,wlp 的

可换性的讨论就比较复杂.因此,我们先给出了量子谓词 M和 N(A,B,C)-可换和超算子ε反射(A,B,C)-可换的定义,
研究了 wlp 的可换性问题.同时,讨论了 wlp 不是良好谓词转换的问题,验证了 wlp 是比 wp 更弱的谓词转换,揭
示了 wlp 和 wp 的本质区别.最后,从量子流程图语言的角度研究了 wlp 的序列合成、并行合成和块结构等性质,
发现 wlp 和 wp 在上述 3 个方面的性质都是保持的.另外,在经典概率程序中,不变量在推理 Loop 程序时起到了

关键的作用,同样的结论在量子系统情况下也是正确的.为了推理量子程序部分正确性的完备性,文献[15]引入

了 wlp 不变量来推理量子 Loop 程序,这些结果为我们设计量子程序语言时考虑量子程序的部分正确性提供了

理论保证. 
文献[15]定义了类似于概率谓词的交算子&算子,研究了wp在量子谓词的交算子&下的许多性质,那么&算

子在 wlp 语义下是否有意义,其性质如何,是我们下一步研究的问题.另外,在确定型程序中,经典谓词的交(∧)运
算有很重要的性质[4],也就是说,对任意经典谓词 p 和 q, 
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wp(S)(p∧q)⇔wp(S)(p)∧wp(S)(q), 
并且对概率谓词α和β,有 

wp(S)(α&β)<≡wp(S)(α)&wp(S)(β). 
然而,文献[15]中的定义 4.4 指出,两个量子谓词的交一般不是单调的,类似的性质对量子程序是不成立的.

文献[15]给出了一个公开问题,即对量子谓词而言,是否存在一个交的概念使得类似的性质被保持.那么,本文的

研究对上述问题的解决是否有促进作用,量子谓词交的概念是否可以推广到 wlp 语义中等等,是我们进一步研

究的课题. 
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