
 

软件学报 ISSN 1000-9825, CODEN RUXUEW E-mail: jos@iscas.ac.cn 
Journal of Software,2016,27(Suppl.(1)):90−101 http://www.jos.org.cn 
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel: +86-10-62562563 

 

椭圆定位的测距算法∗ 

李申浩,  冯秀芳 

(太原理工大学 计算机科学与技术学院,山西 晋中  030600) 

通讯作者: 李申浩, E-mail: 1345400048@qq.com 

 

摘  要: 针对无线传感器网络定位中传统的三边测距算法,为了降低算法中每个已知节点均具有发射和接收信号

能力而造成的高额成本,提出了已知节点单发射多接收的定位模型,并基于该模型提出了椭圆定位算法.该算法通过

刻画未知节点距已知节点可能的椭圆运动轨迹,进而运用牛顿迭代法求解所构造的二次轨迹方程组,实现对未知节

点的定位.同时,对定位可能出现的错误进行了概率分析,得出错误概率与锚点个数之间的函数关系.实验定位与传

统算法相比降低了实验成本,证明了锚点的线性增加会使错误概率指数趋势减少的特征,最后针对该定位错误问题

提出了合理的解决方案. 
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Ranging Algorithm Based on Ellipse Localization 

LI Shen-Hao,  FENG Xiu-Fang 

(School of Computer Science and Technology, Taiyuan University of Technology, Jinzhong 030600, China) 

Abstract:  The high cost of wireless sensor network localization in the traditional triangular locating algorithm is due to the fact that 
each known nodes have the ability to transmit and receive signals. To address the issue, a location model is proposed to treat the known 
nodes as single-emitter and multi-receiver. Based on the model an ellipse localization algorithm is formulated. Localization of unknown 
nodes is achieved by characterization of the possible elliptical trajectory of unknown nodes from known nodes. Probabilistic analysis is 
also performed on positioning error. A proof is presented to show that linear increase in the number of anchors corresponds to exponential 
decrease of the error probability. Finally, a reasonable solution is provided to solve the positioning error issue. 
Key words:  RSSI; location model; location algorithm; ellipse localization algorithm; anchor positioning 

无线传感器网络(wireless sensor network,简称 WSN)作为一种定位工具,在目标跟踪、入侵检测等领域倍受

青睐[1].对于无线传感器的定位研究,一方面在于定位的精度,从定位的质量角度分析;另一方面在于定位综合性

研究,在保证精度条件下降低成本;还有一方面在于定位技术的研究,运用高新技术实验定位,如超声波定位和

红外定位技术等.文献[2]对 WSN 的基本定位算法有了比较全面的总结和概括,在基于测距算法中,主要是以

RSSI 和 TOA 两种测距算法作为主流.但是算法中的锚点对于整个系统起到了至关重要的作用且不允许有较大

的错误和差错,此外,极大似然方法的引入又为距离相关算法优化,使得算法精度逐步完善[3−6].文献[3]中做了 20
个~140 个锚点对定位精度的实验研究,验证了算法的定位精度受环境影响较小,算法的成本却没有加以考虑.物
联网定位的原始模型最初运用于安全反恐、国防军事、环境监测的预报位置信息,以其严格而较为精准的定位
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信息而广泛发展起来[7−11].但是在民事商业等非军事领域中,无需军事中的高精度要求,反而更在乎的是成本因

素.因此,如果可以进一步优化一个锚点的造价,那么在多锚点系统中会有较为显著的成本改变. 
此外,文献[9−10]虽然提出了椭圆定位算法,在一定程度上降低了成本,但是对算法的基本步骤表述与实际

问题的应用难以嵌套,算法由圆形改为椭圆形后,不能保证 3 个同焦点椭圆一定交于一点,即存在算法的定位错

误问题,且在定位错误的问题上没有做出相应的说明.这使得椭圆定位算法的推广受到了阻碍.为了解决上述问

题,推广低成本的定位算法,使得在非军事或非严格保证定位精度的领域降低成本,本文对算法坐标化,通过解

析几何的知识给出了位置坐标的迭代公式,构造椭圆定位算法并清楚地给出了对于未知节点的计算方法,最后

通过仿真实验证明了结果是可行的.此外,对于椭圆的定位错误现象予以了深入分析,进一步发现了错误概率只

可以逐步降低而不可以消除,故受限应用于军事领域等不允许错误发生的系统之中.之后给出了相应的解决方

案,使得成本线性增加的同时指数大幅度地降低错误发生的概率.通过函数关系表明该方案可行,同时也提供了

相应的错误概率计算公式,并运用仿真实验加以证明,进而根据设备的条件充分而合理地布置锚点直至错误概

率达到系统要求. 

1   基本模型概述 

1.1   RSSI的三边测量法算法 

在物联网的定位研究领域,RSSI算法作为一个主流方向已经被广泛应用.RSSI通过接收到的信号强弱测定

信号点与接收点的距离,进而根据相应数据进行定位计算的一种定位技术.此外,由于文献[5]证明其受环境影响

较小,且可通过均值方法消除影响,故本文主要在 RSSI 算法的基础上予以改进,且无需考虑外界环境因素.下面

简单阐述该算法: 
1) 利用 RSSI 技术,通过建立好的信号传输模型计算未知节点与邻居节点间的距离. 
2) 利用数学模型计算出未知节点的位置坐标. 
3) 对估算出的未知节点的坐标进行修正,进一步提高算法的定位精度. 
RSSI 算法中利用的 Shadowing 模型测距公式为 

 0 0( ) ( ) 10 lg( / )PL d PL d n d d Xσ= − +  (1) 

其中,d 为接收端到信源的距离,Xs 为误差. 

1.2   TOA测距 

TOA 技术通过测量信号的传播时间来计算距离,最典型的应用就是 GPS 定位系统.通常在节点上安装超声

波收发器和射频收发器,测距时锚节点同时发送超声波和电磁波,接收节点通过两种信号到达时间差来计算两

点之间的距离,其误差大小取决于信道状态. 

2   椭圆定位算法的构造 

2.1   三边测距模型 

无论是基于 RSSI 的三边测量法测距还是 TOA 测距,都可以通过距离来对处于锚点之中的未知节点定位,
且锚点越多,精度越好. 

首先我们观察如图 1 所示的三边测量定位的示意图.其中,ABC 是 3 个锚点,D 为未知节点,如果我们假设其

中的一个锚点因故障不能发射无线波信号,但是可以接收信号,那么,针对原有算法进行改进,使得这 3 个节点依

然可以实现对未知节点的定位问题,假设 A 锚点的发射机制发生故障,D 为需要定位的位置节点,许多文献给出

了相应的解决算法,算法步骤如下: 
1) 根据完好的两个锚点可以定位计算得到两个可行解,其中一个是未知节点所在位置. 
2) 取较远处的一个完好节点,分别对两个可能位置做出判断,计算置信度. 
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3) 取置信度较高的点作为所求未知节点. 
但是,如果两个节点坏掉,这种算法就无能为力了,故对三边测距算法进行改进. 

 
Fig.1  Ranging schematic trilateral approach 

图 1  三边测距方法示意图 

2.2   三边测距模型的改进 

现在假设 AB 两个锚点发射机制发生故障,即只有 C 锚点

完好,设计算法定位节点 D.在该条件下,只能利用 C 节点发射

出来的信号在未知节点 D 处发生反射,其中的 3 条反射线被

ABC所接收.显然,锚点必定在以C为圆心,测距为半径的圆上,
而对于 AB 所接收到的信号强度,我们只能确定由 C 发射到 A
或 B 的距离 da 和 db,那么可能点组成的集合将不再是圆,如图

2 所示. 
根据数学知识可知,一个动点到两个定点的距离和恒定,

那么该动点所构成的轨迹为椭圆,两定点为该椭圆的焦点. 
于是,就以 AC 为焦点的椭圆而言,点 A 和 C 之间的距离

|AC|是该椭圆的焦距,而无线波所传播过的路径 da是该椭圆的

长轴长度,该椭圆与方程 

 
2 2

22 2

1
4a a

x y
d d AC

+ =
−

 (2) 

形状相同. 

原椭圆的中心是 AC 的中点,即 ,
2 2

A C A Cx x y y+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,且该坐标也可作为标准方程平移的向量坐标. 

标准方程旋转α角度后得到: 

 ( ) ( )2 2

22 2

cos sin cos sin 1
4a a

x y y x
d d AC

α α α α+ −
+ =

−
 (3) 

旋转加向量平移后就会得到方程: 

 

2 2

22 2

( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
12 2 2 2
4

A C A C A C A C

a a

x x y y y y x xx y y x

d d AC

α α α α+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ =

−
 (4) 

为了求解该方程模型,将圆形方程与椭圆方程联立求解二元二次方程,而方程的根的个数至多为 4 个,可以

依次带入 4 次来验证,从而可以计算得出这些解中符合题意的一个解,进而确定未知节点的位置.然而,锚点定位

时本身存在不可避免的系统误差,而求解方程的精确解后与实际问题关联又需要精确到一定的有效数位,故可

 

Fig.2  Improved trilateral preliminary 
schematic ranging algorithm 

图 2  对三边测距算法的初步改进示意图
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以采用数值分析的方法求非线性齐次方程的近似解,近似解达到有效数位即可. 

2.3   椭圆定位算法 

通过上述分析可以发现,在两个锚点的发射机制发生

故障的条件下,依然可以实现对未知节点的定位.但是如果

这样,在 3 个锚点所构成的锚点组中,由于有的锚点具有发

射机制,而有的却没有,就不能保证所有锚点都是一致的.那
么,为了保证锚点组的一致性,下面将完好的锚点 C 的发射

机制与接收机制分离为只具有接收功能的节点 C 和只具有

发射功能的节点 E,可以得到如下算法: 
A,B,C 这 3 个节点分别与 E 组合成 3 个椭圆,长轴分别

为 ABC 接收信号后的测距 da,db 和 dc,焦距分别为 AE,BE 和

CE.由于该算法的图示由椭圆组成,故命名为椭圆定位算法,
如图 3 所示. 

因此,将 3 个方程联立即可,下面对联立方程求解. 
以椭圆 AE 和 BE 为例,并记它们分别在原标准椭圆的基础上旋转角度分别为 a 和 b, 

 

2 2

22 2

2 2

22 2

( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
12 2 2 2
4

( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
12 2 2 2
4

A E A E A E A E

a a

B E B E B E B E

b b

x x y y y y x xx y y x

d d AE

x x y y y y x xx y y x

d d BE

α α α α

β β β β

⎧ + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − − − −⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ + =
⎪ −⎪
⎨

+ + + +⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − − − −⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ + =
⎪ −⎩

 (5) 

将 x 作为已知量,y 作为方程未知量对 3 个椭圆中的任意两个求解,解第 1 个方程并整理化简,得到: 

 
( )

( )
( )

2 22 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2

sin cos 4sin cos
2 sin cos 2 sin cos

a a a a
A E

a a a a

d d AE d AE d xy y xy
d AE d d AE d

α αα α

α α α α

− − + −+
= + ±

− + − +
 (6) 

但是对于三角函数值,我们初步只能通过坐标计算得到正切值,即 tan E A

E A

y y
x x

α −
=

−
,代入整理 y 得到: 

 
( )

( )
( )

2 22 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2 2

tan 4 (1 tan ) 1 tantan
2tan 2 tan

a a a a
A E

a a a a

d d AE d AE d xx y yy
d AE d d AE d

α α αα

α α

− − + − + ++
= + ±

− + − +
 (7) 

其中, ( ) ( )2 2 2
A E A EAE x x y y= − + − . 

记方程的两个根分别为 yA1 和 yA2,同理,解另一个椭圆可以得到方程的两个根,分别为 yB1 和 yB2. 

2.4   椭圆定位算法的模型求解 

对于二元二次方程的求解,虽然有 MATLAB 提供的 solve 函数进行求解的方法,但是该函数计算量大,对计

算机的处理器要求高,因此对于该工程问题可以求其近似解,近似精度在 10–7 内的 float 型完全不影响实际问题

的解决,下面用牛顿迭代法求解该二元二次方程问题.记 

 
Fig.3  Ellipse localization algorithm schematic

图 3  椭圆定位算法示意图 
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1 22 2
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2 22 2

( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
12 2 2 2
4

( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
12 2 2 2
4

A E A E A E A E
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B E B E B E B E

b b

x x y y y y x xx y y x
f

d d AE

x x y y y y x xx y y x
f

d d BE

α α α α

β β β β

⎧ + + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ = + −

⎪ −⎪
⎨

+ + + +⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ = + −
⎪ −⎩

 (8) 

分别对其求偏导数,有: 

 

2 2
1

22 2
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2
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=
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y y y x x x
d d BE

f x x x y y y y y y x x x
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⎧
⎪
⎪
⎪
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 (9) 

根据雅可比行列式内的矩阵

1 1

2 2

f f
x y

J
f f
x y

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=
∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

,易求得

2 1

1

2 1

1
f f
y yJ

J f f
x x

−

∂ ∂⎡ ⎤−⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥=
∂ ∂⎢ ⎥

−⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

. 

于是,迭代公式: 

 

1 2
2 1

( )
( 1) ( )

11
( 1) ( )

2 2 1
1 2

( )

k
k k

k k

k

f ff f
y yx

f Jx x
J

fy y f ff f
x xy

J

+
−

+

∂ ∂⎡ ⎤−⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥+
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥−

⎢ ⎥∂ ∂+⎢ ⎥⎣ ⎦

 (10) 

其中, 1 2 1 2f f f fJ
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= −
∂ ∂ ∂ ∂

. 

为了保证方程的解的准确性,初始解选为四边形 ABCE 的重心 , .
4 4

A B C E A B C Ex x x x y y y y+ + + + + +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2.5   椭圆定位算法的实验仿真 

将图形以点 E 为原点,放入坐标系,不难观看其大致坐标:A(–3,2),B(2,5)和 C(4,2),如图 4 所示. 

 

Fig.4  Graphof ellipse localization algorithm with coordinate 
图 4  椭圆定位算法的坐标图 
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根据算法编程后,精度控制为 0.5,以上述坐标为例,C 程序运行定位为 x=–0.577606,y=2.598803,与图中坐标

接近,算法迭代使用了 4 次.后面多次重复实验,对未知节点多次定位,详情如下. 
2.5.1 仿真实验基本设置 

实验环境:设置 10m×10m 的非封闭理想环境,忽略无线波的衍射,且由信号发射机经信道传递后达到接收

点.因为环境理想,故不再考虑卡尔曼滤波过程,但在实际操作中不可忽略. 
实验测距模型:对数距离路径损耗模型,模型中用到了公式(1).环境理想,故忽略高斯衰减因素,在实际操作

中还需根据实际环境计算高斯衰减,但针对本实验而言,仅仅发生对数型衰减. 
基本元件:信号发射器 E,信号接收器 ABC. 
模型调整:每次实验中,除 ABC 重新分布以外,其余条件不变.对于信号接收器的分布,以点 A 为例,算法如下: 
以点 D 为中心做二维正态随机分布,分布获得坐标后,为了保证 A 点距离 D 点不会太近影响实验,后按照向 

量 DA
JJJG

方向平移一定的距离,距离为服从(0,1)的均匀分布的数值与 DA 的乘积.BC 点同理. 

信号发射器配置:将信号发射配置于接收器可接收的频段.由于 IEEE802.11规定了在无线局域网中,设备的

最大发射功率为 20dBm(100mW),故初始信号节点功率大小 10dBm. 
2.5.2 实验分析 

实验中设置未知节点的位置为(–0.5,2.5),对 A,B,C 这 3 个已知节点随机分配,精度控制为 0.5.首先对实验进

行 50 次仿真,仿真结果如图 5 所示.下面对实验结果进行分析与处理. 

  

(a) (b) 

Fig.5  Graph of experimental simulation about algorithm with coordinate 
图 5  算法的实验模拟坐标图 

猜想这些定位节点服从二维高斯分(又称二维正态分布),参考文献[11]对二维高斯分布的假设检验给出了

较为实用的一种方法,下面运用该方法对猜想做假设检验(证明). 
将数据如图 5(b)分割为 9 个互不相交的矩形,对每个矩形格子内的数据进行统计,见表 1. 

Table 1  Table of frequency simulation experiment 
表 1  仿真实验频数统计表 

 X1 X2 X3 Sum x 
Y1 5 8 5 18 
Y2 6 12 3 21 
Y3 1 6 4 11 

Sum y 12 28 12 50 
 

表 1 中的 X1 表示区间(–∝,–0.6),X2 表示区间(–0.6,–0.4),X3 表示区间(–0.4,+∝),Y1 表示区间(–∝,2.4),Y2 表

示区间(2.4,2.6),Y3 表示区间(2.6,+∝),Sum x 表示行和,Sum y 表示列和.依据文献[11]中检验统计量公式: 
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ij i j
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χ
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计算得到 c2=3.38,而通过查表得到 2
0.05 (4)χ =9.49, 2

0.10 (4)χ =7.78, 2
0.25 (4)χ =5.39,不难发现,检验值 c2 都比它们要小, 

这意味着在不同水平 a=0.05,a=0.25,a=0.50 上都不能拒绝原假设,故可验证样本服从二维高斯分布.为了更加直

观地发现该二维分布的分布情况,下面做 1 000 次仿真实验以观察其二维分布的趋势(如图 6 所示). 
在没有人为干预的情况下,运用仿真传统的三边定位算法和本文所述算法定位,分别用圆形和三角形绘制

散点并连接,对比的误差累计分布结果如图 7 所示,经分析,本文所述算法在定位精度方面不具有明显的优势. 

 

Fig.6  Plot targeting multiple simulations 
图 6  多次模拟定位坐标 

Fig.7  Figure error accumulation function 
图 7  与传统算法对比的误差累计函数 

2.5.3 实验结论 
在精度控制的范围内可以实现包含允许误差的定位.通过 1 000 次仿真的实验分布图表明,当实验次数较

多时,会有极少数的点超出实验预设精度,但误差不会太大.绝大多数点在公式(14)所表示的曲线周围.根据切比

雪夫大数定律,该实验有着较高的准确性.测量点所构成的样本服从二维正态分布.在实际测距中,受环境因素

的影响,误差累计分布函数在公式(12)所述函数周围浮动,函数大致趋势不变.如果人为地舍弃或筛选相关性较

高的定位点,会在一定程度上提高定位精度.通过对比传统算法可以发现,该算法在精度方面没有较为明显的 
改观. 

3   关于信号发射器的错误定位分析 

3.1   错误定位的不可避免性 

由图 4(改进算法的坐标图)可以看出,在坐标负半轴的−1.5~−2 区域内,有三椭圆交于一点的趋势,当传感器

的精度有所偏差时,会产生错误定位.文献[5]中证明得出了在 RSSI 定位算法中,信标节点越多,误差越小的结论,
而对于本文涉及的算法,该结论同样适用.为了避免此类问题的发生,引入其他锚点再定义第 4 个锚点的相关 
函数: 

 

2 2

4 22 2

( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
12 2 2 2
4

D E D E D E D E

D D

x x y y y y x xx y y x
f

d d DE

δ δ δ δ+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + −

−
 (11) 

取函数的绝对值最小的点为最优解.且不难发现,锚点个数与算法的时间复杂度呈线性相关.再次观察锚点

定位,两个锚点引入时会生成至多 4 个可行解,当引入第 3 个锚点时会有至多 2 个可行解,再引入第 4 个锚点可

概率性将其区分开来.当第 4 个椭圆所探测的全部可能点的位置集合为椭圆时,如果椭圆恰好贯穿两个可行解

位置节点,则难以区分两个可行解.可见,该定位错误具有不可避免的性质. 
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3.2   基本情况分析与定位错误概率的计算 

下面对引入一个新锚点后依然不能实现精确定位的情况的充要条件求解.为描述方便,记两个可行解的节

点分别为 X 和 Y. 
3.2.1 直线轨迹情况的结论与证明 

情况 1:点 E(信号发射器节点)恰好在两个可行解的节点所构成线段的中垂线上. 
结论:在这种情况下,如果构造一个椭圆依然难以区分可行解,那么所构造的这个椭圆的另一个焦点也在

这条中垂线上. 
证明:根据中垂线定理,易知|XE|=|YE|. 
设所构造的椭圆的另一个焦点为 F,则有|XE|+|XF|=|YE|+|YF|=2×a(a 为椭圆的长半轴长度). 
故|XF|=|YF|,根据中垂线定理的逆定理,Y 点也在该中垂线上. □ 

3.2.2 直线轨迹情况的概率计算 

情况 1 发生的概率 1
dwP

XY
= ,其中,wd 表示因精度原因所形成的中垂线带宽(理想状态下,中垂线为直线,带

宽为 0). 

在情况 1 发生的条件下,F 点落在中垂线带上,无法形成定位的条件概率为 1( 1 | ) ,d

s

wP Error P
w

= 其中,ws 表示

线段 XY 方向的系统宽度. 
综上,错误定位 1 发生的概率为 

 
2

1 1( 1) ( 1| )
| |

d

s

wP Error P P Error P
w XY

= × =
×

 (12) 

3.2.3 曲线轨迹情况的结论与证明 
情况 2:点 E(信号发射器节点)不在两个可行解的节点所构成线段的中垂线上. 
结论:在这种情况下,如果构造一个椭圆依然难以区分可行解,那么所构造的这个椭圆的另一个焦点的轨

迹为以两个可行解为焦点,且过信号发射器的单支双曲线上. 
证明:此时,有 | | | |XE YE≠ ,为描述方便,假设 | | | |XE YE> .另设所构造的椭圆的另一个焦点为 F,则有 |XE |+ 

|XF|=|YE|+|YF|=2×a(a 为构造的椭圆的长半轴长度). 
整理变形得|XF|–|YF|=|YE|–|XE(定值,且为双曲线实轴长度),故根据圆锥曲线定义可知,点 F 是以 X 和 Y 为

焦点,过点 E 的一支双曲线,点 E 不一定在 XY 线段上. 
同理, | | | |XE YE< 的情况也成立,轨迹为另一支单支曲线. □ 

3.2.4 曲线轨迹情况的小系统概率计算 
情况 2 发生的概率为双曲线带宽面积与系统面积的比值,下面对双曲线带宽面积求解.根据双曲线定义得

到双曲线的焦距为|XY|,双曲线的实轴长度|YE|–|XE|,如图 8 所示. 

 

Fig.8  Anchor track positioning error occurred schematic 
图 8  发生定位错误的锚点轨迹 
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当该系统跨度较小时,可以通过双曲线带面积微元为曲线的弧长微元乘以带宽来计算,其中带宽为常数,
从而双曲线带宽面积可用曲线的弧长乘以带宽计算.根据弧长计算公式,有: 

 2 2 2

1 1 1

22 2 2d d d d1 d 1 d d
d d d d

x y t

x y t

y x x ys x y t
x y t t

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  (13) 

假设该系统为矩形,中心在图 6 所示的原点,则矩形的 4 个顶点坐标假设为(±m,±n). 

将 x=m 带入双曲线方程中,得到 2 2 ,by m a
a

= ± − 则顶点 2 2, ,bm m a
a

⎛ ⎞± ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

21 ,a n n
b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟± + ±
⎜ ⎟
⎝ ⎠

所构成的矩

形均为系统矩形的一部分,可以用于计算得到概率上界,由于原理相同,下面以 2 2, bm m a
a

⎛ ⎞± ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

部分为例予

以说明. 

针对双曲线的标准方程为
2 2

2 2 1,x y
a b

− = 可以构造参数方程 sec ,x a θ= tan ,y b θ= 且参数在一个周期内的取

值范围 arctan ,arctan π arctan ,π arctan .b b b b
a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∪ 顶点与原点连线与横轴正方向夹角的正切值为

2 2

.b m a
am
−

此外 , 2d sec ,
d

y b θ
θ
=

d tan sec ,
d

x a θ θ
θ
= 从而带入弧长计算公式整理化简后得到系统内双曲线弧长

2 2
arctan 2 2 2 2

0
sec sin d .

b m a
am b aθ θ θ
−

+∫  

于是,情况 2 的概率: 

 

2 2 2 2
arctan arctan2 2 2 2 2 2 2 2

0 0
2 2 22 2

4 sec sin d sec sin d

4

b m a b m a
am am

d db a w aw b a
P b bm m am m a

a

θ θ θ θ θ θ
− −

+ × +
=

−⋅ −

∫ ∫
≤  (14) 

由于该公式中的定积分部分不可积,故联系实际后可采用积分的数值方法求解. 
3.2.5 曲线轨迹情况的大系统概率计算 

如果定位系统跨度较大,上述对于概率的计算方法可能会造成较大的误差,需要根据双曲线带的两个边界

的双曲线方程,计算二重积分从而求解出双曲线带面积.为方便计算,可将单支双曲线对称或旋转至一、四象限

求解.由于曲线的对称性,下面仅对第一象限做分析. 

如图 9 所示,将面积分割为 D1 和 D2 两个部分分别积分,即面积
1 2

d d .
D D

S S S= +∫∫ ∫∫  

 
Fig.9  Double integral schematic hyperbolic band 

图 9  双曲线带的二重积分 
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规定两个双曲线方程分别是
2 2

1
2 2
1 1

1x y
a b

− = 和
2 2

2
2 2
2 2

1,x y
a b

− = 其中 , 1 2.a a< 在第一象限内 ,函数分别为 1y =  

2 21
1 1

1

by x a
a

= − 和 2 22
2 2

2

.by x a
a

= −  

其中, 
2 21

2 1 2
1

1 1

2 21
10

11

d d d d .
b

a x a a
a

a a
D

bS y x x a x
a

−
= = −∫∫ ∫ ∫ ∫  

为求解方便,在此引入一个积分公式: 

 
2

2 2 2 2 2 2d ln
2 2
x ax a x x a x x a C− = − − + − +∫  (15) 

则 ( )
2

2

1
1

2 2 2 2 2 2 21 1
1 1 1 1

1 11

d d ln .
2

a
a

a
D a

b bS x a x x x a a x x a
a a

= − = − − + −∫∫ ∫  

最终求得: 

 
2 2

2 1 2 1 1 1 1
2 2

11 2 2 1

d ln
2 2D

a b a a a b aS
a a a a

−
= +

+ −
∫∫  (16) 

同理, 

 
2 22

2
2

2 212 2 21
1

2 2 2 22 1
2 1

2 12

d d d d d
b

x am m ma
ba a ax a

D a

b bS y x x a x x a x
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−
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其中, 

2

2 2 2 2 2 22
1 2 2 1 2 2 12 2 1

1 2 2
1

d ln ,
2 2

m

a

m m a a a a a a aax a x
m m a
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2

2 2 22
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2 2
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− −
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公式中变量 b 为虚轴长度,双曲线中可以通过公式计算得到. 
于是,情况 2 的概率: 

 1 2
2

d d
D D

S S
P

mn

+
′ =
∫∫ ∫∫

 (18) 

结果带入即可求得.情况 2 发生后,信号发射器只会落在双曲线的一支上,故在情况 2 条件下,实现错误定位的条 

件概率是情况 2 发生概率的一半.故有 2
2

1(  2) .
2

P Errror P=  

3.3   定位错误的解决方案 

综上所述,经第 3.2 节的证明与计算,增加一个锚点后,定位错误的概率减少为原来的 P(Error)倍.定位错误

发生后,锚节点 n=3,错误率 100%.加入 x 个锚点后,错误率因变量 y 与添加锚点个数的自变量 x 的函数关系式为 

 
1

( )
x

i
y P Errorj

=

=∏  (19) 

其中,j=1,2.此时,锚点个数 n=3+x,那么错误率在 Px(Error1)和 Px(Error2)之间,根据夹逼定理可知,函数被两个指

数函数所夹逼,当自变量趋向无穷大时,函数极限为 0,函数形状近似于指数函数.由于指数函数对数据的变动幅

度较大,故此方法可极大地降低定位错误的发生情况,且定位错误的情况属于小概率事件.因此,可以通过调节

锚点的个数进而确定成功率和置信度,错误发生时仅需增加少量锚点即可高概率地消除错误定位. 
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3.4   定位错误的仿真模拟 

为了探究定位错误问题,将第 2.5 节仿真实验予以修改.原实验所用定位方法为,如 ABC 不能实现定位,再
添加与信号发射器 ABC 配置相同的锚节点,直至定位成功.现改为,若所添加的 3 个节点能够实现定位,则跳出

添加节点的程序循环,省略该定位节点,若不能实现定位,则记录添加新的锚节点个数,并做 ABC 不能定位的实

验 1 000 次.其余条件和实验配置与第 2.5 节相同,实验结果统计见表 2. 

Table 2  Table for number and frequency of error in positioning 
表 2  错误定位频数和概率统计表 

插入节点数 Y 错误率 (%) 
0 1 000 100 
1 356 35.6 
2 148 14.8 
3 45 4.5 
4 18 1.8 
5 8 0.8 
6 3 0.3 
7 1 0.1 

在表 1 中,Y 表示剩余为定位节点数.将数据散点依据最小二乘法原理拟合函数,如图 10 所示. 

 

Fig.10  Positioning error probability chart 
图 10  错误定位概率统计图 

实验进一步证明了理论分析的正确性,错误率呈指数趋势递减,增加少量锚点即可大幅度消除错误定位. 

4   算法的优势分析 

4.1   成本优势 

通过以上算法的改进,锚节点已经完全改进为已知节点,与以前的锚点相比,已经没有必要再在每一个锚

点上添加信号发射器,这样,对于所需多锚点的物联网模型来说,无疑降低了很大一笔成本. 

4.2   精度可控 

由于采用的算法不断逼近真值,那么在程序之前加入宏定义就实现了程序的精度可控性.精度越高,计算

机或者服务器所需内存和计算时间也会随之越增、越多,所以根据不同的需求定义不同的精度,可以在尽可能

短的时间内达到定位目的.但是,受算法本身的限制,无法实现高精度的定位,根据参考文献[3]所述,可以分解为

正方形区域,利用最大似然法等方法或者通过筛选横纵坐标具有相关性的一系列点来提高精度. 

4.3   复杂度优势 

在椭圆定位算法中,将对高次方程的求解问题优化为 10–7 精度内的近似计算,降低了对 CPU 的配置要求.



 

 

 

李申浩 等:椭圆定位的测距算法 101 

 

算法虽然会存在定位错误的情况发生,但是随着锚点个数增加错误概率呈指数趋势减少,且算法的时间复杂度

与锚点个数线性相关,空间复杂度不变.这样,算法的成功率只需少量时间即可大幅度提升. 

5   结束语 

通过对椭圆定位模型设计算法,建立坐标并给出未知节点的坐标计算公式从而实现定位.对于算法的定位

分布问题,通过分析仿真实验的数据结果证明了定位服从二维正态分布,进而求解了理想条件下的误差累计分

布函数.另一方面,将本算法与传统算法的定位精度进行了比较,从而说明了本算法的定位精度与传统定位算法

相仿.针对模型发生的错误定位情况,本文根据两种情况分类讨论,最终提供了概率与锚点个数的函数关系和其

他必要公式计算,给出了解决方法,并最终从理论和仿真实验两个方面证明了定位错误属于小概率事件,且随着

锚点的线性增加,错误概率呈指数趋势减少.另外,为了更好地与实际运用系统相匹配,本文还提供了定位错误

概率的解决方法,从而根据概率需求对系统的影响程度决定是否运用该算法模型. 
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