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摘  要: 基于位置动力学提出局部各向异性的薄壳收缩变形方法.首先针对基于位置动力学变形模拟方法的材质

局限性的不足,提出薄壳收缩变形的弹性变形能,实现了多材质的弹性收缩变形.其次,针对薄壳收缩变形过程中的

抖动问题,给出适当的弯曲能系数,实现了稳定的收缩变形.第三,针对薄壳局部类球面结构收缩变形缓慢且细微的

不足,定义了局部各向异性 ARAP 变形能等,实现了薄壳局部类球结构的快速、显著、稳定的收缩变形.最后以轴向

平行包围盒与非渗透滤波器作为碰撞检测的预处理,剔除不可能发生碰撞的图元对,提高了收缩变形过程中的碰撞

检测效率.相关实验结果表明,提出的薄壳收缩变形算法适用于多种材质模型以及多种各向异性能量,且有效地解决

了抖动及局部类球结构收缩变形缓慢且不显著等问题. 
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Local Anisotropic Contraction Deformation of Thin Shell 
SUN Xiao-Peng1,2,  HE Xin1,  WANG Zhen-Yan1,  LI Jiao-Jiao1,  CHEN Teng1,  DONG Yu1 

1(Institute of Computer System, School of Computer and Information Technology, Liaoning Normal University, Dalian 116029, China) 
2(Beijing Key Laboratory of Intelligent Telecommunications Software and Multimedia (Beijing University of Posts and 
 Telecommunications), Beijing 100876, China) 

Abstract:  A novel algorithm is proposed for local anisotropic contraction deformation on thin shell using the framework of 
position-based dynamics. Firstly, a new elastic deformation energy of thin shell is presented to address the material limitation of 
position-based dynamics, and get desired elastic contraction deformation on a variety of materials. Secondly, a stable contraction 
deformation is abstained without jittering by giving a proper coefficient of bending energy. Thirdly, a local anisotropic ARAP deformation 
energy is defined to produce a rapid and stable invagination on the area of the local spherical structures where the deformation is slow and 
slight. Finally, the axis-aligned bounding box and the non-penetration filters are used as a preprocess stage in order to cull the primitive 
pairs that are impossible to collide, to accelerate the speed of collision detection. The experimental results demonstrate that, the proposed 
method supports many different types of materials and local anisotropic energies, and can work with the problems of jittering and the 
slight deformation on local spherical structures. 
Key words:  contraction deformation; thin shell deformation; spherical structures; anisotropic energies 

三维物体的变形模拟广泛应用于游戏动画、影视特效等领域[1].以四面体素[2]描述三维物体的变形方法复
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杂度较高、计算量较大;以三维曲面网格模型[3]描述物体变形时,往往忽略了网格曲面的厚度,以至其厚度远远

小于其长宽尺寸.三维物体表面网格往往呈曲面状,常规薄板变形算法无法适用[4],本文将物体三维曲面网格视

为薄壳,进而基于薄壳受力的物理过程,实现三维曲面网格模型的收缩变形过程模拟. 
虚拟现实和动画设计的变形过程,往往只关注视觉效果,不予深究变形的物理学合理性.本文基于位置动

力学实现薄壳收缩变形,具有更高的合理性.基于位置动力学模拟薄壳收缩变形过程速度快、可控性强[5],但
适用材质模型具有较大的局限性 [6];且在收缩变形前后,具有类球面结构(如动物头部)的局部变形较慢且不

显著. 
据此,本文提出基于本构模型的弹性收缩变形能,以改善材质局限性问题;同时提出局部各向异性的收缩变

形能,以改进薄壳收缩前后局部类球结构变形较弱的问题.另外,本文还给出了适当的弯曲系数,以消除弯曲变

形过程中的抖动问题;并构造碰撞检测预处理,提高了收缩变形过程中的碰撞检测效率. 

1   相关工作 

薄壳模拟的方法有基于力的方法、基于位置动力学方法等[7].基于力的方法首先计算内力和外力,以牛顿第

二定律计算加速度,使用隐式积分法、隐式中点法等[8]积分加速度得到速度,积分速度得到位置,计算量大,稳定

性低.基于位置动力学方法省略了速度层,直接计算位移修正量以更新位置,本文基于位置动力学模拟薄壳收缩

变形,速度快,可控性强[5]. 
基于本构模型可有效模拟物体变形过程中的物理性质 ,不同材质的本构模型不同 [9],常见材质有

Corotated 线性弹性材质、线性弹性材质、Saint Venant-Kirchhoff 材质[9]、Mooney-Rivlin 材质等[10].位置动

力学方法常用于模拟布料、弹性棒、三维实体、流体等[11−14].该方法在材质模型选择上具有较大的局限性,
难以应用于常见的材质模型[6].2011 年,Diziol 等人基于 Shape matching 方法模拟薄壳变形,该方法仅考虑了

几何特征,无法模拟材质模型[15].2014 年,Bender 等人基于位置动力学框架,基于四面体素表示的三维模型模

拟三维柔体的变形,计算量较大 [13].本文在 Bender 工作的基础上,以离散三角网格代替四面体素模型,基于

Saint Venant- Kirchhoff 材质的本构模型[9]定义弹性变形能,实现适用于多种材质模型[9,10]的薄壳变形模拟. 
各向同性能量在物理模拟中应用广泛,但基于各向同性能量难以模拟三维物体沿特定方向的变形(如伸展

变形或生长模拟等)[16,17].相比之下,基于各向异性能量的变形模拟真实感较高.2019 年,Kim 等人基于各向异性

能量模拟肌肉及绳索等物体沿指定方向的拉伸变形[18].本文基于位置动力学,针对局部类球结构变形缓慢且不

显著的问题,局部添加各向异性变形能量,以实现局部各向异性的薄壳收缩变形,并有效地改进了局部类球结构

的变形效果,该方法适用于各向异性 ARAP 能量、各向异性 StVK 能量、各向异性 Sqrt 能量[18]等多种各向异性

能量. 
快速、精确的碰撞检测是物理模拟的关键[19],碰撞检测可分为离散碰撞检测(DCD)和连续碰撞检测(CCD) 

两类.本文采用连续碰撞检测,以轴向平行包围盒[20]和非渗透滤波器[21]作为预处理,剔除不可能碰撞的图元对, 
提高计算效率,然后以 Bridson 方法[22]来检测碰撞. 

本文基于位置动力学的收缩变形模拟分为 3 个步骤:第 1 步基于外部压力模型和时间积分法预测顶点位

置,得到预测模型,预测模型中存在过度面内拉伸和面外弯曲(如图 1(b)所示);第 2 步基于弹性变形能、弯曲变形

能和局部各向异性变形能的定义,构建约束函数组,迭代计算位移修正量,并更新顶点位置;第 3 步基于顶点位置

变化信息更新速度.本文在收缩变形算法的流程中,在不同的力和变形能量作用下的变形效果如图 1 所示. 
本文第 2 节介绍外部压力模型.第 3 节介绍薄壳变形能.第 4 节介绍碰撞检测.第 5 节给出算法流程.第 6 节

分析实验结果.第 7 节总结全文. 
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(a) 源模型   (b) 只受外力作用   (c) 添加弹性    (d) 添加弯曲   (e) 添加各向异性   (f) 终收缩 

变形能          变形能          变形能           效果 

Fig.1  The pipeline of contraction deformation algorithm 
图 1  本文收缩变形算法流程 

2   外部压力模型 

记薄壳模型 M={V,E,F}为封闭离散三角面片网格,其中,V、E、F 分别为顶点集、边集、面片集.记顶点位

置集合为 x={x0,x1,…,xn},其中,n 为顶点数量,xi∈R3 为顶点 i 的位置坐标.记顶点 i 的参数坐标为 Xi∈R2.三角面

片顶点按逆时针方向排序. 
设薄壳模型 M 受外部空气压力收缩变形,空气压强记为 P,顶点 i 所受外部压力为 

,
j i

pi i ij j
f aF

P w A
∈

= − ∑f n  

其中,Aj 为面 fj 的面积,wij=1/3,aFi 为顶点 i 的 1-ring 邻域三角面片集合,ni 为顶点单位法向量. 
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(a) 压力定义           (b) 初始模型       (c) 压力方向分布     (d) 压力值分布 

Fig.2  Pressure force distribution of initial model 
图 2  初始模型压力分布 

如图 2(a)所示,fp1、fp2、fp3 为随机 3 个点所受外部压力,定义外部压力方向与 y 轴正向夹角为α,l=|fpi|(i∈ 
1,2,…,n)为压力值,则初始模型所受外部压力的方向分布如图 2(c)所示,红色表示 cosα趋近于 1,蓝色表示 cosα
趋近于–1;初始模型压力值分布如图 2(d)所示,红色表示压力值较大,蓝色表示压力值较小. 

3   收缩变形能 

本节详细介绍基于位置动力学变形模拟方法第 2 步的各种变形能定义:定义弹性变形能 ES 以抵抗模型变

形过程中产生的面内拉伸,定义弯曲变形能 EB以抵抗模型变形过程中产生的面外弯曲,定义各向异性变形能 EA

使模型向其内部凹陷.本文第 5 节将基于 ES、EB 和 EA 的定义构建约束函数组,迭代计算位移修正量,并更新顶

点位置. 

3.1   弹性变形能 

本节基于 Saint Venant-Kirchhoff 材质的本构模型[9]定义薄壳收缩变形的弹性变形能 ES. 
对于任意三角面片 fj∈F,设顶点序号为 j1,j2,j3.定义 Dm=[Xj1−Xj3 Xj2–Xj3],Ds=[xj1–xj3 xj2–xj3],记 fj 变形梯度 
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为 1 3 2R ,s m
− ×= ∈F D D 其应变能可定义为[13] 

E=AjΨ(F), 
其中,Aj 为三角面片 fj 的面积,Ψ(F)为能量密度场,则面 fj 这 3 个顶点的应变能梯度分别记为 

( )
2

11 2 3

   ,  T
j m

ij j j ji

E E E EA −

=

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= = −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑P F D

x x x x
 (1) 

其中,P(F)为Ψ(F)的 1st Piola-Kirchhoff 应力张量. 

基于变形梯度 F 计算面 fj 的二维变形梯度 2 2= R ,×∈F pF 其中,p 为投影矩阵[23],则格林应变张量为 =ε
 

( )T1 ,
2

−F F I Saint Venant-Kirchhoff 模型应变能量密度场 SΨ 和 1st Piola-Kirchhoff 应力张量 ( )P F 分别记为 

( ) ( )2 2
F tr ( ),  = 2 + tr ,

2S
λμ μ λΨ = + ⎡ ⎤⎣ ⎦ε ε P F F ε ε I  

其中,μ和λ为 Lame 系数,||·||F 为 Frobenius 范数,tr(·)表示矩阵的迹,则薄壳模型 M 的弹性变形能 ES 可记为 

= dS SE
Ω
Ψ∫ X   (2) 

根据公式(1)计算每个顶点的二维空间能量梯度,并基于 p 将能量梯度映射到三维空间,得到顶点三维空间 

能量梯度 ( )1,2,3S

ji

E i∂
∈

∂x
. 

3.2   弯曲变形能 

本节基于Bender等离散等距弯曲模型[13,24],定义薄壳模型 M变形过程中的弯曲变形能 EB,以阻止模型收缩

变形过程中产生过度的面外弯曲,驱动模型恢复初始状态. 
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Fig.3  The geometry structure of a stencil 

图 3  模板 s 的结构 

对于边 ei∈E 及其两个邻接三角面片,其 4 个顶点的集合记为 xs={xs0,xs1,xs2,xs3}、5 条边的集合记为 es= 
{xs0xs1,xs1xs2,xs2xs0,xs0xs3,xs3xs1},则模板 s 的定义如图 3 所示,其中,两个邻接三角面片的法向量分别记为 n0和 n1,
其夹角为θ,则模板 s 的弯曲变形能定义为 

( ) ,
,

1=
2

s T
B s i j si sj

i j
E ∑x Q x x  (3) 

这里,
0 1

3 ,s T

A A
=

+
Q K K A0 和 A1 分别为边 ei 的两个邻接三角面片的面积,其中,行向量 K 定义为(c01+c04,c02+c03, 

–c01–c02,–c03–c04),其中,cab=cot∠(ea,eb),则顶点 si 上的弯曲变形能梯度可定义为 

,= .sB
i j sj

jsi

E∂
∂ ∑Q x
x

 

图 4 展示模板变形过程中呈现的不同状态,设模板初始结构为黑色,无弯曲变形能 EB 实施变形后结构为紫

色,定义初始面片夹角为β0.添加EB后,紫色模板受EB影响具有恢复初始结构的运动趋势,若EB过大,模板会发生

过度抗弯曲现象以抵抗收缩(如蓝色模板所示),使模型产生抖动.理想模板运动范围应位于紫色模板和黑色模

板之间(如绿色模板所示). 
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Fig.4  Different states of a stencil during deformation 

图 4  模板变形过程中的不同状态 

本文定义弯曲系数 kB,以 kBEB 取代 EB 来控制弯曲变形能.当 kB 为 1 时,弯曲变形能较大,模型变形过程出现

细微抖动.kB 为 10−2 时弯曲变形能较小,变形效果较为理想(如第 6 节中图 16~图 17 所示),且有效地解决了模型

弯曲变形过程中的抖动问题(如第 6 节中图 18 所示). 

3.3   局部各向异性ARAP变形能 

图 5 展示了模型仅在弹性变形能 ES 和弯曲变形能 EB 作用下的变形效果,图 5(a)所示为初始模型,图 5(b)~
图 5(e)分别为模型变形 50 帧、100 帧、150 帧、200 帧效果图.显然,在模型变形过程中,对于薄壳曲面网格的局

部类球结构(如红框区域所示),在各向同性能量作用下,局部曲面结构较为稳定,难以快速产生显著的收缩变形. 

 
(a) 初始模型        (b) 50 帧           (c) 100 帧           (d) 150 帧         (e) 200 帧 

Fig.5  Deformation effects after adding elastic energy and bending energy 
图 5  仅添加弹性变形能和弯曲变形能的变形效果 

本文通过为局部类球结构添加各向异性变形能解决此问题.如图 6 所示,图 6(a)为类球曲面,在其局部区域

内选择三角面片(如图 6 蓝色区域所示),定义其局部各向异性 ARAP 变形能量 EA,使该三角面片所在局部类球

结构及邻近区域产生显著的内部收缩凹陷变形趋势(如图 6(b)所示箭头为顶点梯度方向). 

         
(a) 添加各向异性能量 EA 之前       (b) 添加各向异性能量 EA 之后 

Fig.6  The comparison of deformation before and after the addition of anisotropic energy on the spherical structure 
图 6  局部类球结构添加各向异性能量前后变形对比 

本节各向异性 ARAP 收缩变形能 EA 定义如下. 

对三角面片 fj 的二维变形梯度 2 2R ×∈F 进行奇异值分解,可得 = ,TF UΣV 其中,Σ为对角矩阵,R=UVT 为旋转

矩阵,令拉伸张量 =V ,TS ΣV 则各向异性常量 I4 和 I5 定义为[18] 

( ) 2
4 5 2

tr( ) tr ,  tr( ),T T TI I= = = = = =a Sa SA R FA Fa a Ca CA  

其中, ,T=C F F A=aaT,a 为各向异性向量. 
本文定义 f=pTpF,c=fTf,r=pTR,并重新定义各向异性常量 i4 和 i5 如下: 
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i4=tr(rTfA),i5=tr(cA), 

则各向异性 ARAP 能量密度场 ARAPΨ 及 1st Piola-Kirchhoff 应力张量 ( ) 3 2R ×∈P f 为 

( )( ) ( ) ( )2 4ARAP
ARAP 5 4

5

Sign
/ 2 Sign ,  1 ,

i
i i

i
μ μ

⎛ ⎞∂Ψ
Ψ = − = = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

P f fA
f

 

其中,Sign(·)为符号函数.进而,本文各向异性 ARAP 变形能量定义为 

ARAPdAE
Γ

= Ψ∫ X  (4) 

记三角面片 fj的 3个顶点能量梯度 ( )1,2,3 .A

ji

E i∂
∈

∂x
为使模型向内凹陷,本文以新的梯度方向 = +A A

A j
ji ji

E E k∂ ∂
∂ ∂

n
x x

代替 ,A

ji

E∂
∂x

其中,nj 为面 fj 的法向量,kA 为常量. 

4   碰撞检测 

针对薄壳收缩变形过程中发生的顶点与三角面片、边与边之间的自碰撞问题,本节采用连续碰撞检测,即
检测模型中任意点和面(点-面图元对),或任意两条边(边-边图元对),在某一特定的时间步长内有无自相交.2002
年 Bridson 等人[22]以求解 3 次多项式的方法检测点-面碰撞和边-边碰撞.考虑三维模型在某一时间步长内,任意

点和面、任意两条边都可能发生碰撞,在每一时间步长内求解 3 次多项式计算效率过低. 

           

Fig.7  The vertex-triangle collision(left) and the edge-edge collision(right) 
图 7  点-面碰撞(左)、与边-边碰撞(右) 

为提高计算效率,本节首先采用轴向平行包围盒[20]与非渗透滤波器[21]等碰撞剔除算法作为预处理,剔除不

可能发生碰撞的图元对,降低误报率,然后采用 Bridson 方法检测碰撞.如图 7 图元对碰撞所示,首先定义阈值τ. 
当点 i 与面 fj 的距离 dvf 小于τ时(如图 7 左图所示),点 i 将与面 fj 内的点 qj 发生碰撞,点 i 的位置为 xi,点 qj

的位置为 xqj=αj1xj1+αj2xj2+αj3xj3,其中,xj1、xj2、xj3 为面 fj 的 3 个顶点的位置,αj1、αj2、αj3 为面 fj 这 3 个顶点的

权值,且αj1+αj2+αj3=1. 
当边 el 与边 ek 的距离 dee 小于τ时(如图 7 右图所示),边 el 上一点 ql 将与边 ek 上一点 qk 发生碰撞,点 ql 位置

为 xql=αl1xl1+αl2xl2,其中,xl1 和 xl2 分别为边 el 的两个端点位置,αl1 和αl2 分别为边 el 的两个端点权值,αl1+αl2=1;
点 qk 的位置为 xqk=αk1xk1+αk2xk2,其中,xk1 和 xk2 分别为边 ek 的两个端点位置,αk1 和αk2 为边 ek 的两个端点权值, 
αk1+αk2=1. 

检测到发生碰撞的图元对后,分别定义点-面碰撞的约束函数和边-边碰撞的约束函数.若点 i 和面 fj 发生碰

撞,定义 Cvf=|xi−(αj1xj1+αj2xj2+αj3xj3)|–δ;若边 el 和边 ek 发生碰撞,则定义 Cee=|(αl1xl1+αl2xl2)–(αk1xk1+αk2xk2)|–δ,其
中,δ=10–4. 

5   算法流程 

本节基于第 3 节弹性变形能 ES、弯曲变形能 EB 和局部各向异性变形能 EA 的定义,构造约束函数组,并给

出完整的局部各向异性薄壳收缩变形算法流程如下. 
首先,指定各向异性变形能 EA 局部作用区域,只考虑模型所受外部压力,基于 Sympletic 欧拉法[5]计算每个

顶点的预测位置 p={p0,p1,…,pn}. 
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其次,以预测位置 p={p0,p1,…,pn}更新顶点位置 x={x0,x1,…,xn},即顶点位置 x=p.构造 E(x+Δx)的一阶泰勒

展开式 E(x+Δx)≈E(x)+∇x E(x)·Δx=0,其中,E(·)为能量函数,包括弹性变形能 ES、弯曲变形能 EB 以及各向异性变

形能 EA,总能量为 3 种能量之和.计算各顶点位移修正量Δx=[Δx1,Δx2,…,Δxn],使 E(x+Δx)=0.顶点位移修正量应

满足所有能量函数(设共有 N 个能量函数),需求解线性系统[5]: 

1 1( ) ( )
               

( ) ( )N N

E E

E E

∇ ⋅Δ = −
⋅ ⋅ ⋅

∇ ⋅ Δ = −

x

x

x x x

x x x
 (5) 

本文基于位置动力学方法,以非线性高斯-赛德尔方法[5]求解式(5)约束函数,计算Δx,并以Δx 更新顶点位置. 
后,碰撞检测.检测发生碰撞的图元对,计算顶点位移修正量Δx,使 Cvf(x+Δx)≥0,Cee(x+Δx)≥0,更新顶点位

置[5]. 
设模型初始体积为 V0,变形后体积为 V′,则体积比 r=V′/V0.定义阈值ε,当前时刻 t 顶点位置的集合为 xt,时间

步长为Δt,则每一帧薄壳变形算法流程描述如下. 
输入:当前时刻顶点位置集合 xt; 
输出:下一时刻顶点位置集合 xt+1. 
Step 1. 仅考虑外部压力,以 Sympletic 欧拉法计算顶点预测位置 pt+1; 
Step 2. 更新顶点位置 xt+1←pt+1,基于公式(2)~公式(4)给出的 ES、EB 和 EA 构建线性系统(5); 
Step 3. 以非线性高斯-赛德尔方法迭代求解线性系统,计算顶点位移修正量Δx,更新顶点位置 xt+1←xt+1+ 

Δx,迭代 5 次可得到较为精确的结果; 
Step 4. 检测碰撞,若发生自碰撞,则计算新的顶点位置,使 Cvf≥0,Cee≥0; 
Step 5. 更新顶点位置,计算体积比 r,若 r 小于ε,则变形终止; 
Step 6. 更新顶点速度 vt+1←(xt+1-xt)/Δt; 
Step 7. 更新时间 t←t+Δt,跳转 Step 1,计算下一时刻顶点位置. 

6   实验结果与分析 

本文的实验环境为 Inter(R) Core(TM) i7 处理器,主频 3.4GHz,内存 32GB,PC,操作系统为 64 位 Windows.
编程语言环境为 Microsoft Visual Studio 2010 C++. 

6.1   部分收缩变形实验结果 

图 8 为变形至 100 帧时,分别添加弹性变形能 ES、ES+弯曲变形能 EB(kB=1)、ES+EB(kB=10–2)、ES+EB+各向

异性变形能 EA 的情况下对应变形结果、平均曲率分布和能量分布.其中,红色区域能量较高,蓝色区域能量较低;
红色区域曲率值较大,蓝色区域曲率值较小. 

首先,从图 8(a)可以看出,显然,在弹性变形能 ES 较高的区域,模型变形显著;弹性变形能 ES 较低,模型变形较

微弱. 
其次,对比图 8(a)和图 8(c)可以发现,图 8(a)无弯曲变形能 EB,红框区域被过度拉伸,平均曲率分布不均匀,

说明模型变形效果较粗糙;图 8(c)添加弯曲变形能 EB 后,红框区域平均曲率分布较均匀,模型表面较光滑,收缩

变形效果较好,无过度拉伸.对比图 8(b)和图 8(c),当弯曲变形能 EB 的系数 kB=1 时,图 8(b)中模型无明显收缩,抗
弯曲现象较强,当弯曲变形能 EB 的系数 kB=10−2 时,图 8(c)中模型发生较好的收缩变形. 

后,对比图 8(c)和图 8(d),显然,在添加各向异性变形能 EA 之后,红框区域内局部类球结构变形较显著;对
比图 8(a)、图 8(c)和图 8(d)红框区域内平均曲率分布可见,在加入 EA 后,红框区域内产生了显著的凹陷变形;对
比图 8(a)、图 8(c)和图 8(d)红框区域内能量分布可见,在加入 EA 后,红框区域内能量分布发生了明显变化,该区

域内局部类球结构消失.显然,在添加 EA 后,红框内的局部类球结构收缩变形较添加 EA 前更为显著,局部类球结

构变形幅度更为明显.针对各向同性能量作用下薄壳局部类球结构收缩变形缓慢且不显著的不足,各向异性变

形能量 EA 能够使局部类球结构及邻近区域快速产生显著变形. 
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(a) ES        (b) ES+EB(kB=1)    (c) ES+EB(kB=10−2)     (d) ES+EB+EA 

Fig.8  The comparison of deformation effects before and after adding energies 
图 8  添加变形能前后变形效果对比 

图 9 所示为部分模型的收缩变形过程,图 9(a)所示为初始模型,图 9(b)~图 9(e)所示分别为第 50 帧、第 100
帧、第 150 帧和第 200 帧的收缩变形效果.显然,本文方法能够有效地解决薄壳模型局部类球结构收缩变形缓

慢、变形细微的不足. 

 

 

 
(a) 初始模型       (b) 50 帧          (c) 100 帧        (d) 150 帧       (e) 200 帧 

Fig.9  The procedure of contraction deformation 
图 9  部分薄壳模型收缩变形过程 
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更多薄壳模型收缩变形效果如图 10 所示,自左至右,分别为压力值分布、初始模型、变形后模型、初始模

型平均曲率分布、变形后模型平均曲率分布、初始模型高斯曲率分布、变形后模型高斯曲率分布,红色曲率值

较大,蓝色曲率值较小.从平均曲率和高斯曲率的变化可以看出,在本文算法驱动下,薄壳模型局部类球结构发

生快速收缩变形且形变较为显著. 

 

 

 

 

(a) 压力值分布   (b) 初始模型   (c) 变形后模型   (d) 初始模型   (e) 变形后模型   (f) 初始模型    (g) 变形后模型 

平均曲率       平均曲率        高斯曲率        高斯曲率 

Fig.10  Contraction deformation results of different thin shells 
图 10  不同薄壳模型收缩变形的效果 

6.2   材质适用性与稳定性 

在弹性变形能 ES 作用下的多种材质薄壳模型收缩变形的实验效果的第 50 帧如图 11 所示,自左至右分别

为 Corotated 线性弹性模型(Coro)、Saint Venant-Kirchhoff 模型(SVK)、线性弹性模型(LE)、Mooney-Rivlin 模

型(MR).显然,本文方法适用于多种材质的薄壳收缩变形模拟. 
由于 LE 材质模型 1st Piola-Kirchhoff 应力张量定义为 P(F)LE=μ(F+FT–2I)+λtr(F-I)I,Coro 材质模型 1st 

Piola-Kirchhoff 应力张量定义为 P(F)Coro=2μ(F–R)+λtr(RTF–I)R,而文献[10]的变形梯度为 F∈R3×2,不是方阵,无
法计算 1st Piola-Kirchhoff 应力张量 P(F)LE 和 P(F)Coro,所以文献[10]方法不适用于 LE 材质模型和 Coro 材质模

型.比较而言,本文方法材质适用性更强,优于文献[10]方法. 
图 12 为使用 SVK 材质 50 帧收缩变形效果及能量分布.红框区域显示,本文方法弹性变形能 ES 分布更为均

匀,能量过渡较平滑,变形过程稳定,模型不易失真.而文献[13]方法能量波动较大,故本文方法稳定性更强,优于
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文献[13]方法. 

 
(a) Coro        (b) SVK          (c) LE         (d) MR 

Fig.11  Contraction deformation results of different materials (on frame 50) 
图 11  本文方法对不同材质模型收缩变形模拟(50 帧) 

 
 (a) 本文方法              (b) 文献[13]中的方法  

Fig.12  Deformation and energy distribution for SVK on frame 50 
图 12  对 SVK 材质变形 50 帧及能量分布 

图 13 为不同体积、不同材质模型变形的前 100 帧的体积比.图 13(a)~图 13(c)所示初始体积分别为 V0、V0/4、
V0/16.每张图中均有 10 组柱图,每组柱图由 4 根直方图柱组成,其中前 3 根分别为本文方法模拟 Coro 材质、LE
材质、SVK 材质的体积比,第 4 根为文献[13]方法 SVK 材质的体积比.对比图 13(a)~图 13(c),显然,本文方法模

拟不同材质模型变形过程中 3 种体积比相差甚微;而文献[13]方法变形 100 帧时模型体积与本文方法所得体积

的差异随初始体积的减小而增大.说明文献[13]方法受初始体积影响较大,而本文方法较为稳定,受初始体积影

响不大,故基于本文方法的不同材质收缩变形过程的稳定性更强,优于文献[13]方法. 
基于位置动力学模拟物体变形过程中使用的约束函数通常是基于几何的,如距离约束函数[7]等,本文使用

能量约束,能够得到更真实的变形效果.如图 14 所示,图 14(a)左图为使用能量约束变形 50 帧效果图;图 14(a)右
图为使用距离约束变形 50 帧效果图;图 14(b)左图为使用能量约束变形 100 帧效果图;图 14(b)右图为使用距离

约束变形 100 帧效果图.显然,当模型变形 50 帧时,能量约束与距离约束的变形效果无明显差别;当模型变形 100
帧时,距离约束的变形效果产生过度拉伸,相比之下,能量约束变形效果较好,更具合理性. 

一般的物理模拟变形可通过梯度下降法极小化能量函数来实现[6],图 15 所示为本文方法与极小化能量法

变形 30 帧效果图.对比图 15(a)和图 15(b),显然,二者形态结构相似.但图 15(b)所示模型表面较为粗糙,而使用本

文方法的模型表面较光滑,说明本文方法较稳定,可控性较强. 
本文针对不同模型,基于弹性变形能,与极小化能量法以及与基于距离约束的位置动力学方法对比了性能, 

3 种变形方法计算效率对比见表 1.显然,通过梯度下降法极小化能量函数需消耗大量时间,基于距离约束函数

的位置动力学方法虽然耗时较少,但模型容易失真,不符合物理规律(如图 14所示).本文方法耗时较少,且变形效
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果比较符合物理规律,故本文方法优于另外两种方法. 

 
(a) V0                                               (b) V0/4                                            (c) V0/16 

Fig.13  The volume ratio of models with different volumes and materials on the first 100 frames 
图 13  不同体积、不同材质模型变形的前 100 帧体积比 

 
(a) 变形 50 帧                     (b) 变形 100 帧 

Fig.14  Deformation effects comparison of energy constraint and distance constraint 
图 14  本文能量约束与距离约束变形效果对比 

        
(a) 本文方法       (b) 极小化能量法 

Fig.15  Deformation effects comparison of energy constraint and energy minimization 
图 15  本文能量约束方法与极小化能量法变形效果对比 

Table 1  The calculation efficiency comparison of different deforming methods 
表 1  不同变形方法计算效率对比 

 本文方法(s) 极小化能量法(s) 距离约束法(s) 
Kitten 13.18 78.55 0.08 
Hand 10.52 68.92 0.05 
Eight 1.95 10.28 0.03 

6.3   弯曲系数与抖动 

本节基于Bender等离散等距弯曲模型[13,24],定义了薄壳模型M变形过程中的弯曲变形能 EB,以阻止模型过

度弯曲,驱动模型恢复初始状态. 
图 16 所示为不同弯曲系数的变形效果,其中,图 16(a)所示为初始模型;图 16(b)~图 16(f)所示的弯曲系数 kB
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分别为 1、10–1、10–2、10–3 和 0.当 kB 为 1 或 10–1 时,模型变形细微;当 kB 为 10–2 或 10–3 时,模型变形显著;当 kB

为 0 时表示无弯曲变形能 EB,只有弹性变形能 ES,与图 16(d)相比,图 16(e)和图 16(f)红框所示局部区域的变形更

为剧烈,更为粗糙. 

 
(a) 初始模型       (b) kB=1        (c) kB=10–1       (d) kB=10–2       (e) kB=10–3          (f) kB=0 

Fig.16  Deformation effects of different bending coefficients 
图 16  不同弯曲系数的变形效果 

图 17 所示为不同弯曲系数的模型变形前 100 帧体积比变化曲线.当 kB=1 或 10–1 时,模型体积变化较小;当
kB=10–2 时,模型体积比曲线较平滑且呈下降趋势,证明模型发生了收缩;当 kB=10–3 时,模型体积比曲线呈下降趋

势,模型发生收缩,但模型体积与 kB=0 时体积接近,证明弯曲变形能 EB 所起作用不大. 

 

Fig.17  The volume ratio curves of different bending coefficients on the first 100 frames deformation 
图 17  不同弯曲系数的变形前 100 帧体积比变化曲线图 

不同模型收缩变形前 100 帧体积比变化趋势如图 18 所示,kB=1 时模型体积比曲线变化幅度较小且上下波

动,说明模型收缩变形较为细微,且存在抖动;而 kB=10–2 时体积比呈显著单调下降趋势,说明收缩变形显著且稳

定,显然,kB=10–2 时更为有效地克服了收缩变形过程中的抖动问题.本文选取 kB=10–2 作为弯曲系数. 

 
(a) Kitten 模型                        (b) Eight 模型                        (c) Wapiti 模型 

Fig.18  The volume ratio tendency of different thin shells on the first 100 frames deformation 
图 18  不同薄壳模型收缩变形前 100 帧体积比变化趋势 
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6.4   多种局部各向异性能 

图 19 所示为模型局部区域添加各向异性 ARAP 能、各向异性 Sqrt 能和各向异性 StVK 能这 3 种各向异

性能量前后的变形对比.图 19(a)所示为初始模型,图 19(b)所示仅添加了弹性变形能.在此基础上,图 19(c)~图
19(e)中第 1 行在模型胸前分别添加了各向异性 ARAP 能、各向异性 Sqrt 能和各向异性 StVK 能这 3 种各向异

性能量,图 19(c)~图 19(e)中第 2行在模型脑后分别添加了各向异性 ARAP能、各向异性 Sqrt能和各向异性 StVK
能这 3 种各向异性能量.对比图 19(b)和图 19(c)~图 19(e),显然,在无局部各向异性能量时,模型胸前和脑后收缩

变形较细微,而 3 种各向异性能量均能产生显著的收缩凹陷变形.显然,本文收缩变形算法不仅适用于局部各向

异性 ARAP 能,同样也适用于局部各向异性 StVK 能和局部各向异性 Sqrt 能[18]. 

 

(a) 初始模型   (b) 无各向异性能   (c) ARAP 能       (d) Sqrt 能       (e) StVK 能 

Fig.19  The suitability of various local anisotropic energies 
图 19  多种局部各向异性能的实用性 

图 20 所示为不同模型局部添加 EA 前后收缩变形 100 帧的体积比趋势对比,在局部添加 EA 之前,模型收缩

变形的体积比变化较为缓慢;在局部添加 EA 之后,模型收缩变形的体积比变化较快,且收缩变形后体积更小. 

 
(a) Kitten 模型                          (b) Eight 模型                        (c) Wapiti 模型 

Fig.20  The volume ratio tendency comparison of different models before and  
after adding EA on the first 100 frames deformation 

图 20  不同模型添加 EA 前后收缩变形的前 100 帧体积比趋势对比 

6.5   连续碰撞检测 

本文首先采用轴向平行包围盒[20]与非渗透滤波器[21]作为预处理,剔除不可能发生碰撞的图元对,降低误报

率,大幅度提高了碰撞检测计算效率,然后采用 Bridson 方法[22]检测碰撞.如表 2 所示,表格第 2 列为无碰撞剔除
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时 Bridson 方法每帧变形需求解 3 次多项式的数量,第 3 列为求解 3 次多项式所消耗的时间,第 4 列为本文碰撞

检测所消耗的时间,显然,基于本文预处理之后,碰撞检测的计算效率显著提高. 

Table 2  The calculation efficiency comparison of collision detection 
表 2  碰撞检测计算效率对比 

 求解 3 次多项式数量[22] 求解 3 次多项式耗时[22](s) 本文方法碰撞检测耗时(s) 
Wapiti 2.69×109 10 256.66 20.88 
Bear 1.70×109 6 772.54 5.66 

Kitten 7.49×108 2 911.07 4.63 
Hand 5.78×108 2 187.18 3.51 
Eight 1.76×107 67.71 0.48 

7   结  语 

基于位置动力学的薄壳收缩变形存在材质局限性,且仅仅基于弹性变形能和弯曲变形能难以处理局部类

球面结构收缩变形缓慢且细微的问题.本文提出薄壳收缩变形的弹性变形能,有效改进了材质局限性,能够真

实、高效地模拟多种材质的薄壳收缩变形过程;通过适当选择弯曲系数,解决了收缩变形过程中的抖动问题;在
弹性变形能和弯曲变形能基础上定义局部各向异性变形能,实现了局部类球结构的快速、显著、稳定的收缩变

形,且适用于多种各向异性能量.另外,本文以轴向平行包围盒与非渗透滤波器作为预处理,提高碰撞检测效率. 
本文算法存在如下几个方面的不足:首先薄壳收缩变形幅度有限,如何自适应地选择 优弯曲系数,并细分

重构薄壳模型的局部网格,以进一步降低收缩比,是算法优化的方向之一.其次,本文算法如何推广到膨胀变形

也需要考虑.第三,动画设计虚拟场景中有些变形是大幅度的,甚至是夸张的,不合常理的,本文算法基于能量实

现,难以应用于此类大幅度变形. 
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