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摘  要: 给定一组观察数据,估计其潜在的概率密度函数是统计学中的一项基本任务,被称为密度估计问题.随着

数据收集技术的发展,出现了大量的实时流式数据,其特点是数据量大,数据产生速度快,并且数据的潜在分布也可

能随着时间而发生变化,对这类数据分布的估计也成为亟待解决的问题.然而,在传统的密度估计算法中,参数式算

法因为有较强的模型假设导致其表达能力有限,非参数式算法虽然具有更好的表达能力,但其计算复杂度通常很高.

因此,它们都无法很好地应用于这种流式数据的场景.通过分析基于竞争学习的学习过程,提出了一种在线密度估计

算法来完成流式数据上的密度估计任务,并且分析了其与高斯混合模型之间的密切联系.最后,将所提算法与现有的

密度估计算法进行对比实验.实验结果表明,与现有的在线密度估计算法相比,所提算法能够取得更好的估计结果,

并且能够基本上达到当前最好的离线密度估计算法的估计性能. 
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Abstract:  Based on observed data, density estimation is the construction of an estimate of an unobservable underlying probability 

density function. With the development of data collection technology, real-time streaming data becomes the main subject of many related 

tasks. It has the properties of that high throughput, high generation speed, and the underlying distribution of data may change over time. 

However, for the traditional density estimation algorithms, parametric methods make unrealistic assumptions on the estimated density 

function while non-parametric ones suffer from the unacceptable time and space complexity. Therefore, neither parametric nor 

non-parametric ones could scale well to meet the requirements of streaming data environment. In this study, based on the analysis of the 

learning strategy in competitive learning, it is proposed a novel online density estimation algorithm to accomplish the task of density 

estimation for such streaming data. And it is also pointed out that it has pretty close relationship with the Gaussian mixture model. Finally, 

the proposed algorithm is compared with the existing density estimation algorithms. The experimental results show that the proposed 

                                                                 
 基金项目: 国家自然科学基金(61876076); 江苏省自然科学基金(BK20171344) 

 Foundation item: National Natural Science Foundation of China (61876076); Natural Science Foundation of Jiangsu Province of 

China (BK20171344) 

收稿时间: 2017-03-03; 修改时间: 2018-04-02; 采用时间: 2018-09-17; jos 在线出版时间: 2019-05-22 

CNKI 网络优先出版: 2019-05-22 15:54:33, http://kns.cnki.net/kcms/detail/11.2560.TP.20190522.1554.015.html 



 

 

 

1174 Journal of Software 软件学报 Vol.31, No.4, April 2020   

 

algorithm could obtain better estimates compared with the existing online algorithm, and also get comparable estimation performance 

compared with state-of-the-art offline density estimation algorithms. 
Key words:  density estimation; Gaussian mixture model; data stream; online learning; competitive learning 

在密度估计任务中,给定某个未知分布的代表性样本数据,我们需要从这些数据中尽可能准确地恢复产生

其概率密度或者概率分布函数.随机变量的概率密度函数描述了特征空间的数据分布情况,因此,它能够为数据

驱动的决策过程提供非常重要的判断依据信息,并经常被用于和数据分析相关的其他领域.例如,在机器学习任

务中,为训练数据估计概率分布并不是我们的最终目的,我们最终还是希望能够基于分布信息对未知样本进行

可靠的预测,从而帮助我们做出相关的任务决策.从生成式分类模型的角度来看,首先需要估计出生成样本数据

的类别条件概率密度,然后结合贝叶斯推理原则,就能得到该样本数据属于各个类别的条件概率,继而做出分类

决策.与判别式模型相比,通过对生成样本的概率密度函数进行建模,我们能够对样本数据的产生和分布有更加

深刻的理解和认识,并有助于从理论上来分析模型的学习性能. 

密度估计作为一种通用的数据分析方法,其本身并不依赖于具体的问题.所以,相对于许多机器学习的具体

任务而言,密度估计过程更具有普遍性,并且能够结合成熟的统计推理方法,从而保证了理论上的可靠性.这使

其成为帮助我们进行数据分析和完成学习任务的有效手段.例如,在异常检测任务中,目前主流的异常检测算

法大多是基于对数据的概率密度进行建模 [13].具体来说,我们可以首先为正常的样本建立概率分布模型,然

后将该模型用于测试样本,如果测试样本位于正常概率模型的低密度区域,那么该数据就很有可能是异常数

据.这种基于密度的方法能够直观地分析数据的分布情况,从而帮助研究人员做出最佳判断.在计算机视觉领

域,也有很多密度估计应用的地方[4,5].例如,通过分析图片中的密度信息来对背景进行建模就用到了密度估计

算法[68].此外,数据的分布曲线通常是人们观察数据分布情况的最直接的途径,密度估计还能够为数据可视化

提供支持[9,10],从而帮助我们更好地了解数据的内在特性. 

随着现在收集到的可用数据越来越多,如何从分布复杂多变的大量数据中获取有用的信息成为机器学习

领域越来越重要的问题.例如:股票高频交易过程中的快速分析、实时传感器数据的处理、搜索引擎海量文档

的分类等等.事实上,在大规模数据场景下,即使是最简单的机器学习算法可能也面临着巨大的计算挑战,传统

的基于离线训练的算法很多时候已经不能满足实际需求.类似地,基于密度估计的学习算法在这种场景下的计

算复杂度通常很高,甚至难以进行.因此,我们需要设计新的算法使其能够适用于这些大规模数据集上的数据分

析和学习任务.面对这种计算困难的学习问题,在线学习为我们提供了一种可行的学习策略,与离线学习方式不

同,数据是依次输入到在线学习模型的,每次接收到新数据后,学习系统使用新数据来更新当前模型以得到一个

更好的模型.在本文中,为尝试解决大规模数据集上的学习任务,提出了一种在线核密度估计方法.该方法将在

线学习的思想引入到了传统的密度估计问题上,使其具有在线学习数据概率分布密度的能力.此外,实际应用场

景中的数据分布可能随着时间发生变化,而在线学习也能够处理这种分布不断变化的非稳态数据. 

本文第 1 节介绍一些密度估计的相关工作.第 2 节介绍我们提出的在线密度估计算法.第 3 节对我们的方

法进行更加细致的分析.第 4 节给出我们的算法与现有的密度估计算法的对比实验结果,并进行比较分析.第 5

节对全文进行总结. 

1   相关工作 

密度估计问题可以描述为:假设随机变量 dX R 服从一个未知的概率密度函数 f(x),给定一组 X 的随机样

本 1 2, , , ,d
nx x x R  需要构造一个 f(x)的估计 ( ),f x 使其尽可能地接近真实分布 f(x).现在已有的密度估计算法按 

照模型假设大致可以被分为参数式(parametric)方法和非参数式(nonparametric)方法. 

描述性统计学的研究表明,存在多种形式的分布函数能够描述自然界中的数据和现象.例如泊松分布能够

描述单位时间内罕见事件的发生次数,而高斯分布能够描述测量误差.因此,对于这类密度估计问题,一个自然

的想法就是先假设其服从某个分布形式,只是分布函数的参数未知,于是估计概率密度函数也就是估计其中的
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未知参数.这种方法被称为参数式方法,因为我们对待估计的密度函数作了形式上的假设(比如高斯分布).对于

参数式方法 ,通常使用最大似然或者最大后验的原则进行参数估计 ,其代表方法是高斯混合模型(Gaussian 

mixture model,简称 GMM)[11].GMM 是一种特殊的有限混合模型(finite mixture model)[11,12],它使用一组加权的

高斯分布来近似目标概率分布: 

    
1

| ,Σ
K

k k k
k

f x x  


  (1) 

其中,K 是高斯分量的个数,k 是各个分量所占的权重, ( )x 为高斯分布的概率密度函数.GMM 通常使用 EM 算

法来进行学习,由于目标概率密度函数的非凸性,EM 算法只能保证收敛至局部最优点而非全局最优点.此外,训

练过程中 K 作为一个超参数,决定了该模型对数据分布的拟合能力,通常需要反复运行学习算法,通过比较各项

性能指标来确定合适的取值. 

与参数式方法不同,非参数方法对于密度函数不作任何形式上的假设,这类方法通常依赖于统计理论中的

渐进性质来构造一组逐渐逼近要估计的密度函数序列,其代表方法是核密度估计(kernel density estimation,简称

KDE)[13].KDE 使用所有的样本信息来近似目标概率分布: 
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其中,n表示密度估计使用的样本数量,K(·)为核函数(比如高斯核).KDE没有训练过程,核函数中带宽参数 h作为

一个取值非常关键的超参数,用于控制模型的平滑程度,其取值越大,则得到的概率密度曲线就越平滑.在一维

情况下,理论上存在选取 h 的最优值,尤其是在对于实际分布是正态分布时,我们可以直接给出最优的带宽参数.

然而在多维情况下,h 的设定并没有一种确定性的方法,通常需要多次比较才能确定合适的取值. 

对比密度估计的参数式和非参数式方法,我们可以看到:参数式方法因为假设样本数据来自某一特定的分

布,先验地让模型具有了较强的概率分布假设,但实际数据可能并不完全符合假设的分布,因此其在实际应用上

受到了限制;而非参数式算法的特点是几乎不需要任何特别的假设就能提供理论上比较完备的密度估计结果,

但它们通常受限于计算复杂度,只适合处理低维和小数据样本.针对现有方法的这些问题,研究者们提出了很多

改进算法.文献[14]通过引入核函数,将支持向量的思想引入到 KDE 中,将原来的 KDE 问题转化为一个标准的

SVM 问题.RSDE[15]在 KDE 的基础上引入了一个能够得到稀疏解的优化过程,从而大大减少了传统 KDE 中需

要保存的样本数量.在最终的估计模型里,只有一些关键的样本被保留下来,因此降低了模型的复杂度,但同时

也引入了一个额外的全局二次优化过程.RKDE[16]在KDE的形式基础上引入了核函数,将KDE解释为样本均值

与要估计的数据点的内积,然后通过鲁棒的均值估计方法实现鲁棒的密度估计,该方法适合于带有噪音数据的

密度估计问题,并且需要进行离线训练.KDEd(KDE via diffusion,本文简称 KDEd)[17]是一种自适应地选择 KDE

带宽参数的密度估计算法,该算法从线性扩散过程的一些物理性质中得到启发,能够通过一种全局算法自动确

定合适的带宽,KDEd 训练时需要利用所有数据,所以也是一种离线式的密度估计算法. 

离线密度估计算法需要同时使用全部的数据进行学习,计算复杂度非常高.为了克服这个缺点,人们相继提

出了很多在线式更新模型的方法.SOMN[18]使用自组织映射(self-organizing map,简称 SOM)网络作为框架,提出

了一种以最小化 KL 距离为优化目标的密度估计算法,其学习过程因为被限制在一组结构上互相靠近的 SOM

神经元上,因此能够加速算法的收敛.然而,因为 SOM 需要预先确定网络的结构,导致 SOMN 神经元的数量以及

它们的拓扑结构无法灵活地适应数据分布的变化.文献[19]提出了一种改进高斯混合模型的学习算法,高斯分

量的数量不再固定,而是通过一种贪心策略不断增加高斯分量,直到一个预先指定的上限为止.但是,由于该

学习算法中存在一组全局搜索过程,因此在学习过程中需要保留所有的训练数据.文献[20]在 KDE 的基础上

使用 mean-shift[21]来探测模型中的高密度区域,然后在该位置动态创建或者删除高斯分量来实现在线学习.

文献[22]提出的算法能够根据当前模型对数据进行在线密度估计,但是,其中为了降低模型复杂度而使用的合

并算法借助了统计检验的结果 ,该检验方式每次都需要一组数量足够多的样本才能够得到有效的结果 . 

IGMM[23]是一种完全增量式的高斯混合模型,不需要保留原始训练数据,模型的每次更新只依赖于当前的输入
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数据.但是该学习算法总是会全局性地更新模型,这种做法不利于学习复杂的局部分布,而且收敛速度较慢. 

oKDE[24]把混合模型和 KDE 结合起来实现在线密度估计,它在学习过程中维护一个当前已经学习过数据的混

合模型,然后使用 KDE 方法从当前输入数据和混合模型中得到当前的密度估计结果,最终估计的概率密度函数

被定义为对当前模型进行卷积的结果.然而这种卷积是一种整体性的平滑操作,因此,oKDE 往往会使得估计结

果过于平滑,同样缺少对局部分布的学习能力.文献[25]中的方法与 oKDE 类似,但却引入了负样本对数据进行

交互式学习以提高估计的精确度,并使用一种压缩算法来降低模型的复杂度.文献[12]提出了一种基于增量高

斯混合模型的在线密度估计方法 

综上所述,目前对于大规模数据集上的密度估计任务还没有非常有效的算法,一方面是因为现有的很多密

度估计算法都是基于离线算法进行训练,也就是训练时需要获取到所有的训练数据;另一方面,现有的在线算法

缺少局部学习的能力,因此容易破坏已经学习到的有效分布信息.针对以上介绍的密度估计问题以及现有方法

的缺陷,本文将在线学习的思想与传统的密度估计问题相结合,提出一种新的在线密度估计算法,该算法不需要

指定关于训练数据的分布结构等先验信息,而是在学习过程中自适应地调整模型以适应输入数据分布的变化. 

2   自适应在线核密度估计 

本文针对大规模数据的密度估计问题,提出了一种自适应的在线核密度估计(adaptive online kernel density 

estimation)算法,该算法通过最大化每个局部高斯分量周围训练数据的似然值自适应地对模型进行在线更新.

它可以看作是一种增量式的高斯混合模型,其中使用了一个特殊的阈值参数来控制高斯分量的生成.同时,高斯

分量的个数能够随着数据分布的变化而自适应地增加或者减少.此外,我们还使用了一个局部更新策略,能够使

用每个数据样本对其周围的高斯分量进行在线学习.这使得我们的模型在降低训练复杂度的同时能够发现局

部变化较为复杂的密度分布.图 1 显示了算法的总体框架,主要包括 3 个部分. 

(1) 激活高斯分量.为每个新输入数据确定需要更新的高斯分量集合,或者增加新的高斯分量; 

(2) 更新高斯分量.确定了需要更新的高斯分量后,用最大似然方法更新这些分量的参数; 

(3) 估计器去燥.删除密度估计器中那些很可能是由孤立的噪音数据而错误生成的高斯分量. 

 
Fig.1  Framework of the proposed method 

图 1  提出的算法总体框架 

下面分别对这 3 个部分进行详细的介绍,其中涉及到的主要符号说明见表 1.作为一个密度估计模型,我们

的算法最终估计的密度函数形式是高斯分布组成的混合分布的形式.但与 GMM 不同,在我们的模型中,高斯分

量的数量是由学习算法根据输入数据的分布情况自动确定的.在学习过程中,每一个高斯分量都能够用一个四

元组(k,k,nk,Tk)来描述,其中,k 是均值向量,k 是协方差矩阵,nk 用来衡量该分量对当前所有样本的贡献程度,

或者可以认为是数据流中属于该分量的样本数目,Tk 是相似度阈值参数,它控制了该高斯分量对周围输入数据

的影响范围.最终,我们的密度估计模型给出的全局概率密度函数形式为 

  
1

( | ,Σ )
K

k k k
k

p x w x 


   (3) 

其中,wk 是高斯分量 k 的混合系数.在我们的模型中,其值为 ,
kk kkn nw 

  它与该分量对整体分布的贡献程度

有关,k 和k 以及 ( )x 的含义与 GMM 的模型参数相同. 
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Table 1  Symbol description 

表 1  符号说明 
符号 含义说明 

x 输入样本数据 
( )x  高斯分布的概率密度函数 

wi 高斯分量的权重 
Di(x) 样本与高斯分量之间的马氏距离 
k 高斯分量的均值 
k 高斯分量的协方差 
nk 高斯分量的权重系数 
Tk 高斯分量的相似度阈值 

 

2.1   激活高斯分量 

假设当前我们已经学到的模型为   , , , |1 ,k k k kn T k K  ≤ ≤ 其中,K 是当前模型中高斯分量的个数,其值

会随着学习过程的进行动态地发生变化.当输入一个新数据 dx R 时,我们首先计算它与各个高斯分量的马氏 

距离 Dk(x): 

      1 , 1,2, ,
T

k k k kD x x x k K       (4) 

这里选择马氏距离而不是欧式距离的原因是:通过引入协方差矩阵信息,马氏距离能够更好地描述各向异

性的数据分布.然后,我们构造输入数据 x 激活的高斯分量集合 S: 

  { | 1,2, , , ( ) }k kS k k K D x T     (5) 

根据定义可以看出,集合 S 实际上包含了当前模型中那些与 x 马氏距离小于其阈值 Ti 的高斯分量 k,这些高

斯分量生成该样本点的概率是最大的,它们的参数会被更新以适应新输入数据 x.同时,Ti 作为高斯分量 i 的相似

度阈值参数,它影响了每个高斯分量对周围训练数据的敏感程度,Ti 越小,则学习算法更倾向于学习局部分布,反

之,则倾向于进行全局性的更新.为了增加学习过程的灵活性,可以增加一个用户自定义参数,使用阈值Ti. 

我们根据输入数据与现有模型之间的相关性得到激活集合 S,而如果输入数据 x 与当前的模型差异性比较

大,出现集合 S   的情况,那么就意味着当前模型不能很好地适应新数据 x,所以我们就需新增加一个高斯分

量来拟合该数据,这是一种动态适应数据分布变化的策略.新的高斯分量的统计量初始化为 

 2
,, , 1,new new new new d qx Σ I n T       (6) 

其中,I 为相应维数的单位矩阵,是一个用户自定义的参数, 2
,d q 是自由度为 d 的 χ2 分布(chi-square distribution)

的 q 分位点,我们知道,χ2 分布是由标准正态分布构造而成的一个概率分布模型,当其自由度很大时,也近似形成 

一个正态分布,本文后面部分会对其进行详细分析. 

2.2   更新高斯分量 

当新输入数据激活了集合 S 中的高斯分量后,如果 S,我们将模型的参数更新限制为 S 中的那些高斯分

量,而不是整个模型中的高斯分量.这种局部学习的策略不仅加速了模型更新时的计算速度,同时也使得模型本

身能够在学习新数据时不影响那些距离较远已经学到的分布信息.这种性质对于在线学习是非常有必要的,因

为在在线学习背景下,能够获得的数据信息具有局部性,永远不可能获取训练数据的全局信息.只在局部进行更

新也是应对非稳态数据的一种安全策略,这样可以把模型误差控制在局部范围内. 

为说明如何对集合 S 中的高斯分量进行更新,我们首先考虑单个高斯分布的情形,设 xn 是数据流中当前的

输入样本,n 是当前所有样本的均值,n 是当前所有样本的协方差.通过分析均值向量和协方差矩阵的最大似然

估计结果,很容易得到它们的增量式递推更新方程: 

  1 11n n n
nx

n
       (7) 

    1 1 1
2

1 1 Tn n n n
n n

n n
x x

n n
      

     (8) 

把这个更新策略推广到 S 中所有的高斯分量上,使得它们都可以针对新数据更新自身模型参数.为此,我们 
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首先确定当前输入 xt 对每个分量 k 的更新程度 :t
kr  

 
 1

1

|

( | )

t
t kt

k t
k t k

x
r

x

 

  




 

  (9) 

这里,我们使用了每个分量生成该新样本数据的概率自适应确定.这种策略的直观意义就是:如果分量 k 生

成当前样本 xt 的概率越大,那么就应该对其更新的越多.于是就有: 

 1t t t
k k kn n r   (10) 

  1 11t t t
k k t kt

k

x
n

       (11) 

    1 1 1
2

1 1

( )

t t Tt t t tk k
k t k t kt t

k k

n n
x x

n n
      

     (12) 

其中,nk 用来调整高斯分量的更新步长.这里,nk 的更新策略意味着对于每个输入数据,其激活的集合 S 中所有高

斯分量按照自身的贡献度进行参数更新.注意到,当 S 中存在多个高斯分量时,rk 使得集合 S 中的每个高斯分量

都具有了一定的学习能力,而当 S 中只有一个高斯分量时,这个更新策略则退化为单个高斯分布的情况. 

2.3   模型去噪 

对于实际应用中的密度估计任务,训练数据中普遍包含许多噪音数据.通常,我们有理由假设这些噪音数据

分布在目标概率密度函数取值较低的区域中,而且噪音数据的密度足够低,这样它们才不至于破坏正常数据的

分布趋势,导致模型无法学到真实的分布信息.根据上文介绍的增加高斯分量的原则,一个出现在低密度区域的

噪音数据很容易引起一次高斯分量的动态生成,但是该分量在接下来的很长一段学习时间内很可能不会出现

在输入数据的邻域集合内,因此这些分量就会很少参与模型更新.因此,在我们的密度估计模型中,采取了动态

删除由噪音数据产生的高斯分量的策略:周期性地删除那些在学习过程中参与更新程度始终较低的高斯分量. 

作为一种启发式准则,我们使用高斯分量吸收的训练样本数来衡量其参与模型更新的程度.具体来说,因为

噪音数据生成的高斯分量的有效训练样本数相对于非噪音数据生成的高斯分量来说应该非常小,为此,首先计

算当前模型的平均有效训练样本数: 

 
1

1 K

i
i

n n
K 

   (13) 

其中,K 为当前的高斯分量数目.每学习过若干个训练样本(用户自定义参数 λ),就删除那些有效训练样本数较少

(也就意味着很少参与模型更新)的分量集合 Sdelete,其定义如下: 

   | 1,2, , ,delete i iC i nS K n     (14) 

其中, (0,1)  为用户自定义参数,如果训练数据集中包含的噪音数据比较多,则应该设置较大的,同时可以设置

较小的去燥周期. 

传统的 GMM 在训练时没有很好的指导原则来自动选择分量的个数,而是依赖于人为给出的模型假设,当

这种假设并不符合实际情况时,就会使得这种参数式算法的表达能力受到严重的限制.然而值得注意的是:合理

选择了高斯分量数目的GMM本身就具有很好的估计性能.基于这一观察,我们通过将GMM和在线学习这两者

的优点结合起来,使得本文提出的算法能够根据输入数据的分布情况自适应地选择合适的分量数目,以及学习

各个分量的参数.同时,模型的去燥调整过程赋予了它根据需要动态删除噪声高斯分量的能力,这不仅合理地控

制了模型的复杂度,而且提高了模型在近似各种复杂分布时的灵活性.作为对上文所描述的密度估计学习过程

的总结,算法 1 给出了完整的学习框架. 

算法 1. 自适应在线核密度估计算法. 

输入:数据流 },{ | dx x R 参数(,q,,,v); 

输出:混合模型  { | , , , }.i i i i i iC C n T   

1. 初始高斯分量 2
0 0 0 0 0 ,( , , 1, )d qC x Σ I n T        
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2. 混合模型 1{ }M C  

3. while dx R  do 

4.          1 , 1,2, , | |
T

i i i iD x x Σ x i K M        

5.        { | 1,2, , , }i iS i i K D x T     

6.     if S= then 

7.         2
,( , , 1, )new new new new new d qC x Σ I n T        

8.         { }newM M C   

9.     else 

10.         根据公式(9)~公式(12)更新集合中的高斯分量 

11.     end if 

12.     if 当前学习样本数达到整数倍数 then 

13.           | 1,2, , ,delete i iS C i K n n     

14.         删除所有在 Sdelete 中的高斯分量实现去燥 
15. end while 

3   算法分析 

3.1   高斯分量的学习 

基于竞争学习的神经网络能够实现在线学习,这样的神经网络,例如 SOM 模型 [26]、ART 模型 [27]、GNG

模型 [2831]、GCS 模型[32]以及 SOINN[110,1442].它们都是基于竞争学习的在线学习算法,通过在输入空间中分布

神经元达到学习数据分布的目的,每个神经元代表了其周围与它最相似的输入模式.从这一角度来看,这些算法

本质上都是一种矢量量化[34]过程.每次新到来输入数据时,只有距离最近的神经元(通常称为获胜神经元)进行

学习,每个胜者神经元的学习方式通常按如下方式进行权值更新: 

 1 1( )( )t t t t
i i iw w t x w     (15) 

其中,参数 ( )t 是学习率,t 为该神经元成为胜者的次数且 ( )t 与 t 成反比,其意义在于使得神经元的移动最终能

够趋于稳定,同时算法最终能够收敛.通常情况下, ( )t 的形式需要满足一定的条件以保证学习的有效性.比如约 

束条件 2

1 1
( ) , ( ) ,

t t
t t

 

 
      满足该约束条件的学习率可以保证每个神经元在逐渐稳定的情况下始终保 

持一定的学习能力[35].文献[36]对矢量量化的渐近性质作了分析并指出:在算法收敛后,量化向量 w 的密度(x) 

与原数据集密度函数(x)具有如下关系  ( ) ,x x
   其中,被称为放大因子(magnification factor),使用不同 

的算法来优化函数会得到不同的值. 

假设某神经元 i 从学习过程开始到 t 时刻共经历 n 次更新,根据以上的权值更新公式,当我们设置学习率

( )t =1/n 时,则有: 

 
1

1

t

n
i

n

tw x
n 

   (16) 

因此,每个神经元最终的权值就是所有参与更新该神经元的训练样本的均值.从统计学的角度上来看,每个

神经元保留了局部样本的均值信息.在此基础上,还可以为每个神经元增加局部协方差信息以保留更为丰富的

数据分布信息.这样,每个神经元除了维护局部均值之外,还维护了一个局部协方差矩阵,该协方差矩阵保存

了该神经元周围样本的分布信息.对于每个新的高斯分量,我们为其赋予初始值=I,这里,>0 是一个正数.实

际上,这可以看作是我们对要估计的协方差的每个方向上都增加了一个正则化系数.通过引入正则化系数,我们

保证了估计得出的协方差矩阵一定是正定的:首先 Σ本身是半正定的,然后对于 0,v  我们都有: 

   20 0T T Tv I v v v v Iv v        ≥  (17) 

参数的作用实际上类似于核密度估计中的带宽参数,并且应当被设置得相对较小以避免过度平滑,导致
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局部分布变化信息被忽略.但是,与核密度估计不同的是,即使设置得很小也不容易出现过拟合的情况,因为在

我们的模型中,随着越来越多的新数据的输入,协方差矩阵会逐渐被更新到合适的值.因此,这样的处理方式能

够增加算法在运行过程中的数值稳定性,随着训练数据的逐渐增多,可以让正则化系数逐渐趋近于 0,使得对应

的估计能够更加接近真实值.除此之外,我们还可以从贝叶斯推理的角度来解释这一做法的合理性,事实上,为

协方差矩阵增加一个正则项对应了我们先验地认为协方差矩阵服从高斯分布. 

通过同时保留局部样本的均值和协方差信息,每个神经元实际上就维护了一个局部的高斯分布,而这种视

角正是我们的在线密度估计算法的核心.此外,训练过程中每隔一段时间,距离相近而且分布相似的神经元将周

期性地被合并以减少神经元的数量.这使得整个网络的复杂度始终得到有效的控制,增加了模型的稳定性.特别

是,当数据近似地以高斯分布的形式存在时,这种方式几乎可以准确地恢复出所有聚类信息,当该条件不被满足

时,由于该模型的自适应性以及多个高斯分布的近似能力,依然能够近似地还原出输入数据的分布. 

3.2   高斯分量的扩张 

在输入新数据 dx R 时,我们使用每个高斯分量的参数 Ti 来决定该高斯分量是否被激活,所以 Ti 的取值实

际上决定了学习算法如何处理局部学习和全局学习的关系.如果假设每个局部的样本点都由一个高斯分布产 

生,那么根据马氏距离 Di(x)的定义,      2 1T

i i i iD x x Σ x    就服从一个自由度为 d(样本特征维数)的 χ2 分

布 2
d ,并且其概率密度函数为 

   / 2 1 / 2
/ 2

1
e

2 Γ( / 2)
d x

d
f x x

d
   (18) 

设 2
d 分布的上侧分位点为 2

, ,d  我们知道 2 2
, .dP      ≥ 因此,给定一个置信度 q,如果我们希望样本

点落在马氏距离 Di(x)所定义的超椭球体  2 2
i iD x T 内部的概率为 q,那么就可以表示为 

      2 2 1 2T

i i i i i iP D x T P x Σ x T q             (19) 

于是每个高斯分量的参数 Ti 可以取值为 2
, ,i d qT  其中,q 为 2

d 分布的置信度(分位点),在实际应用中通常 

取较大值 0.95 或者 0.9,也可以将其从一个接近但小于 1 的值逐渐减小到 0.95 或者 0.9,这对于高斯分布或者 χ2

分布都差不多是包含了距离均值两倍标准差范围内的分布空间.如果当前模型对数据拟合得不错,则基于高斯

分布的假设,我们就有理由令 Ti为满足以上性质的值.然而,因为在线学习的缘故,每一个高斯分量都需要足够多 

的样本才能收敛到理想的状态.因此,我们在实际应用时选择 2
, ,

ii n d qT   这里, 1
in ≥ 是一个与高斯分量的参 

数 ni 有关的因子,并且随着 ni 的增大而减小.这个策略可以使得每个高斯分量在初始阶段能够有扩张的趋势,以 

包含更多的数据点进行自身参数的学习.随着学习数据的增多,
in 会逐渐减小并趋向于 1,Ti 也会逐渐趋向于

2
, ,d q 这样,每个高斯分量可以达到一种稳定的学习状态.在本文的实验部分,我们取 11 1.05 .i

i

n
n

   

3.3   与高斯混合模型的关系 

用一定数量的代表性数据来近似原始的完整数据集,然后在这些代表点的基础上对新来的数据做出决策

是基于原型(prototype-based)的学习算法的基本思想.这些代表性的数据被称为原型(prototype),它们通常以某

种方式反映了原始数据的分布信息,比如 k-means[33]的各个聚类中心就是一种典型的原型.k-means 算法用于聚

类时只使用了样本的均值信息,然而我们也可以为各个聚类中心计算其周围样本的协方差,然后认为每个聚类

都是一个高斯分布,所有的聚类就代表了整体分布的各个高斯分量.在此基础上,我们也可以用这些高斯分量进

行整体的密度估计,于是就从 k-means 得到了一个 GMM.事实也确实如此,从理论上可以证明:k-means 算法的运

行过程实际上可以看作是 EM 算法应用于 GMM 时的特殊情况.然而,k-means 和 GMM 都是离线式的学习算法,

并且需要保留所有的原始训练数据,这样应用到大规模数据集上的计算代价非常高. 

从某种程度上可以说,SOINN 是对 k-means 算法的一种增量式实现方式,我们提出的算法则可以认为是在

SOINN的基础上增加了数据分布的协方差信息,使得每个 SOINN神经元对数据分布的表达能力更为丰富.从模

型的最终结果来看,我们的算法实际上就成为了一种增量式的 GMM.每个神经元都是一个动态的高斯分量,拟
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合了它周围的训练样本,而且可以动态生成也可以被动态删除,具有了随着数据分布而适应性变化的灵活性.而

训练该模型的方法就是对每个神经元的参数分别做最大似然估计,由于每输入一个样本,模型参数都能够得到

更新,因此相比于使用 EM 算法训练的 GMM,我们算法的训练速度更快,收敛需要的样本数量也大为减少.当新

的样本数据 x进来时,传统的EM算法需要对当前模型的每个高斯分布都作一个全局的更新,这个操作可以保证

增加数据的期望似然值.然而,这种针对全局的更新操作很容易破坏先前已经学习到的模型结构,而且容易陷入

到局部最优值,尤其是当新输入数据 x 不服从之前已经学习到的分布时.同时,如果 x 只是一个噪音点,那么任何

针对该噪音点的参数更新都会导致不好的结果.这与同样以竞争学习为基础的 SOMN 有很大不同,SOMN 以

SOM 为基础框架提出了一个类似的混合模型,但是,由于 SOM 模型自身的特点,作为混合分量载体的神经元之

间的拓扑结构需要预先设定,而且形式上也受到相当大的限制,因此并不能很好地反映原始数据的分布情况.我

们的算法则没有这个限制,通过为每一个高斯分量设定一个自适应的相似度阈值参数,可以动态地增加或者删

除分量来适应新的数据,同时不破坏先前已经学习到的分布信息. 

4   实验结果 

为了验证算法的有效性,我们在人工数据集和真实数据集上进行了密度估计实验,并与现有的密度估计算

法进行了比较.这些算法包括:核密度估计(kernel density estimation),其带宽参数为高斯分布情况下的最优值;使

用基于数据的启发式方法进行带宽参数选择的核密度估计(kernel density estimation with bandwidth selection);

高斯混合模型(Gaussian mixture model);鲁棒的核密度估计(robust kernel density estimation);规约集密度估计器

(reduced set density estimator);基于扩散过程的核密度估计(kernel density estimation via diffusion);在线核密度

估计(online kernel density estimation).其中,只有 oKDE 和我们提出的算法能够实现在线学习,其他算法都只能

离线训练.表 2 给出了这些算法的概要信息. 

Table 2  Comparison algorithm for density estimation 

表 2  密度估计对比算法 
序号 名称 密度估计方法 类型 

1 KDE Kernel density estimation Offline 
2 KDEb Kernel density estimation with bandwidth selection Offline 
3 GMM Gaussian mixture model Offline 
4 RKDE Robust kernel density estimation Offline 
5 RSDE Reduced set density estimator Offline 
6 KDEd Kernel density estimation via diffusion Offline 
7 oKDE Online kernel density estimation Online 
8 (Proposed) Adaptive online kernel density estimation Online 

 

4.1   人工数据 

我们首先在人工数据集上进行了密度估计对比实验.为便于观察估计结果的准确性,我们测试了以下数据

集:2 个一维高斯分布组成的双模(bimodal)分布;6 个一维高斯分布组成的爪形(claw)分布以及 3 个二维高斯分

布组成的混合(mixture)分布.这些数据集的分布函数和具体信息见表 3. 

Table 3  Information about artificial data set 

表 3  人工数据集信息 
序号 形状 概率密度函数 维数 

1 Bimodal 
2

1 1 1
0, (5,1)

2 10 2
N N
        

 1 

2 Claw  
2

4

0

1 1 1
0,1 1,

2 10 2 10k

k
N N


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  1 

3 Mixture 
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我们提出的在线密度估计算法中涉及到的参数组合为(,q,,,v),在实验中设置 q=0.8,=1000,v=0.1,这 3个

参数的取值具有通用性,一般不依赖于具体的问题场景.正如前面所分析的,参数的取值会影响高斯分量的初始 

更新行为,在所有的实验中设置为 11 1.05 ,i

i

n
n

  而参数则比较依赖于具体的数据特性,在 3 个人工数据实验 

中分别取值 0.3、0.1、0.5. 

首先是密度估计算法评估中常用的双模分布(表 3 中第 1 个数据集),训练集由 3 000 个按其概率密度函数

抽取的样本组成,各种估计算法得到的密度曲线如图 2 所示(图中的黑色曲线对应真实概率密度函数,而红色曲

线则对应于各种密度估计算法得到的概率密度函数). 

 

Fig.2  Experimental results of bimodal distribution 

图 2  双模分布实验结果 

从密度曲线结果图中我们可以初步看到,GMM、KDEd 以及我们提出的算法准确地恢复出了真实的密度

曲线.而 KDEb 和 RKDE 虽然对左侧分布比较集中的高斯分布拟合得很好,但是对于右边方差较大的高斯分布

的估计曲线中锯齿状非常明显,这是因为,这两种方法都是直接指定了一个全局的带宽参数,所以并不能很好地

适应分布的局部变化.而 KDE 和 RSDE 以及 oKDE 都较好地拟合了右侧方差较大的高斯分布,但是它们都不能

有效地对左侧方差较小的高斯分布进行估计.因此,与同类密度估计算法相比,我们的算法得到了与最好的离线

密度估计算法相当的实验效果. 

再看另一个局部分布结构更加复杂多变的爪形分布(表 3 中的第 2 个数据集),训练集同样是由给定的密度

函数抽取的 3 000 个样本组成,实验中 GMM 模型的超参数(即高斯分量个数)设置为 6(即真实高斯分量个数),

各种算法得到的密度曲线如图 3 所示(图中的黑色曲线对应真实概率密度函数,而红色曲线则对应于各种密度

估计算法得到的概率密度函数).从该密度曲线图中我们可以初步看到,KDEb 和 KDEd 在复杂分布情况下很好

地刻画了真实的密度曲线.虽然我们使用了最优的超参数,但是 GMM 并没有捕捉到局部密度变化,出现欠拟合

的现象.RKDE 和 RSDE 虽然对中间复杂变化的分布估计较好,但是对于两侧的分布,RKDE 几乎没有进行拟

合,RSDE 的拟合曲线的锯齿状则比较明显.oKDE 的估计结果非常平滑,未能很好地捕捉到局部的密度变化.最

后,我们提出的算法对中间变化较复杂的曲线部分拟合效果基本符合真实密度分布,对两侧的分布也较好地进
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行了处理.因此与其他算法相比,我们的算法同样实现了很好的密度估计结果. 

 

Fig.3  Experimental results of claw distribution 

图 3  爪形分布实验结果 

 

Fig.4  Experimental results of mixture distribution 

图 4  混合分布实验结果 

除了以上两个典型的用于密度估计的一维概率密度函数以外,我们还在二维数据集上进行了密度估计对
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比实验,以进一步验证密度估计算法的性能.该数据集是由 3 个高斯分布组成的高斯混合分布(表中的第 3 个数

据集).从实验结果可以看到,因为使用了最优参数,所以 GMM 的估计结果确实非常接近真实分布.KDEb 和

KDEd 也得到了很好的估计性能.值得注意的是,oKDE 因为其基于全局卷积操作的特性,与一维情况类似,出现

了过度平滑的现象.我们提出的在线密度估计算法则已经非常接近最优的离线算法 KDEd,并且比现有的在线

核密度估计算法 oKDE 的估计结果更加准确. 

Table 4  NLL value of artificial data set 

表 4  人工数据集上的负对数似然值(NLL) 
Data set KDE KDEb GMM RKDE RSDE KDEd oKDE Proposed 
Bimodal 0.986 4 0.950 3 0.925 5 0.950 4 1.440 2 0.925 6 1.117 0 0.934 7 

Claw 1.262 0 1.212 6 1.281 5 2.307 0 1.198 1 1.195 1 1.285 8 1.207 5 
Mixture 3.826 5 3.778 8 3.763 5 3.854 6 3.913 7 3.768 9 3.813 7 3.787 8 

针对这些密度估计算法具体的性能比较,我们首先使用各种算法在训练集上得到估计模型,然后在测试集

上使用平均负对数似然值(negative log-likelihood,简称 NLL)作为估计算法的评价准则.该值越低,表明模型对于

测试数据集似然函数越大,亦即对于密度估计的平均置信度越高,从这个角度来说,估计效果就越好.各种密度

估计算法在以上 3 个人工数据集上的实验结果见表 4(粗体标明了最优的前 3 个值,其中添加下划线的为最优

值).从中可以看出,具体的数值比较结果基本上符合上文对各种算法的定性分析.其中,GMM 模型在双峰分布和

混合分布中取得最好的结果,这是符合预期的,因为我们使用了最优的高斯分量数目假设,也侧面反映了NLL作

为密度估计评价指标的有效性.KDEd则在 3个测试分布上都取得了非常好的估计结果,体现了其离线情况下优

异的密度估计性能.而我们提出的算法也在两个分布上取得了与最好算法相当的实验结果,特别是要比同为在

线算法的 oKDE 的估计结果更好.综合以上各算法在人工数据集上的实验结果,初步验证了我们提出的自适应

在线密度估计算法的有效性. 

4.2   真实数据 

我们还在真实数据集上进行了密度估计对比实验,使用的数据集来自于 UCI 机器学习库[43]和 LIBSVM[44],

具体信息见表 5 和表 6.其中,表 5 包含了一些代表性数据集,虽然它们的样本数量不是很多,但是便于我们评估

各种算法的有效性并进行多种算法的对比.同时,为了突出在线密度估计算法的特点,我们使用表 6 中包含的数

据集来验证 oKDE 和本文提出的算法在大规模数据集上的密度估计性能. 

针对表 5 中包含的数据集,参与对比实验的密度估计算法和在人工数据集上的相同,并且包括密度估计和

基于密度估计的分类两种实验设置.对于每个数据集,我们随机选择 70%的样本用作训练集,剩下的 30%用作测

试集.对于密度估计实验任务,我们以 NLL 作为评价准则,得到的结果见表 7(粗体标明了最优的前 3 个值,其中

添加下划线的为最优值).从表中可以看到,我们的算法基本上实现了与 KDEb以及 GMM(使用最优超参数)差不

多的估计性能,并且在大部分数据集上都要比同样是在线算法的 oKDE 估计的结果更好.对于分类任务,我们使

用分类准确率作为评价准则,得到的结果见表 8(粗体标明了最优的前 3 个值,其中添加下划线的为最优值).与判

别式模型不同,基于密度估计的分类算法可以作为生成式分类模型,即我们首先估计各个类别条件概率,然后结

合先验分布,按照贝叶斯公式得到类别的后验概率.从实验结果中可以看出,我们的算法在大部分真实数据集上

得到了最优或者次优的分类准确率,并且好于在线密度估计算法 oKDE. 

Table 5  Information about real data set 

表 5  真实数据集信息 
Data set # of class # of instance # of feature

Iris 3 150 4 
Wine 3 178 13 
Glass 6 214 9 

Diabetes 2 768 8 
Breast cancer 2 683 10 

Image segmentation 7 2310 19 
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Table 6  Information about real large scale data set 

表 6  真实大规模数据集信息 
Data set # of class # of instance # of feature
Letter 26 20 000 16 
Shuttle 7 58 000 9 

Webb Spam 2 350 000 254 

Table 7  NLL value of real data set 

表 7  真实数据集上的负对数似然值(NLL) 
Data set KDE KDEb GMM RKDE RSDE KDEd oKDE Proposed 

Iris 4.402 4 –0.049 6 1.303 9 –0.049 8 0.400 5 0.181 9 0.570 0 0.073 6 
Wine 13.555 7 2.639 6 4.100 2 2.639 6 4.628 5 5.307 3 4.460 7 3.899 8 
Glass 9.019 7 0.776 9 1.081 9 0.776 9 0.524 2 0.400 1 –5.195 2 –3.076 6 

Diabetes 8.087 6 1.084 3 2.560 0 1.084 3 2.213 3 1.389 8 2.129 3 1.194 8 
Cancer 10.828 3 0.023 9 3.425 0 0.023 9 2.866 3 2.774 2 1.603 6 –1.636 1 

Segment 18.010 2 –5.022 4 2.153 3 –5.022 4 –0.363 2 –0.480 6 –24.624 6 –27.135 7 

Table 8  Accuracy of real data set 

表 8  真实数据集上的分类准确率 
Data set KDE KDEb GMM RKDE RSDE KDEd oKDE Proposed 

Iris 0.937 8 0.955 6 0.982 2 0.951 1 0.973 3 0.977 8 0.968 9 0.977 8 
Wine 0.978 2 0.981 7 0.974 5 0.981 8 0.956 4 0.970 9 0.916 4 0.974 5 
Glass 0.615 1 0.698 1 0.766 0 0.698 1 0.739 6 0.637 7 0.739 4 0.701 9 

Diabetes 0.649 4 0.716 0 0.726 4 0.716 0 0.731 6 0.719 5 0.699 6 0.748 9 
Cancer 0.939 8 0.672 8 0.967 0 0.672 8 0.944 7 0.972 8 0.925 2 0.957 3 

Segment 0.839 4 0.569 4 0.885 1 0.569 4 0.919 1 0.842 9 0.909 1 0.908 3 

 Table 9  Training time of real data set (s) 

 表 9  真实数据集上的算法训练时间 (秒) 
Data set KDE KDEb GMM RKDE RSDE KDEd oKDE Proposed 

Iris N/A N/A 0.015 7 0.002 7 0.002 0 0.046 7 0.915 4 0.034 1 
Wine N/A N/A 0.011 9 0.001 2 0.002 4 0.110 5 2.171 1 0.041 2 
Glass N/A N/A 0.045 2 0.005 9 0.002 0 0.040 0 1.948 1 0.032 5 

Diabetes N/A N/A 0.006 6 0.020 9 0.003 4 0.282 1 37.306 5 0.209 5 
Cancer N/A N/A 0.004 9 0.008 3 0.001 7 0.163 3 31.380 3 0.239 0 

Segment N/A N/A 0.124 5 0.267 3 0.022 1 5.806 8 305.403 3 0.653 1 
 

为了比较各种算法的实践应用能力,我们还给出了它们的运行时间对比,结果见表 9.其中,KDE 和 KDEb 因

为实际上并没有学习过程,所以其训练时间表示为 N/A(not available),或者也可以认为它们的训练时间为 0.但

是它们所要求的存储空间和测试时间比其他算法要多,这实际上也是 KDE 类算法在实际应用中最需要解决的

问题之一.从表中所示结果可以看到,GMM、RKDE、RSDE 的训练时间基本上差不多,KDEd 因为额外地自适

应选择带宽参数的过程,需要的训练时间要比它们长,在线算法 oKDE 则计算非常耗时,尤其是在特征维数比较

高的时候,而本文提出的在线密度估计算法却比 oKDE 快得多.对于在线算法,受限于模型的动态变化,不太容易

给出准确的运行时间,但是如果我们假设高斯分量数目在收敛之前呈现线性增长,且最终的高斯分量数目为 K,

同时假设学习的样本数为 N,样本的特征维数为 d,那么我们算法的时间复杂度可以估计为 O(NK2d3),其中,因子

d3 是每个样本的更新复杂度(假设每次激活的高斯分量数为常量),因子 NK 则是估计的更新次数. 

为了验证在线密度估计算法在大规模数据集上的估计性能,我们还对表 6 中包含的数据集进行了分类实

验.考虑到计算复杂度的因素和出于同类算法对比的目的,在这部分实验中只比较了在线算法 oKDE 和本文提

出的算法,得到的结果见表 10,包含了分类准确率和训练所需时间,其中,N/A 表示对应的算法在较长一段时间(5

天)内还没有给出学习结果.对于 Letter 数据集,我们的算法要比 oKDE 分类准确率好一点,但是训练时间却要少

得多;对于 Shuttle 数据集,我们算法的分类准确率和训练时间都要比 oKDE 好很多;对于 Webb Spam 数据集, 

oKDE的训练时间非常长,至少 5天时间内仍然没有给出结果,而我们的算法很快就可以得到一个不错的分类准

确率.所以相对而言,本文提出的算法更适合应用于大规模数据集,具有更好的实践意义. 
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 Table 10  Accuracy/Training time of real large scale data set  (s) 

 表 10  真实大规模数据集上的分类准确率/训练时间 (秒) 
Data set oKDE Proposed
Letter 0.4517/1420.4 0.4562/1.2119 
Shuttle 0.7978/107.14 0.9460/0.4662 

Webb Spam N/A 0.8436/~1h 

5   结束语 

本文提出了一种新的在线密度估计算法,该算法结合了高斯混合模型和在线学习的优点,通过最大化每个

局部高斯分量周围训练数据的似然值,对模型参数进行更新,具有在线学习数据概率分布密度的能力.同时,它

又可以被认为是一种增量的 GMM.通过为每个高斯分量设定一个具有统计意义的相似度阈值参数,使得每个

高斯分量只对落在自身周围的数据样本进行学习.结合高斯分量的相似度阈值参数,能够在不破坏先前已经学

到的模型分量的基础上,动态地增加或者删除高斯分量来适应新的数据分布.这种局部学习策略给密度估计过

程带来了很多好处:首先,与当前输入数据相关性较小的高斯分量不会在参数更新中受到影响,这也就意味着这

些分量在之前所学习到的分布信息能够得到保留,而不会因为新数据的分布变化被破坏;其次,由于每次只有一

部分高斯分量需要进行更新,因此减少了相应的计算代价;最后,因为所采用的更新步长以每个分量对当前学习

样本的贡献度为权重进行调整,因此这种局部学习会比全局学习具有相对更快的更新,这也在一定程度上加速

了整个模型的收敛过程. 

因为在线学习的特点,我们提出的算法尤其适合于大规模数据集上的密度估计和流式计算任务[45],而且能

够处理分布不断变化的非稳态数据.在人工数据集和真实数据集上的实验结果表明:我们提出的算法能够取得

与现有最好的离线学习算法差不多的密度估计性能,同时优于现有的在线密度估计算法.并且在学习过程中,我

们的模型不需要存储任何历史训练数据,而是仅仅保留了当前学习到的最优模型,因此,它的时间复杂度和空间

复杂度比传统的离线学习算法要低得多. 
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