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摘  要: 基于多面体模型的编译技术发展近 30 年,已经在多个开源编译器和商业编译器中得到了应用和实现.与
传统的编译优化模型相比,多面体模型具备应用范围广、表示能力强、优化空间大等优点,代表了程序自动并行化

领域众多方向最先进的水平,成为国际上多个编译研发团队的研究热点;同时,多面体模型抽象程度高、实现难度大、

面临问题多的特征,阻碍了基于该模型的编译技术在发展相对滞后地区的普及,形成国内专门从事该问题研究的团

队屈指可数的现象.为了打开多面体模型的“黑盒子”,首先描述了多面体模型的原理,揭示了基于多面体模型的编译

流程,并指出了该领域的主要研究内容;接下来,从程序并行性、数据局部性和其他领域上的扩展应用这 3 个方面对

该领域上的研究进展进行了介绍;最后,对该研究领域当前面临的挑战和潜在的研究方向进行了总结.研究目的是通

过回顾和总结基于多面体模型的编译技术研究进展,为国内编译研发团队提供重要参考,以期推动我国在该领域上

的发展. 
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Abstract:  Polyhedral compilation has evolved for nearly three decades, being implemented as a building block or an optional extension 
of numerous open-source and/or commercial compilers. On the one hand, the polyhedral model is equipped with wider range of 
applications, more powerful expressiveness and greater optimization space when compared with those traditional models adopted for 
parallelizing compilers, thus representing the state of the art of almost each domain of parallelizing compilers and becoming a hot topic to 
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a great number of international research teams working on compilers. On the other hand, the polyhedral model is also characterized as 
being difficult in theory, complex for manipulation, and diverse with challenges, hampering its adoption in underdeveloped countries and 
areas and drawing few researchers working on this topic from the domestic compiler community. Aiming at opening the “black-box” of 
the polyhedral model, this paper conducts a survey on the “black magic” of polyhedral compilation. First, the underlaying theory behind 
the polyhedral model is introduced along with a desciption of the general compilation process and an overview of the research directions. 
Next, the research progress of the polyhedral compilation targeting on parallelism, data locality, and extensions in various application 
domains is presented. Last but not least, open challenges faced by the polyhedral community and potential research directions on this 
topic are disussed. The purpose of this work is to provide an important reference for the domestic compiler community by reviewing and 
summarizing current trends on the polyhedral compilation, and to promote Chinese compiler researchers in making progress on this topic. 
Key words:  polyhedral model; parallelism; locality; dependence; schedule; code generation; loop tiling; array contraction 

随着多核时代的来临,多核架构已成为当今处理器市场的主流.然而,由此引发的多核架构上的并行程序开

发也变得异常困难;对于传统的面向单核处理器开发的应用程序,如何将其移植到这些多核架构上,成为一项艰

巨的任务.与此同时,多核架构的出现为编译优化和代码生成提出了巨大的挑战,编译程序不仅要考虑如何发掘

程序的并行性,而且还要考虑如何提升程序的数据局部性. 
除此之外,不同处理器厂商针对各自的处理器架构设计并实现了相应的编程模型,无论是在多核架构上直

接开发并行应用程序还是实现传统单核应用程序的移植任务,程序开发人员除了要深入了解目标架构的细节

之外,还要越过处理器厂商设计的编程模型“门槛”. 
这些因素导致了并行应用程序的开发远远落后于处理器架构发展的这一事实,加之程序员固有的思维逻

辑使得串行程序的开发显得非常直观和自然.因此,直接在多核架构上开发并行应用程序的技术往往只被少数

人掌握.即便是专业人员,也不可能同时实现不同架构的并行应用程序开发.自动并行化工具是在多核架构上开

发并行应用程序的一种行之有效但非常具有挑战性的方法,这种方法通过将串行程序自动转换为并行程序,能
够让应用程序开发人员从复杂的并行代码编写任务中解脱出来,因此受到了广泛的关注. 

1   引  言 

基于多面体模型(英文翻译还可以对应为 polytope model、polyhedron model 等)的编译优化技术[1]是程序

自动并行化领域的一个研究热点,是解决程序自动并行变换的一种有效手段.与传统的并行化编译器中所采用

的幺模矩阵模型[2]相比,多面体模型具备以下几个方面的优点. 
(1) 应用范围广:幺模矩阵只能处理完美循环嵌套,而多面体模型对输入程序的约束更少,不仅能够处理

完美循环嵌套,而且对非完美循环嵌套的支持也比较完善. 
(2) 表示能力强:幺模矩阵只能表示循环交换、倾斜和反转等优化,而多面体模型除了能够处理上述循环

变换之外,还能自动实现包括循环分块、合并、分布等在内的几乎所有循环变换技术. 
(3) 优化空间大:幺模矩阵 1 次只能实现 1 种循环变换,而多面体模型允许同时实现多个循环变换,极大地

提升了并行化编译器优化程序的能力. 
得益于这些优点,基于多面体模型的编译优化技术代表了程序自动并行化领域众多方向最先进的水平,成

为国际上多个编译研发团队的研究热点. 
然而,在这些优点的背后是多面体模型兼备的难点:首先,多面体模型的抽象程度高,涉及集合与映射、谓词

逻辑等多个抽象解释领域的理论,多面体模型论文中的大量公式和抽象描述使研究人员很难理解;其次,多面体

模型的实现难度大,当前,几乎所有基于多面体模型实现的编译优化技术在实质上都是线性整数规划问题,不仅

难以实现,时间和空间复杂度也都很高;再次,多面体模型面临的问题多,考虑到多面体模型在发掘程序并行性

和数据局部性方面的能力,越来越多来自不同领域的应用程序对多面体模型提出了更高的要求,这给多面体模

型的扩展带来了许多挑战. 
上述问题阻碍了基于多面体模型的编译技术在发展相对滞后地区的普及,而我国在编译程序方面的研究

相对薄弱,最终形成了多面体模型发展至今已有约 30 年的历史,而国内专门从事多面体模型研究的团队屈指可
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数的现象.然而,随着多面体模型的不断发展和完善,从事编译程序开发的研究人员对多面体模型的渴求也越来

越强烈. 
为了打开多面体模型的“黑盒子”、揭开多面体模型的神秘面纱,本文对当前基于多面体模型的编译技术研

究进展进行了回顾和总结,揭示了该编译模型的原理,给出了基于多面体模型的编译流程;从多面体模型研究的

两个基本目标——程序并行性和数据局部性的角度展开描述,介绍了其中的相关概念和研究内容;对多面体模

型在其他领域上的扩展应用进行了梳理;在文章末尾,本文对多面体模型当前面临的挑战和潜在的研究方向进

行了探讨. 
本文是对基于多面体模型的编译优化技术进行系统、深入介绍的综述工作,目的在于通过对该研究问题的

回顾和总结,为国内从事编译技术研发的团队和人员提供重要参考,以期推动我国在该领域上的发展.为了便于

叙述,在无特殊说明的情况下,本文余下内容用多面体编译技术来指代基于多面体模型的编译优化技术,用多面

体编译工具指代基于多面体模型的编译器或编译工具和框架. 

2   概  述 

如上文所述,多面体编译技术具备多种优点,使得多面体模型在自动并行化领域得到广泛应用,其实质是利

用了多面体模型对程序中的循环进行抽象表示.本节内容将首先介绍多面体编译技术的抽象模型,然后给出多

面体编译工具的一般编译流程,最后概述多面体编译技术的主要研究内容. 

2.1   多面体模型 

多面体编译技术是指在循环边界约束条件下将语句实例表示成空间多面体,并通过这些多面体上的几何

操作来分析和优化程序的编译技术,这种模型称为多面体模型.多面体模型通常利用迭代空间(domain)、访存映

射(write and read)、依赖关系(dependence)和调度(schedule)表示程序及其语义.其中,迭代空间是循环中每条指

令在一次循环迭代下的语句实例集合,访存映射用于表示语句实例与访存数据之间的映射关系,依赖关系指访

存相同数据元素(其中至少有 1 个访存类型为写)的两个语句实例之间的偏序关系,调度则用于表示在满足依赖

关系的前提下语句实例之间的偏序或全序执行顺序. 
如图 1(a)所示循环嵌套,其对应的多面体表示如图 1(b),蓝色圆形对应 S1 的语句实例,红色正方形对应 S2 的

语句实例;图 1(c)中列出了该循环对应的迭代空间、调度、访存映射关系和依赖关系. 

     

 

Fig.1  A loop nest with its polyhedral representations 
图 1  循环嵌套及其对应的多面体模型 

多面体编译技术自 20 世纪 90 年代初发展至今,在程序自动并行化领域取得了许多突破,在许多方面代表

了这一领域当前最先进的研究水平.除了以 Pluto[3]和 PPCG[4]为代表的多面体编译工具外,多面体模型在标准开

发和商业应用中的影响也逐步增大,如 GCC 的 Graphite 框架[5]、LLVM 的 Polly 模块[6]以及多面体模型在

Open64[7]和 IBM XL[8]编译器中的应用.多面体模型不仅可以作为一个编译遍或者模块嵌入到通用编译器中,而
且还可以作为独立的编译工具,实现从源程序到源程序的翻译流程.这种独立性和兼容性,使多面体编译技术得

(a) 示例循环嵌套 (b) 图 1(a)循环嵌套的多面体表示 (c) 图 1(a)循环嵌套的集合与映射 
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到了更广泛的关注和应用. 
随着针对多面体模型研究的不断发展,多面体编译工具形成了一套编译流程.如图 2 所示为多面体编译工

具的一般编译流程,虚线框内部分为多面体编译工具的构成部件.多面体编译工具可以用源程序作为输入语言,
也可以以通用编译器中间语言作为输入;多面体编译工具的输出可以是源程序或者中间语言,中间语言可以再

返回给上层通用编译器,而输出的源程序可以是添加了编译指示或者任意满足目标编程规范的代码. 

 

Fig.2  A general compilation process of polyhedral compilers 
图 2  基于多面体模型的一般编译流程 

多面体编译工具主要由 3 个部分组成. 
• 首先,抽象分析构成多面体编译工具的前端,其作用是从输入语言中识别并抽取满足多面体表示约束

的程序段,将该程序段表示成多面体形式,并计算迭代空间和访存映射;然后,根据迭代空间和访存映

射,通过调用线性整数规划过程计算依赖关系. 
• 其次,调度变换构成多面体编译工具的中间优化部分,其作用是在满足依赖关系的前提下,通过调用线

性整数规划过程,计算一个充分利用目标程序语言和体系结构特点的调度,循环变换的结果也通过调

度变换实现. 
• 最后,代码生成构成多面体编译工具的后端,该部分的任务可以再细分为两个阶段:第 1 阶段以迭代空

间和调度为输入,借助线性整数规划过程生成抽象语法树;第 2 阶段则是根据目标程序语言规范将抽

象语法树转变成最终代码. 
线性整数规划过程贯穿于多面体编译工具的整个流程,这是因为多面体编译工具的每个阶段最终都可以

转化成线性整数规划问题的求解过程,本文后续内容将对这个问题进行具体描述.因此,多面体编译工具可以看

作是一个多次重复解决线性整数规划问题的过程,而线性整数规划问题是一个 NP 难问题,由此可见多面体编

译技术的实现难度. 

2.2   研究内容 

多面体编译的研究内容与图 2 所示的编译流程紧密相关.作为多面体编译工具的前端,抽象分析需要对输

入语言进行分析,如果输入程序段满足静态仿射约束,那么将该程序段表示成空间多面体形式.这里的静态约束

是指能够在编译阶段判定并能用有限的集合和映射表示程序的控制流和依赖关系.这些集合和映射最终构成

多面体模型的迭代空间、访存映射、依赖关系和调度. 
与标准编译器相同,多面体编译工具的前端不需要或很少对程序进行优化,抽象分析阶段通常以库实现的

方式出现在不同多面体编译工具当中,如 pet[9]、clan[10]和 Polly 是当前多面体编译工具中最常用的 3 个抽象分

析库.其中,pet 和 clan 是面向源程序设计的抽象分析库,Polly 是面向中间语言设计的抽象分析库. 
为了扩展多面体模型的表示能力,来自国防科技大学的研究团队[11]曾从抽象解释领域对多面体凸集构造

问题进行了研究.除此之外,依赖关系分析是多面体编译工具前端的一个重要研究内容,在多面体编译研究初
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期,研究人员投入了大量的精力来提升依赖关系分析的能力. 
调度变换阶段是多面体编译工具的核心,从多面体模型的几何表示角度来讲,调度变换过程是将程序多面

体进行空间几何形状变换的过程,其目的是使变换后的多面体具备更好的程序并行性和数据局部性,而变换的

过程就是各种循环变换的组合优化过程. 
调度变换也是多面体编译工具最复杂的一个阶段:首先,调度变换与前端计算的依赖关系密切相关,因为调

度不仅要满足程序必要的依赖关系来保证变换过程中的程序语义,还要利用部分依赖关系来达到提升数据局

部性的目的;其次,调度变换不仅需要考虑所有的循环变换及这些循环变换的组合优化,而且要利用这些循环变

换开发不同层次、不同粒度的并行性;再次 ,调度变换还要为后端代码生成的各种需求提供支持 ,例如生成

CUDA 代码时,线程块内线程之间的同步指令的生成. 
代码生成阶段的研究内容主要集中在从多面体表示到抽象语法树的生成部分,因为从抽象语法树到最后

目标程序语言的代码生成只需要根据抽象语法树向目标文件中输出相关指令语句即可.抽象语法树的生成以

变换后的调度和迭代空间为输入,前者规定了指令语句的执行顺序,后者限定了循环的边界和控制流的判定条

件.从多面体表示到抽象语法树的生成过程也被称为多面体扫描,多面体的扫描方式和生成代码的优化是这部

分的主要研究内容. 
除了围绕上面 3 个阶段展开研究之外,线性整数规划工具是整个多面体编译工具的基础和各项研究内容

的核心.和抽象分析库一样,线性整数规划工具一般以库的形式封装在多面体编译工具内.根据需求不同,各种

线性整数规划工具的功能也不尽相同,目前,在各种多面体编译工具中使用的线性整数规划工具包括 isl[12]、

Omega[13]、PIP[14]、Polylib[15]和 PPL[16]等. 
上述几个研究内容主要针对程序并行性这一目标展开研究.随着多核和片上存储技术的不断演化,数据局

部性成为多核架构上影响程序性能的关键因素,因此,提升数据局部性成为多面体模型甚至是程序自动并行化

领域的另一研究目标.针对数据局部性,多面体编译研究人员也展开了大量的研究,这部分研究内容主要包括循

环分块和数组压缩. 
除此之外,多面体模型在其他领域中也不断得到渗透,包括在迭代编译、领域特定语言以及与运行时技术

相结合的应用.因此,本文余下内容将从程序并行性、数据局部性以及多面体模型在其他领域的研究现状展开

叙述.第 3 节针对以开发程序并行性为目的的研究内容进行描述,包括依赖关系分析、调度变换和代码生成.第
4节介绍以数据局部性为目的的研究内容,包括循环分块和数组压缩.第 5节陈述多面体模型在其他方向上的应

用,包括迭代编译、针对多面体模型的优化和扩展、面向不同体系结构的后端、领域特定语言以及与运行时技

术相结合等几个方面的内容.第 6 节分析多面体编译技术当前面临的挑战,并根据当前研究现状和现有的研究

经验,探讨未来可能的研究方向.第 7 节总结全文. 

3   程序并行性 

多面体模型研究初期,多核技术的发展还处于初期阶段,为了简化模型,研究人员往往忽略通信或同步开

销.然而,多核架构在当今市场上已随处可见,早期的一些多面体编译技术已不再适用于当前的体系结构;与此

同时,随着多面体模型自身的发展,一些技术也已过时或被淘汰.限于篇幅,本文将主要针对最近十几年的多面

体编译技术研究现状进行阐述;对于早期的多面体编译研究工作,将介绍开创性工作和目前仍在多面体编译研

究领域中发挥重要作用的技术. 

3.1   依赖关系分析 

依赖关系是实现程序自动并行化的基础,包括循环变换在内的任何重排序变换只有在满足依赖的基本定

理的前提下才是合法的[17].同样地,依赖关系分析在多面体编译技术中也发挥着至关重要的作用;不仅如此,多
面体编译技术对依赖关系分析结果的精度要求更高,因为多面体模型考虑的是语句在循环一次迭代下的实例

与另一个循环迭代中实例之间的依赖关系. 
Feautrier[18]面向多面体模型首次实现了一项精确的依赖关系分析技术.Feautrier 指出,从循环嵌套内一个
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语句实例 S1 到另外一条语句实例 S2 之间存在依赖,必须满足 4 个条件:(1) S1 和 S2 访存同一地址单元;(2) S1 和

S2 之中至少有 1 个是向该地址单元写入数据;(3) 存在一条从 S1 到 S2 的程序执行路径;(4) S1 是所有满足前面 3
个条件中程序执行路径上离 S2 最近的一个语句实例.这种将依赖关系的分析结果从语句精确到语句实例的方

法被称为数据流分析. 
数据流分析比传统的依赖关系分析技术如 Omega 测试[19]更精确,原因在于传统的依赖关系分析只考虑上

述 4 个条件中的前 3 个,也就是说,传统的依赖关系分析只能精确到语句.虽然 Omega 测试本身是作为传统依赖

关系分析出现,但 Omega测试本身也可以看作是利用多面体模型来分析依赖关系的过程,因此,Omega测试很容

易扩展成数据流分析[20],也可以扩展成一种线性整数规划工具[13]. 
Maydan 等人[21]对 Feautrier 提出的数据流分析进行了进一步优化,提出了终写树的概念.Malsov[22]根据第 4

个约束条件,从程序执行路径上从后向前逆向寻找满足条件的依赖源点,在保证精确性的前提下,优化了时间复

杂度.这些数据流分析技术在当前的多面体编译工具中仍发挥着重要作用,也将依赖关系的研究领域进一步细

化为数据依赖关系和存储依赖关系. 
由于数据流分析将依赖关系的分析结果从语句精确到语句实例,因此,其实现复杂度在传统依赖测试算法

的基础上更难,这使得数据流分析在很长一段时间内只能适用于代码量很小的程序片段.Vasilache 等人[23]在大

型测试集上实现了数据流分析,并利用分析结果计算出不同循环变换组合下潜在的依赖冲突,保证了生成代码

的正确性;该技术后来被应用到 GCC 的 Graphite 模块中,用以消除存储依赖关系对开发程序并行性带来的负面

影响[24]. 
多面体模型中的依赖关系分析为许多并行编程模型的分析和优化提供了基础.例如,Pellegrini 等人[25]利用

多面体模型的依赖关系分析结果来实现 MPI 程序的通信优化;Yuki 等人根据同样的思想,提出了 X10 程序的数

据流分析技术[26].这些工作的实现,进一步拓展了多面体模型的应用,尤其是数据流分析在其他编程模型方面发

挥的作用. 
除了提升依赖关系分析结果的精确性以外,多面体模型中的依赖关系分析研究工作还包括对特定的循环

变换消除伪依赖,如,Baghdadi 等人面向循环分块提出了一种存储依赖消除的方法[27];Verdoolaege 和 Cohen[28]

基于该技术实现了一种活跃变量生命周期的分析,在一些特定环境下能够提升调度算法的能力. 
Omega 测试代表了传统依赖关系分析技术最先进的水平,而多面体编译中的数据流分析则可以看作是

Omega 测试的一种扩展.Omega 测试是求解线性整数规划问题的过程,所以多面体编译中的依赖关系分析也是

一个线性整数规划问题的求解.由于精度要求的提高,多面体编译中的数据流分析的复杂度也比传统的依赖关

系分析复杂度要高. 

3.2   调度变换 

调度变换是多面体编译技术的核心.调度变换是指在满足依赖关系的前提下,将一种调度转换成另外一种

调度的过程.在程序自动并行化领域,这种变换过程一般是以提升程序的并行性和数据的局部性为目的.对于多

面体编译工具而言,循环嵌套内的语句首先被表示成空间多面体形式,然后才进行后续分析和变换;多面体模型

上的调度变换实质上就是多维空间几何的变基过程. 
如图 3(a)所示是一维空间上 stencil 计算的循环嵌套.stencil 计算是一种通过利用空间上某一点的近邻元素

对该点元素进行迭代更新的过程,在计算流体力学、图像处理、偏微分方程等领域都有十分广泛的应用,因此

也是多面体编译技术优化的主要对象之一. 
图 3(b)是该 stencil 计算调度变换前的空间多面体表示及其依赖关系,以 t 轴和 i 轴为该迭代空间的基;图

3(c)是调度变换后的空间多面体表示及其依赖关系,以 t 轴和 t+i 轴为该迭代空间的基.图中每个点代表一次计

算迭代,蓝色箭头表示迭代计算之间的依赖关系.在图 3(b)中,所有沿 i 轴平行的点都可以并行执行,但如果不对

该循环嵌套进行循环变换的话,无法实现沿 t 轴和 i 轴方向的循环分块,这样就无法利用 t 轴上的数据局部性.对
于图 3(c),t+i 轴上的点并行性仍存在,与此同时,沿着 t 轴和 t+i 轴的方向对迭代空间进行分块不会导致分块后的

两个子区间存在依赖环,因此该图对应的调度可以有效利用 t 轴上的数据局部性.对比图 3(b)和图 3(c)不难发现,
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该调度变换就是通过循环倾斜将原有的基(t,i)变换成新的基(t,t+i). 

 

(a) 一维空间上的 stencil 计算 

   

 

Fig.3  One dimensional stencil computation with its polyhedral representations before and after scheduling 
图 3  一维空间上的 stencil 计算及其调度变换前后的多面体表示 

上述内容说明了调度变换的过程,从多面体模型被提出至今,研究人员针对调度变换进行了深入的研究,调
度变换算法也可以分为 3 类. 

(1) Feautrier 调度算法 
Feaurtrier 最先针对多面体模型中的调度变换问题展开了研究[29,30],该算法将循环迭代抽象成执行序列,循

环迭代在空间多面体上的坐标表示可以看作是该循环迭代对应的时间节点.由于输入的循环嵌套是串行程序,
因此每个循环迭代都有唯一的坐标表示,即输入循环嵌套的每个迭代都有唯一的时间节点.Feautrier 调度算法

的思想就是在满足依赖关系的前提下,对每个循环迭代计算一个新的执行时间节点,经过 Feautrier 调度算法变

换后的循环迭代按照该执行时间节点按序执行.由于 Feautrier 调度算法可能对一些循环迭代的时间节点进行

修改,因此调度变换后,不同的循环迭代可能具有相同的时间节点.此时,这些循环迭代就可以被并行执行,但不

同的循环迭代在空间上被分布到不同的处理器上,以此达到提升程序并行性的目的.Feautrier 调度算法先对时

间进行排序,然后再对空间进行划分,所以对于循环嵌套,该算法计算的调度往往实现的是内层循环的并行. 
与此同时,由于循环嵌套外层被抽象成时间,外层循环串行执行,因此该算法计算出的调度无法直接沿外层

时间调度进行循环分块,在局部性问题上具备一定的缺陷.为弥补 Feautrier 调度算法的这一不足,Griebl 等人[31]

实现了一种前向通信算法,其思想是:当所有时间调度上的依赖方向都与程序执行顺序相同时,对时间调度进行

分块,从而避免因循环分块导致的时间调度方向上的依赖环. 
(2) 基于划分平面的调度算法 
Feautrier 调度算法的前提是处理器之间的通信或同步开销相对于计算可以忽略或完全不计,其计算结果

也往往是趋向于内层并行,通信和同步频率较大,然而这个前提条件在当今多级存储的体系结构环境下显然不

再适用. 
由于调度变换实质上是变基过程,如图 3 中所示将原基(t,i)变换新基(t,t+i),因此调度变换就是计算将原基

(t,i)变换成新基(t,t+i)所需的一个 2×2大小的矩阵.Lim等人提出了一种以外层并行为目的的调度算法[32,33],其思

想是:将该矩阵抽象成多面体,构成该矩阵的每一行抽象成不同的划分平面,那么调度变换的过程就可以转换为

计算每一个划分平面的所有元素的过程.由于调度变换需要满足依赖关系,因此每个划分平面与依赖距离向量

的乘积必须大于等于 0,从而所有的划分平面和依赖距离向量的乘积可以构成多个不等式,这些不等式构成计

算线性整数规划问题的前提条件,最终利用线性整数规划工具计算出一个满足所有不等式的整数解集合,即矩

阵的所有元素.在计算划分平面的过程中,该算法尽量让依赖关系在内层得到满足,这样,外层划分平面对应的

(b) 调度变换前的空间多面体表示 (c) 调度变换后的空间多面体表示 
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循环就可以被并行执行,从而提高并行粒度,并减少通信和同步频率. 
(3) Pluto 算法 
Lim 等人提出的划分算法虽然能够提高并行性,并减少通信和同步开销,但这种最优化是将通信数据量最

优化到某个阶,如将通信数据量从 c1n3 降低到 c2n2,其中,c1 和 c2 为常数系数,n 为通信数据相关变量.也就是说, 
Lim 等人的调度算法没有实现常数系数 c2 的最小化.针对这一问题,Bondhugula 等人[34]设计了一种以通信数据

量最优化为目的的代价模型,并基于该代价模型依次求解调度变换所需的划分平面.与 Lim 等人基于划分平面

的算法思想相同,该算法也是以计算出为寻求变基的矩阵中所有元素为目的,不同的是,该算法在上述多个不等

式的基础上又添加了一个由循环边界等程序常数参数限定的不等式,这个新的不等式就是该算法的代价模型.
这种代价模型的引入,导致线性整数规划过程未知变量的个数有所增加,但计算出来的矩阵与 Lim 等人计算出

的矩阵不同,最终得到的调度变换结果也比 Lim 等人计算的调度具备更少的通信量.该调度算法是实现 Pluto 编

译器的核心内容,因此被称为 Pluto 算法.同时,由于该算法中引入了代价模型,在一些文章中也用基于代价模型

的调度变换算法来指代 Pluto 算法. 
Pluto 算法的代价模型实现了通信数据量常数系数的最优化,但该算法求解出的划分平面中不允许负数的

存在,因此,Pluto 算法无法实现循环反转或带有负数系数的循环倾斜.为了弥补 Pluto 算法的不足,Acharya 等人

在 Pluto 算法基础上实现了 Pluto+算法[35,36]. 
上述几种调度变换算法具有不同的使用范围,但在多面体编译工具中,这些调度算法有时会协同工作,以期

获得最优的调度变换结果.例如,PPCG 中不仅可以调用 Pluto 算法,也可以调用 Feautrier 调度算法,这样可以满

足不同并行层次的挖掘. 
然而,调度变换也是一个线性整数规划问题.调度变换可被看作是求解由划分平面构成的矩阵中所有元素

的过程,求解新的调度需满足程序的依赖关系,这种约束被抽象成该矩阵与依赖向量之间的矩阵向量乘运算,运
算结果的每个分量都大于等于 0.将这些约束构成的不等式传递给线性整数规划工具,由线性整数规划工具计

算出满足这些约束条件的最小解.因此,调度变换的时间复杂度较高.如何降低调度变换的时间复杂度,也是研

究人员关注的一个话题,例如,Upadrasta 和 Cohen[37]实现了一种在多项式时间内计算简单调度变换的算法. 

3.3   代码生成 

代码生成也称为多面体扫描,是多面体编译技术面向不同目标平台实现优化的依据.与调度变换不同,代码

生成并未对程序进行变换,因此不需要考虑依赖关系.代码生成的输入是调度变换阶段生成的调度以及程序原

有的迭代空间.代码生成的任务就是将迭代空间上的每个点,按照调度指定的顺序和规则生成抽象语法树.代码

生成的核心问题是如何生成每个循环的边界以及如何生成每个控制流的判定条件. 
多面体模型的代码生成可以划分为两种方法,为便于说明,假设有如图 4(a)所示的迭代空间,其中,红色正方

形代表语句 S1的所有迭代,蓝色圆形代表语句 S2的所有迭代.我们将利用该图来说明两种代码生成方法的不同. 
(1) 聚合代码生成方法 
经过调度变换算法之后,程序在新基上进行多面体表示,而代码生成将对这个新的多面体表示进行扫描.在

对多面体表示进行扫描时,最关键的问题是如何生成循环的边界,即如何确定多面体的区间. 
Ancourt 和 Irigoin[38]提出的方法是多面体模型代码生成方面的开创性工作,他们的方法主要针对单个循环

嵌套进行分析,在生成循环边界时,利用 Fourier-Motzkin 消去法由外向内依次生成循环的边界.这种方法仅适用

于完美循环嵌套,并且要求循环内所有语句的调度完全一致.此外,该方法还要求循环步长为 1. 
尽管 Ancourt 和 Irigoin 的方法有很多局限性,但是该方法的思想为后续聚合代码生成方法提供了依据.虽

然后来有一部分学者针对上述局限性(如循环步长必须为 1 的情况)进行了完善,但这些方法生成的代码都是一

个完美循环嵌套下包含多个控制流的形式,这些控制流用于保证生成的代码只执行必要的迭代. 
Kelly 等人针对 Ancourt 和 Irigoin 的方法要求循环内所有语句都必须采用完全相同调度的问题,提出了一

种通过代码复制来降低或消除完美循环嵌套中控制流开销的代码生成方法 CodeGen+[39].对于采用不同调度的

语句,如图 4(a)所示的两个语句 S1 和 S2,其对应的多面体表示不完全一致,因此,CodeGen+算法首先计算出这两
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个多面体表示的凸包,如图 4(b)所示,该凸包对应一个完美循环嵌套;与 Ancourt 和 Irigoin 的方法不同,CodeGen+
算法是在必要时将完美循环嵌套分成多个部分,从而生成非完美循环嵌套,这样可以避免生成的代码先迭代整

个凸包然后再利用控制流语句来消除凸包内的无用迭代的问题. 
由于 CodeGen+算法是先计算语句多面体表示的凸包然后再由最内层循环依次向上来消除控制流开销的

过程,因此我们将此类方法称为聚合代码生成方法.Ancourt和 Irigoin的方法及其改进可以看作是聚合代码生成

的特例.Chen[40]在 CodeGen+算法基础上实现了一种对生成代码控制流开销和代码规模进行折衷的方法,该方

法与 Presburger 运算结合,使 Codegen+算法可以在迭代空间上实现各种复杂的优化策略.Codegen+算法是

Omega 库的代码生成算法. 
(2) 分割代码生成方法 
与聚合代码生成方法首先计算多面体凸包的方法不同,Quilleré 等人提出了一种首先对语句多面体表示进

行分割,然后再逐个扫描这些多面体的代码生成方法[41].如图 4(c)所示是这类方法对多面体表示进行分割的示

意图,该方法首先将语句 S1 和 S2 的多面体表示分割成 3 个部分,其中,R1 部分只包含语句 S1 的迭代,R2 部分同时

包含语句 S1 和 S2 的迭代,R3 部分只包含语句 S2 的迭代.对这 3 部分依次扫描后,可以得到 3 个不同的循环嵌套,
并且无需对生成的代码进行控制流语句的消除.一般情况下,相对于聚合代码生成方法,Quilleré 等人的算法生

成的代码规模较大. 
Bastoul[42]将 Quilleré 等人提出的分割算法进行改进后,实现了一个代码生成工具 CLooG,被包括 Pluto, 

PPCG 在内的多个多面体编译工具作为代码生成阶段的算法.Bastoul 不仅在 CLooG 中实现了 Quilleré 等人的

算法,而且针对生成代码规模较大的问题进行了优化.由于代码生成算法依赖于变量消去法,因此即使利用分割

代码生成方法也存在大量的控制流.针对这个问题,Vasilache 等人[43]对 CLooG 算法进行了改进,该方法同时考

虑了循环变换本身的特征,例如利用循环分段(strip-mining)的特征来消除取模操作带来的控制流开销.针对

CLooG 算法中无法避免的控制流开销问题,Razanajato 等人[44]提出了一种在 CLooG 算法基础上再进行分割的

方法,即对图 4(c)中分割出的 3 个部分再进行分割,该方法目前还在研发当中. 

     

 

Fig.4  An illustrative iteration space and its diagrams of different code generation algorithms 
图 4  示意迭代空间及其代码生成方法示意图 

随着面向异构系统的多面体编译工具 PPCG的诞生,多面体模型的代码生成对存储布局优化和代码多版本

控制有了更明确的要求.Grosser 等人[45]基于分割多面体表示的思想,针对 PPCG 的代码生成模块进行了优化,
不仅实现了代码生成阶段的微调功能,使得生成的代码在规模和控制流上得到了改进,而且他们还设计了调度

树表示来支持异构系统编程模型中线程之间同步语句的生成. 
无论是聚合代码生成方法还是分割代码生成方法,其实质上都是线性整数规划问题.这是因为这些代码无

论是通过聚合还是分割之后,都要扫描 1 个或多个多面体表示,而扫描单个多面体表示时需要利用变量消去法

(a) 示例迭代空间 (b) 聚合代码生成 (c) 分割代码生成 
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逐步求解循环边界,这个过程实质上是一个线性整数规划问题.以 Ancourt 和 Irigoin 提出的方法为例,该方法使

用 Fourier-Motzkin 消去法来消除变量,其他变量消去法还包括对偶单纯形法等. 

4   数据局部性 

在多面体编译技术研究初期,利用多面体模型发掘程序的并行性是其最主要的研究内容.随着异构系统和

多级存储结构的发展,数据局部性成为影响程序性能的另一个关键因素.循环分块和数组压缩是多面体编译技

术中面向数据局部性研究的两种最重要的技术,可以通过基于划分平面的调度算法计算出满足条件的循环分

块和数组压缩方案[46],因此,循环分块和数组压缩也可以看作是求解线性整数规划问题的过程. 

4.1   循环分块 

循环分块是指通过增加循环嵌套的维度来提升数据局部性的循环变换技术,循环分段可以看作是循环分

块在单层循环上的特例,区别是循环分块需在循环分段的基础上再进行循环交换.循环分块是多面体模型提升

数据局部性最关键的一个循环变换[47],也是多面体编译技术核心内容——调度变换的主要目标之一.循环分块

的研究可以分为面向分块形状的研究和面向分块大小的研究. 
当前最先进的调度变换算法,如 Pluto 算法可以自动实现循环分块,然而这些分块技术往往只能实现简单的

平行四边形分块.如图 5 所示是 Pluto 算法对图 3(a)中所示一维 stencil 计算实现的循环分块,当以调度变换前的

基为参照时,分块为平行四边形,如图 5(a)所示;如果以调度变换后的基为参照,则分块仍是长方形,如图 5(b)所
示.当描述分块形状时,往往是以调度变换前的基为参照. 

 
(a) 以调度变换前的基为参照的分块示意图 

 
(b) 以调度变换后的基为参照的分块示意图 

Fig.5  Diagrams of rectangular tiling and parallelogram tiling 
图 5  长方形分块和平行四边形分块示意图 

平行四边形分块虽然提升了数据局部性,但分块之间只能实现流水并行.为了克服平行四边形分块的缺点,
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使循环分块后分块之间也能完全并行,研究人员在多面体模型下研究了以下 3 种形状的循环分块. 
(1) 交叉分块和分裂分块 
Krishnamoorthy 等人针对 stencil 计算提出了交叉分块和分裂分块[48],如图 6(a)和图 6(b)所示分别是交叉分

块和分裂分块的示意图.对于交叉分块,其实质是先实现平行四边形分块(如图 6(a)中虚线所示是原来平行四边

形分块形成的形状),然后对于每个分块,将在前一个分块内的所有依赖源点也划分到该分块中,这样就形成了

两个分块之间的交叉.由于每个分块所需的依赖源点都在该分块内,因此水平方向上的分块都可以并行执行,但
交叉部分被重复计算. 

为了消除交叉分块导致的冗余计算问题,可以将交叉分块进行分裂,如图 6(b)所示,原来交叉的部分作为分

块的第 1 阶段,未交叉部分作为分块的第 2 阶段.将分块分裂后,水平方向上所有分块的第 1 阶段先并行执行,然
后再并行执行所有分块的第 2 阶段.分裂分块的两个阶段之间必须串行执行. 

  

 

Fig.6  Diagrams of overlapped tiling and split tiling 
图 6  交叉分块和分裂分块示意图 

Krishnamoorthy 等人在 CPU 上实现了这两种循环分块方法,为了能够在 GPU 上实现分块之间的并行, 
Holewinski 等人[49]在 GPU 上实现了交叉分块,Grosser 等人[50]则在 GPU 上实现了分裂分块. 

(2) 钻石分块 
Bandishti 等人[51]针对 stencil 计算提出了钻石分块,如图 7 所示是钻石分块的示意图.与交叉分块和分裂分

块不同,钻石分块不会试图寻找平行四边形分块,而是通过 Pluto 算法寻找能够满足钻石分块的划分平面,然后

沿着这些划分平面对迭代空间进行划分,从而得到如图 7 所示的钻石形状的分块.图中所有相同颜色的分块都

可以并行执行. 

 

Fig.7  Diagram of diamond tiling 
图 7  钻石分块示意图 

由于钻石分块既没有重复计算的问题,也不会涉及到块内分裂而不同阶段必须串行执行的麻烦,因此,钻石

分块被扩展到其他计算领域.Pananilath 等人 [52]利用钻石分块来优化计算流体力学中的格子玻尔兹曼方法, 
Ghysels 等人[53]利用钻石分块来优化数值分析中求解微分方程的多重网格方法,Bondhugula 等人[54]对潜水方程

的有限差分模型进行了优化. 

(a) 交叉分块示意图 (b) 分裂分块示意图 
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为了保证分块之间能够并行执行,钻石分块往往会排除 Pluto 算法计算出的最优调度变换划分平面,这些由

Pluto 算法计算出的最优划分平面虽然在并行性上不如钻石分块计算出的划分平面,但在数据局部性上优于后

者.当利用钻石分块计算出的划分平面对调度进行变换后,分块内的循环迭代可以再使用 Pluto 算法来提升数据

局部性.针对这个问题,Shretha 等人[55]提出了一种实现钻石分块后再对分块内进一步分块的多级分块技术. 
(3) 六角形分块 
Grosser 等人[56]面向 stencil 计算提出了六角形分块.如图 8 所示是六角形分块的示意图.钻石分块可被看作

是六角形分块的一种特殊形式,与钻石分块相比[57],六角形分块的顶端可以沿着水平方向按需扩展,这种可扩展

性带来的好处是,分块内部一次迭代中可以使用向量化等手段实现分块间和分块内的多级并行. 

 

Fig.8  Diagram of hexagonal tiling 
图 8  六角形分块示意图 

在处理多维 stencil 计算时,Grosser 等人只在时间和空间的第 1 维上进行六角形分块,而在剩余的空间维度

上进行平行四边形分块,这种混合分块模式在保证分块之间沿时间维上的并行性的同时,减少了生成的代码中

控制流开销,提升了程序的性能.这种混合分块模式也为后续研究提供了基础,Bondhugula 等人[58]将这种混合模

式应用到钻石分块中. 
分块大小是多面体模型下循环分块的另一个研究内容.循环分块的大小往往与目标体系结构的参数相关,

如果在生成分块代码时指定静态参数,那么用户必须通过多次调整参数大小来确定最佳选择.循环分块的大小

无法在编译阶段获得,因此研究人员要解决的问题是如何生成循环分块大小为运行时参数的代码. 
针对该问题,Renganarayanan 等人[59,60]通过将这些约束分块间和分块内的边界添加到代码生成阶段的线

性整数规划问题中,利用代码生成工具生成分块大小为运行时参数的代码.Kim 等人[61]在 Renganarayanan 等人

工作的基础上实现了多级循环分块带有运行时参数分块大小的代码自动生成,但他们的方法只能处理完美循

环嵌套. 
Hartono 等人[62]实现了非完美循环嵌套带有参数分块大小的代码自动生成,但他们的方法生成的代码只能

串行执行,也就是说,他们的工作只关注如何提升数据局部性;之后,为了提升程序的并行性,他们又在前期工作

基础上实现了并行代码的自动生成[63]. 
Mehta 等人[64]在多级分块的基础上,在代码生成时将分块内的向量化问题也考虑在内,基于 Pluto 编译器实

现了一个循环分块的代码生成算法.与前面几个方法生成带有运行时参数的循环分块大小不同,Mehta 等人的

方法是根据目标体系结构计算出一个最优的循环分块大小,生成的代码中并不包含动态参数. 
无论是面向分块形状的研究还是面向分块大小的研究,这些问题实质上都是线性整数规划问题.这是因为:

首先,循环分块形状的选择是通过调度变换的划分平面寻找到分块的方向,调度变换本身是线性整数规划问题,
所以循环分块形状的选择也是线性整数规划问题;其次,循环分块大小的选择则是通过向代码生成的线性整数

规划问题添加新的约束来生成带有参数的循环分块大小,因此循环分块大小的研究也是线性整数规划问题. 
另一个值得一提的问题是关于循环分块形状的参照基.当前,所有的循环分块形状都是参照调度变换前迭

代空间的基来描述的.事实上,如果以调度变换后的迭代空间的基为参照,那么这些循环分块在调度变换后的迭

代空间上仍然是长方形.因此,循环分块形状的选择实际上也是调度变换的过程. 
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4.2   数组压缩 

如图 3(a)所示的 stencil 计算代码,迭代过程中使用了与语句迭代实例个数相同的数组,即该代码中语句实

例的个数与其写入数组元素的个数相同,每个语句迭代实例都向各自的数组元素中写入数据.因此,迭代空间和

数据存储空间是完全一致的,如图 9(a)是图 3(a)所示 stencil计算的数据存储空间示意图,其中最后一次迭代存储

的数据构成该循环嵌套的向下暴露集. 
在多核架构和多级存储结构中,缓存空间往往十分有限,如果程序所需的数据存储空间大于缓存空间,存储

延迟会成为阻碍程序性能提升的关键.因此,为了减少程序的数据存储空间,研究人员考虑的问题是数据存储空

间是否有必要和语句迭代空间完全一致.如图 9(a)所示,向下暴露集中的数据必须在计算结束后仍处于活跃状

态,而所有中间迭代写入的数据都是临时数据.数组压缩研究的问题就是如何根据临时数据活跃变量周期之间

的关系来减少数据存储空间的大小. 
多面体模型中的数组压缩基于数组下标冲突关系[65]设计实现.数组下标冲突是指不同数组下标对应的数

据元素在相同调度下同时处于活跃状态而不能存储在同一个地址单元的冲突,由所有这样的数组下标构成的

集合称为数据冲突集.如图 9(b)所示是图 9(a)中数据中的冲突关系,红色弧形双向箭头代表一次迭代中数据之

间的冲突关系,绿色直线双向箭头代表不同迭代之间数据之间的冲突关系. 
从图 9(b)中可以看出,相同迭代内任意两个数据之间都存在冲突关系,因此数据沿空间方向无法压缩;不同

迭代内的数据,由于当前迭代写入的数据只和上一次迭代的数据之间存在冲突关系,因此只有相邻两个迭代之

间的数据无法存储在同一个数据单元.从而可以得到如图 9(c)所示的代码,该代码需要存储的数据个数为 2N,当
迭代次数较多时,这种技术可以极大地减少所需的存储空间. 

   

 

 

(c) 数组压缩后一维空间上的 stencil 计算 

Fig.9  Diagrams of the data space and conflict relations of the one-dimensional stencil computation 
and its transformed code 

图 9  一维 stencil 计算数据存储空间和数组下标冲突关系示意图及其变换后的代码 

当前多面体模型下的数组压缩大多都是利用上述模运算来压缩数据空间,主要可以分为 3 类. 
(1) 基于 UOV(universal occupancy vector)的压缩方法 
在还没有数组下标冲突关系的定义以前,Strout 等人[66]提出了一种基于全局共享向量 UOV 的数组压缩方

法.所谓全局共享向量,是指能够利用相同存储单元存储但相互之间有依赖关系的两次迭代之间的依赖向量,由
于 stencil 计算的特性,这种依赖关系可以扩展到整个数据空间.对于具有全局共享向量的两次迭代,依赖汇点必

须在依赖源点的生命周期结束之后才能执行,也就是说,依赖汇点不仅与依赖源点之间存在冲突,而且与依赖源

点在其生命周期内所有的读引用存在冲突,这种传递冲突关系的过程称为传递闭包. 
全局共享向量具有较大的局限性:首先,全局共享向量在整个数据空间上必须一致;其次,向量的每个分量

必须是常数.Thies 等人[67,68]扩展了 Strout 等人的工作,用调度变换的方法计算更一般的依赖关系条件下的数组

(a) 数据空间存储 (b) 迭代间和迭代内数组下标冲突关系 
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压缩问题,但是他们的调度变换算法只能压缩多维数组的某一维. 
(2) 基于格的压缩方法. 
Darte 等人[65]对数组下标冲突关系给出了定义,并在此基础上提出了基于格的数组压缩方法,其主要思想

是利用格求解能够将数组空间压缩到最小维度的模运算映射函数.假设 n 维空间上有 m 个线性无关整数向量,
用这 m 个线性无关整数向量构成一组基,那么该 n 维空间上所有能用该组基表示的整数集合被称为一个 m 阶

格.另一方面,他们将模运算映射函数抽象成范畴论中的态射问题,利用态射问题的核与格之间的关系求解模运

算映射函数,并最终计算出满足条件的模运算映射关系. 
Alias 等人[69]对基于格的压缩方法进行了实现:首先,利用 ROSE 编译器中的 Bee 模块来分析程序中活跃变

量的生命周期等相关信息;然后,再利用 Cl@k 工具来寻找满足条件的格,并由此求解最终的模运算映射.最近, 
Darte 等人对他们提出的这种基于格的方法进行了扩展[70],用于处理循环分块、流水并行等情况下的数组压缩

问题.基于格的数组压缩方法主要的问题在于只能处理数组内的压缩. 
(3) 基于划分平面的压缩方法. 
Lefebvre 等人[71]是多面体模型下面向数组压缩研究的先驱,他们的工作为后续研究奠定了基础.他们最主

要的贡献在于提供了一种实现数组压缩的充分条件,即在进行数组压缩之前需要将数据空间扩展成与语句迭

代实例一一对应的大小,以此消除反依赖和输出依赖的影响,然后沿着数据空间的基的方向寻找模运算的基,所
有模运算的基的乘积就是压缩后的数组空间大小.他们还利用相交图的方法给出了一种数组之间空间压缩的

方法. 
Lefebvre 等人的方法只能沿着数据空间基的方向寻找模运算的基,即他们的方法只能沿着图 9(a)中 t 轴和

i 轴的方向压缩数组.为了解决这个问题,Bhaskaracharya 等人[72]将数组压缩问题转换成寻找数据空间上的划分

平面问题,利用类似调度变换的方法来寻找任意方向上数据压缩的可能性.他们的方法在处理数组内的压缩问

题时优于 Lefebvre 等人的方法,但无法处理数组之间的压缩.Bhaskaracharya 等人[73]又面向数组之间的压缩问

题扩展了他们的方法:首先寻找满足目标问题的划分平面,使满足条件的划分平面个数最少,然后沿着每个划分

平面寻找模运算的基. 
从以上几种数组压缩方法中不难发现,数组压缩问题往往被转换成调度变换问题,或者利用与调度变换相

似的思想求解数据空间的划分平面,因此数组压缩也是求解线性整数规划问题的过程. 

5   其  他 

随着多面体编译技术在提升程序并行性和优化数据局部性方面不断取得突破,多面体模型在越来越多的

领域得到应用,多面体模型能够处理的问题也越来越广泛.除此之外,针对多面体模型本身的受限条件和目前多

面体编译技术中还无法实现的优化,研究人员也投入了大量的精力,以期进一步扩大多面体模型的影响. 

5.1   迭代编译 

体系结构的不断发展,衍生出越来越多的循环变换技术,编译器开发人员面临的一个主要问题是选择哪些

循环变换以及按照怎样的顺序实施循环变换才能获得最好的性能.除此之外,循环变换中的参数选择也是影响

程序性能的一个重要因素,如循环分块的大小.这些循环变换的排列组合问题形成了迭代编译这一研究方向,多
面体模型在迭代编译领域也发挥着重要作用. 

Cohen 等人[7,74]基于 Open64 编译器实现了一个半自动的迭代编译框架,该工作可被看作是多面体模型和

迭代编译结合的先驱.他们的工作将原有的迭代编译处理的循环变换范畴从幺模变换扩展到仿射变换.该工作

在早期多面体模型的基础上,用迭代空间、调度、仿射函数和数据布局空间这 4 个特征描述程序,并分析不同

循环变换可能改变的程序特征,利用这些特征表示循环变换及其组合. 
Vasilache 等人[75]基于数据流分析计算出各种循环变换组合下潜在的依赖冲突,实现了一种对导致依赖冲

突的循环变换自动修正的算法;与此同时,他们还对迭代空间分裂技术进行了改进.判定循环变换的组合优化带

来的性能提升是一个非线性规划问题,他们的工作在一定程度上降低了该问题的复杂性. 
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与上述自顶向下的方法不同,Pouchet 等人[76,77]在多面体模型基础上提出了一种自底向上的迭代编译优化

框架.所谓自顶向下是编译器本身提供了各种循环变换和优化的选项,通过迭代编译多遍测试选择其中合法并

且能够最大限度提升性能的循环变换组合序列.而 Pouchet 等人提出的自底向上的方法则是先通过构建可能的

合法循环变换组合序列,从这些组合序列构成的空间中寻找最优解.这种方法减少了搜索空间的范围,同时无需

考虑如何消除或修正不合法变换带来的影响. 
Pluto 算法的提出,使得调度变换算法在程序并行性和数据局部性得到了很大的改善.为了充分利用 Pluto

算法来减少迭代编译过程中的搜索空间,Pouchet等人[78,79]结合Pluto算法对多面体模型下的迭代编译优化做出

了进一步改进,在他们原有工作的基础上进一步缩减了搜索空间的范围;与此同时,在 Pluto 算法实现循环分块

的基础上,提出了不同的循环合并策略. 
除了上述以多面体模型为核心开展研究的迭代编译工作之外,Park 等人[80,81]还将基于多面体模型的迭代

编译与机器学习问题相结合,以进一步优化迭代编译面临的问题. 

5.2   优化与扩展 

多面体模型长期受限于静态仿射约束的限制,与此同时,作为通过静态编译阶段的信息来实现程序优化的

工具,多面体编译自然也无法避免静态分析面临的缺陷.为了克服多面体编译技术的缺陷,研究人员在针对多面

体模型的优化和扩展方面投入了大量的精力. 
Benabderrahmane 等人[82]实现了一种面向 while 循环的多面体模型处理方法,借助条件谓词将控制流转换

为数据依赖,并在代码生成阶段插入中断指令强制循环提前结束,从而消除引入的冗余循环迭代次数.他们的方

法将多面体模型从受限于静态仿射约束的局面扩展到动态控制流下的自动应用. 
最近几年,Strout等人[83,84]和Vinkat等人[85−87]的研究团队致力于稀疏矩阵向量乘运算的多面体编译优化技

术研究,扩展了多面体模型在处理非线性仿射数组下标领域的应用.他们的方法是基于 Chill 编译框架[88]实现一

种稀疏矩阵向量乘运算的 inspector/executor 并行模式,能够处理稀疏矩阵的多种压缩存储形式,优化效果能够

达到手工编写库函数的水平. 
Chill 编译框架的实现为多面体编译技术和人工交互的实现提供了基础,Hall 等人[89]基于 Chill 框架实现了

一种允许用户指导实现的自动调优系统,用户可以通过交互界面指定和选择相应的循环变换,也可以对循环变

换的参数进行配置,然后交由多面体编译工具自动生成代码.类似的工作还有 Yuki 等人[90]提出的 AlphaZ 系统、

Namjoshi 等人[91]提出的 Loopy 以及 Bastoul[92]和 Bagnères 等人[93]的研究,这些工作也有助于用户理解多面体模

型中实现的循环变换,从而在帮助多面体编译工具实现程序变换决策时发挥作用. 
数据局部性的重要性在第 4 节中已经阐述,在多核架构下,数据布局优化和局部性的开发在提升程序性能

方面的作用也越来越重要 .在这方面 ,Baskaran 等人 [94]、Lu 等人 [95]、Fauzia 等人 [96]以及 Ramashekar 和

Bondhugula[97]实现了数据传输和布局等方面的优化,他们的工作都是基于现有的多面体编译工具来实现,随着

PPCG 编译器的问世,这些工作中实现的技术也都陆续集成到了该编译器当中. 
Pluto 算法提出之后,多面体编译工具实现循环变换的能力得到了大幅提升,但循环合并一直未能得到很好

的解决.Bondhugula 等人[8]和 Mehta 等人[98]先后提出了几种不同的循环合并策略,这些循环合并策略可以通过

编译阶段的参数来选择和控制.Mehta 和 Yew[99]还针对多面体模型中时间复杂度的问题进行了研究,通过将多

个语句抽象成一个宏语句来减少依赖边的个数,从而达到简化线性整数规划问题求解的目的. 
在扩展应用领域方面,Zou 等人[100]利用多面体模型来实现累积加操作的自动并行化,这种操作可以看作是

归约操作更一般化的体现;Pradelle 等人[101]则实现了一种二进制代码的多面体编译优化技术,首先将二进制代

码恢复成 C 程序,为多面体模型提供必要的信息,然后将经过多面体模型优化的 C 程序再变换成二进制代码. 
Shirako 等人[102]试图将多面体模型编译技术与传统的在抽象语法树上直接实现变换的编译技术相结合,不过,
他们的方法只针对有限的循环变换(主要是循环合并和循环交换)进行了讨论.Moll 等人[103]利用多面体模型表

示 OpenCL 程序,对输入的 OpenCL 程序的控制流分支和访存连续问题进行了优化.值得一提的是,来自中国科

学院计算技术研究所的研究团队[104]利用多面体模型实现了一种GPU架构上的存储优化,该工作也是近些年来
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国内研究人员利用多面体模型实现优化的一个代表性工作. 
在处理非连续迭代空间时,传统的多面体模型往往会采取向上近似的手段来简化过程.所谓非连续迭代空

间是指循环嵌套的多面体表示中存在不被该循环嵌套执行的点,这些点被称为“洞”.为了简化分析过程,过去的

做法是假设这些“洞”也被循环嵌套执行.为了克服这个缺点,Gupta 等人[105]提出了 z-polyhedal 模型,该模型后来

由 Seghir 等人[106]和 Cilardo 等人[107]进行了优化和扩展应用.这些工作和 isl 库中对一阶谓词逻辑 Presburger 运
算的支持和存在量词的使用功能相似.目前,isl 库在多面体模型领域的应用比前者更广泛. 

5.3   面向不同体系结构的后端 

由于多面体模型研究人员的不断努力,多面体编译工具在循环优化方面的功能不断得到完善,编译器开发

和许多其他领域的研究人员也陆续将多面体模型的应用扩展到各种硬件结构上.近年来,异构架构成为多面体

模型扩展的最重要的一个方向,研究人员面向异构架构实现了各种多面体编译工具的开发,这些工作包括文

献[49,108−110],其中,Konstantinidis 等人的工作[110]是首次将多面体模型扩展到异构架构,Leung 等人[109]在商用

多面体编译工具 R-Stream上实现了面向异构架构的代码生成,然而,这些工具被后来的 PPCG 超越.当前,面向异

构架构的工作大多基于 PPCG 实现,例如,Juega 等人[111]在 PPCG 上实现了一种带有运行时参数分块大小的方

法;Shirako 等人[112]根据 CUDA 代码线程块和线程两级并行结构的特点,针对 PPCG 中的调度变换算法进行了

优化. 
Grosser 等人[113]基于 Polly 实现了一种从中间语言到中间语言的代码翻译工具 Polly-ACC,并最终生成

OpenCL 或 CUDA 代码.Polly-ACC 和 PPCG 在本质上都是通过调度树来实现调度变换和代码生成,但 PPCG 中

实现了对 Pencil 语言[114]的支持,能够采用“编译制导+多面体编译优化”的模式对程序进行分析和优化,使其能

够处理更复杂的应用程序. 
面向分布存储的自动并行化一直都是自动并行化领域的难点,Bondhugula 等人针对分布存储结构进行了

一些初步的研究[115−118].与传统方法相比,面向分布存储结构的多面体编译工具首先在依赖关系分析能力上有

了进一步的提升,最重要的一点是,Bondhugula 等人的工作利用 Pluto 算法实现了循环分块,并基于此实现了一

种数据空间的分块,这种数据空间的分块减少了冗余通信数据量,在性能上有了一定的提升.不过,他们的工作

需要运行时技术的支撑. 
向量化一直以来都不是多面体模型研究人员关注的主要问题,但随着多面体编译技术的不断成熟,研究人

员开始考虑如何结合多面体模型和向量化.Trifunović 等人[119]首先实现了多面体模型和向量化的结合,通过一

种代价模型来平衡循环变换和向量化挖掘,其中最重要的变换是循环展开.Kong 等人[120]在 Pluto 算法基础上实

现了循环分块后分块内的向量化技术,并进一步优化了分块内的数据局部性. 
可重构架构是多面体模型应用的一个重要领域,来自北京大学和清华大学的研究团队在这个方向上利用

多面体模型取得了一些成果.Bondhugula 等人[121]实现了一种面向 FPGA 的代码生成算法,但该算法只能处理完

美循环嵌套,而且对循环内的依赖关系要求比较苛刻.Natale 等人[122]等人利用多面体模型实现了 stencil 计算的

FPGA 代码自动生成,来自清华大学微电子所的研究团队[123]面向粗粒度可重构架构实现了一种基于多面体模

型的循环优化,他们的工作并没有对多面体模型本身进行优化. 
考虑到多面体模型对循环优化的处理能力,北京大学丛京生教授带领的团队和 Pouchet 等人利用多面体模

型在高层次综合领域取得了许多研究进展[124−127].与前面的两个工作相似,这些工作大部分都没有对多面体模

型本身进行优化,而是针对他们的目标架构为多面体模型添加了相应的代码生成后端,其中,Zuo等人的工作[125]

对代码生成进行了优化.考虑到多面体模型在代码生成时循环边界上经常出现 min/max 操作,而这些操作会影

响代码在 FPGA 上的性能,因此,他们针对该问题对多面体模型的代码生成模块进行了优化.此外,Meeus 和

Stroobandt[128]也在多面体模型和高层次综合的结合方面做出了贡献. 

5.4   领域特定语言 

领域特定语言的优势在于允许用户通过编程语言来表达一些编译阶段很难甚至是无法获取的信息,这些
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信息为编译优化提供了重要依据.近些年来,多面体编译技术研究人员通过结合多面体模型和领域特定语言的

优势,进一步拓展了领域特定语言的影响. 
Bhaskaracharya等人[129]针对图形化编程环境LabVIEW设计并实现了一个多面体编译框架PolyGLoT,他们

的贡献在于将多面体模型从传统的文本编程为核心扩展到图形化编程领域特定语言上,是多面体模型和领域

特定语言结合的先驱工作.Henretty 等人[130]面向 stencil 计算领域特定语言实现了一种代码自动生成工具,通过

对连续数组的布局进行转置优化实现了数据连续访存,并在他们的工具中实现了分裂分块. 
Sbîrlea 等人[131]针对一种数据流图语言实现了一种多面体编译优化策略,这种语言的设计使数据之间的依

赖关系更加明显,因此无需调用多面体模型中的依赖关系分析模块,简化了分析过程.Mullapudi 等人[132]针对面

向图像处理设计的领域特定语言 Halide[133]设计并实现了一种多面体编译工具 PolyMage,用于自动生成 Halide
语言中的调度,将由 Halide 语言编写的程序转换成 C 程序,并在生成的代码中实现了交叉分块.Chugh 等人[134]

实现了 PolyMage 面向 FPGA 上的代码生成. 
Baghdadi 等人设计并实现了一种编译制导语言 Pencil[114],不仅可以作为领域特定语言编译器的目标语言

生成,为后续多面体编译工具优化提供领域相关信息,而且还可以像 OpenMP 一样作为编译指示由用户添加到

通用编程语言中,帮助多面体编译工具识别并行区域并进行相关优化.这种“编译制导+多面体编译优化”的方法

为解决许多传统多面体模型无法处理的问题提供了基础,例如,Reddy 等人[135]通过扩展 Pencil 语言的编译制导

指令,在多面体模型上实现了归约操作的优化,其特点是能够处理由用户定义的归约操作,而这种归约操作往往

无法由现有的手工库函数来进行优化. 
Spampinato 等人面向基础线性代数运算设计了一种领域特定语言,并实现了针对该语言的编译器 LGen 用

来自动生成对应的 C 程序[136].后来,他们将 LGen 编译器与多面体模型相结合,首先利用 isl 的集合和映射来优

化 LGen 的中间表示,然后再借助多面体模型代码生成工具来优化生成的代码[137]. 

5.5   运行时技术 

Simburger 等人[138]通过实验对多面体模型和多面体编译技术进行了一个全面的比较和分析,并对多面体

模型潜在的研究方向进行了讨论,指出,动态运行时技术是多面体模型的一个发展方向. 
事实上,在 Pluto 算法提出之后,研究人员已经意识到:即便 Pluto 算法能够自动实现循环分块用以充分利用

程序的数据局部性,但循环分块之后分块之间仍只能通过流水并行甚至只能串行执行.与此同时,在处理非完美

循环嵌套以及多个语句的情况时,Pluto 算法给出的分块策略往往存在负载不均衡的问题.为了解决这个问题, 
Baskaran 等人[139]利用一种动静结合的方式来实现循环分块之间的动态调度,其思想是,先利用 Pluto 算法实现

循环分块,然后在编译阶段计算循环分块之间依赖关系的有向无环图,将相关信息嵌入到生成的代码中;在运行

时阶段 ,通过解析该有向无环图中循环分块之间的关系 ,并最终实现循环分块的动态调度 .该技术后来由

Dathathri 等人[140]进一步扩展,实现面向分布存储结构的动态优化. 
Kong 等人[141]也针对循环分块之间的并行性进行了动态运行时的优化,与 Baskaran 等人和 Dathathri 等人

的工作不同之处在于,他们是利用 OpenStream 语言[142]的同步子句对生成代码中的同步操作进行优化,而且

Kong 等人的工作是基于 PPCG 实现的.从解决问题的目标角度来看,Kong 等人的工作更接近于第 4.1 节中面向

各种复杂循环分块形状的研究所要解决的问题,即他们要解决的问题是循环分块之间的并行启动问题. 
Bao 等人[143]通过与动态运行时技术结合,实现了一种自动验证多面体模型实现的循环变换合法性的方法.

他们的方法也是先通过静态编译阶段在生成代码中嵌入用于验证依赖关系的辅助代码,再通过运行时检测这

些辅助代码中的依赖关系信息是否得到满足来确定生成的代码,即多面体模型实现的循环变换是否正确.类似

地,Sampaio 等人[144]针对静态编译的保守性分析问题,提出了一种通过判定依赖关系是否得到满足的谓词条件

实现多版本代码生成的动态分析技术.当某种循环变换所需的依赖关系得到满足时,运行时执行实现了该循环

变换的代码版本,否则执行未实现该循环变换的代码版本.虽然这种技术可能导致代码膨胀问题,但是有效克服

了静态分析过于保守的弊端. 
Doerfert 等人[145]则实现了一种“编译制导+多面体编译优化”的技术.他们的方法是通过在源程序添加必要
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的编译指示来帮助多面体编译工具分析程序.他们的方法实际上和“Pencil+PPCG”的方法类似,不同之处在于,
他们的工作是在中间语言上实现的. 

投机并行是自动并行化领域的另一个重要研究方向,这种方法对动态运行时技术的依赖性很高.为了弥补

多面体编译技术静态分析面临的不足,研究人员也试图将多面体编译技术和投机并行技术结合.Jimborean 等

人[146]的工作和 Sukumaran-Rajam等人[147]提出的Apollo系统是这方面工作的代表,他们的共同点在于都是先利

用投机并行技术来假设程序能够并行执行,然后在运行时阶段利用多面体模型动态实施循环变换. 

6   面临的挑战 

前文对多面体模型和多面体编译技术当前的研究现状进行了系统深入的总结和分析,从这些研究成果中

不难发现,基于多面体模型的编译技术研究在程序自动并行化领域取得了许多突破,这些研究成果为并行编程

领域的发展起到了至关重要的作用.然而也正如前文中所介绍的,多面体模型有其固有的弊端和不足,距离研究

人员对程序自动并行化的需求目标还有一定的差距.通过对多面体编译技术研究工作的研究和总结,我们认为,
多面体编译技术的研究工作目前还面临以下几个方面的挑战. 

首先,多面体模型能够自动实现各种循环变换,但多面体模型本身受限于仿射约束,对输入程序具有一定的

要求.如何扩展多面体模型在非仿射约束下的应用,是当前多面体编译技术研究人员正在解决的问题.以处理非

线性数组下标问题为例,本文在第 5.2 节中介绍了相关的研究工作,同时,第 5.4 节中领域特定语言,尤其是 Pencil
语言和 PolyMage 系统的提出,对“编译制导+多面体编译优化”模式和“领域特定语言+多面体编译优化”模式的

可行性提供了重要依据.然而这些工作仍存在不少缺点,例如,Venkat 等人针对稀疏矩阵运算的多面体编译技术

还需要借助与用户的交互来实现,而 Pencil 语言目前还处于雏形阶段,针对该语言进行扩展或另外设计新的编

译制导语言来帮助多面体解决更一般性的问题是扩展多面体模型应用领域的一种有效途径,也将是当前多面

体编译技术研究的一个重要方向. 
其次,正如 Simburger 等人[138]通过实践表明的结果,实现静态多面体编译优化与动态运行时技术的结合将

成为多面体模型研究领域的另一个重要研究方向.虽然当前研究人员已经开始着手研究了多面体模型与动态

运行时技术的结合,但与其他传统的多面体编译技术相比,这些研究工作的发展还处于十分初级的阶段.另外,
多面体模型的代码生成模块本身存在代码膨胀问题,这些动态运行时技术的应用还要借助额外的辅助代码来

实现目的,这些方法对代码生成质量的影响还不清楚,对程序性能的影响也没有相关的讨论. 
第三,多面体编译技术在其他领域的影响逐渐扩大,随着人工智能研究领域掀起的新一代变革,多面体编译

技术也面临着如何与人工智能领域的技术相结合并发挥作用的问题.深度学习、机器学习等方向需要解决的并

行化问题都可以借助多面体编译技术的优化来实现,Google 公司发布的 TensorFlow 系统就是基于数据流图实

现的数值计算库,而第 5.4 节中提到的面向图形化编程环境和数据流图语言的多面体编译工具为人工智能和多

面体模型的结合提供了重要依据.此外,2016 年 Google 公司也对外宣布了专门用于张量运算的加速运算部件

TPU(tensor processing unit),多面体模型已经在面向 GPU 的代码自动生成领域取得了巨大的进展,这为面向

TPU 的代码自动生成也奠定了一定的基础. 
最后,本文在介绍多面体编译技术面向程序并行性和数据局部性的研究内容时说明了这些研究内容在实

质上都是求解线性整数规划问题的过程,而线性整数规划问题是一个 NP 难问题.也就是说,多面体编译技术无

法避免时间复杂度较高的问题.当前,几乎所有多面体编译技术的研究工作都没有办法避免这个问题,虽然这个

问题在现在可能不会影响多面体模型的应用,但随着多面体编译技术的发展,其面临的输入程序将变得越来越

复杂,编译时间将会成为一个令研究人员头疼的问题.Mehta 等人[99]对该问题进行了一个十分初步的研究,但要

实现降低多面体模型的编译时间复杂度还远远不够. 
另外,多面体编译技术在国内的发展还十分落后,虽然国内也有一些研究团队在该领域中取得了一些研究

成果,但这些工作基本上都是借助多面体模型实现一些其他优化,并未对多面体模型本身进行深入系统的研究.
从这个角度来讲,在国内开展多面体编译技术的研究也是一个值得关注的问题. 
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7   总  结 

多面体模型是程序自动并行化领域的一个研究热点,本文对多面体模型和基于该模型的编译技术研究进

展进行了系统深入的总结,介绍了多面体模型的工作原理,基于多面体模型的编译工具一般编译流程,然后对该

领域面向程序并行性和数据局部性方面的研究内容进行了列举,并梳理了多面体模型在其他领域的应用和发

展.最后,作者分析了多面体模型及其相应编译技术当前面临的挑战.考虑到多面体模型在国内的研究还处于十

分初级的阶段,本文对该领域的研究进展进行了总结,目的是为国内从事编译研究工作的人员提供一个参考,并
期望借助此文推动国内编译研究团队在该领域中取得新的进展. 
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