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摘  要: 现实中不断涌现出数目众多且日益复杂的多目标优化问题,迫切需要发展新型多目标优化算法以应对挑

战.将基本萤火虫算法拓展至多目标优化领域,提出一种混合型多目标萤火虫算法 HMOFA(hybrid multi-objective 

firefly algorithm).该算法提出使用混合水平正交实验设计和连续决策空间量化的方法生成接近于用户指定规模且

均匀分布于搜索空间的初始种群,为后续的进化提供良好的起始点;利用外部档案中的精英解个体引导萤火虫移动,

促使算法较快收敛;运用 3点最短路径方法维持外部档案的多样性.HMOFA算法与另外 5种代表性多目标进化算法

一同在 17 个基准多目标测试题上进行性能比较,实验结果表明,HMOFA 算法在收敛性、多样性和鲁棒性方面总体

上具有较显著的性能优势. 
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Abstract:  It is necessary to develop some novel multi-objective optimization algorithms to cope with the complicated multi-objective 

optimization problems which are emerging and increasingly hard in reality. The basic firefly algorithm is extended to the realm of 

multi-objective optimization, and a hybrid multi-objective firefly algorithm (HMOFA) is proposed in this paper. Firstly, an initialization 

approach of mix-level orthogonal experimental design with the quantification of the continuous search space is used to generate an 

even-distributed initial population in the decision space. Secondly, the elites in the external archive are randomly selected to guide the 

movement of the fireflies in the evolutionary process. Finally, the archive pruning strategy based on three-point shortest path is used to 

maintain the diversity of the external archive. The proposed HMOFA is compared with other five peer algorithms in the performance of 

hypervolume based on seventeen benchmark multi-objective test instances, and the experimental results show that the HMOFA employs 

the overall performance advantages in convergence, diversity and robustness over other peer algorithms. 

Key words:  firefly algorithm; multi-objective evolutionary algorithm; mix-level orthogonal experimental design 

科学研究与工程应用中存在大量需要同时优化多个目标的问题 ,它们通常被称为多目标优化问题

(multi-objective optimization problem,简称 MOP).一般地,MOP 问题中各目标之间通过决策变量发生联系并相

互冲突,因此,MOP 问题一般并不存在单个的 优解使得各目标同时取得 优值,而往往是一组由折中解组成

的集合,即 Pareto 解集[1].由于 MOP 模型高度复杂使得一般的解析方法难以凑效,研究者通常利用计算机算法来

获得其 Pareto 解集的一个逼近.进化算法(evolutionary algorithm,简称 EA)是一种模拟自然界中生物进化的随机

优化方法,由于 EA 算法隐含的并行性,运行一次可产生一组解,而且它对待解问题的数学性质不敏感,因此适用

于处理一些不连续、非凸、多模态等优化问题.鉴于 EA 算法在求解 MOP 问题中诸多的优势,使得多目标进化

算法(multi-objective evolutionary algorithm,简称 MOEA)的研究获得了长足的发展. 

纵观 MOEA 算法近十多年的发展历程,可根据其特征将算法大致分成如下几种类型. 

(1) 基于 Pareto 占优的 MOEA 算法.这类算法以 Pareto 存档进化策略(PAES)[2]、非支配排序遗传算法

(NSGA)[3]及其改进版本 NSGA-II[4]、强度 Pareto 进化算法(SPEA)[5]和改进的 SPEA2[6]等方法为代表,这类

MOEA 算法一般具有原理简单、易于理解和参数较少等优点,但是由于 Pareto 优性固有的局限使得这一类算

法并不能较好地求解具有复杂 Pareto 前沿的 MOP 问题和高维多目标优化问题等; 

(2) 基于性能评估指标的 MOEA 算法.这类算法通过直接优化 Pareto 近似集合的评估指标来间接优化原

MOP 问题,其本质是将 MOP 问题转化成单目标问题求解.这类算法以 IBEA[7]和 HypE[8]等算法为代表,但在某

些情形下 ,由于性能指标值的计算较为耗时 ,需要采用抽样的方法提高计算速度 [8].另外 ,超体积指标偏好于

Pareto 前沿中的关节点和边界点,使得算法难以获得均匀分布于整个 Pareto 前沿的解集[9]; 

(3) 基于分解方法的 MOEA 算法.这类算法将 MOP 问题分解成一系列子问题,然后利用子问题邻域信息协

同地求解[10].代表性的工作包括 Zhou 等人[11]基于混合高斯模型的 MOEA/D(MOEA/D-GM)和 Wang 等人[12]自

适应调整约束子问题的 MOEA/D(MOEA/D-ACD)算法等.需要指出的是,基于分解技术的 MOEA 算法在获得均

匀分布的解集方面尚存在挑战,其原因在于:一组均匀分布的加权向量并不能保证算法也能获得一组均匀分布

于 Pareto 前沿上的交叉点,特别是对于那些具有高度不规则 Pareto 前沿的问题更是如此[9]; 

(4) 新型进化机制的 MOEA 算法.这类算法将一些新的进化机制和启发式算法引入到多目标优化领域,代

表性的算法包括基于粒子群优化(particle swarm optimization,简称 PSO)的MOPSO算法[13]以及改进的限制粒子

速度的 SMPSO算法[14];基于分布估计算法(estimation of distribution algorithm,简称 EDA)的RM-MEDA算法[15];

基于烟花爆炸优化(fireworks explosion optimization,简称 FEO)的多目标烟花爆炸算法[16]等.新型进化范例的引

入拓宽了解决复杂 MOP 问题的思路,并已成为多目标优化领域新的研究热点之一; 

(5) 不同机制相混合的 MOEA 算法.这类算法代表性的工作包括 Molina 等人[17]将分散搜索(scatter search)

和禁忌搜索(tabu search)相结合以解决非线性多目标优化问题,Nebro 等人[18]提出一种基于档案的混合分散搜

索算法 AbYSS,Solima 等人 [19]将协同进化与局部搜索的思想融入到多目标差分进化算法中,以指导搜索向

Pareto 优解逼近等.混合型 MOEA 算法利用了每个 MOEA 或元启发式方法的长处,并进行优势互补,从而克服

单个 MOEA 或元启发式方法所固有的局限,可进一步增强算法在解空间中搜索的效率和效果. 

2008 年,Yang[20]通过对萤火虫群体行为的模拟和简化,提出一种高级启发式算法——萤火虫算法(firefly 
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algorithm,简称 FA).该算法通过萤火虫之间的相互吸引达到寻优的目的,它是一种基于群体搜索的随机优化方

法,属于进化算法的范畴.与其他 EA 算法相比,FA 算法具有概念简单、流程清晰、参数较少和容易实现等优点,

一经提出就被用于求解不同领域的优化问题.鉴于 FA算法基于群体搜索的特性及其良好性能,促使研究者尝试

将 FA算法用于求解日益复杂的MOP问题.但必须看到,MOP问题与单目标优化问题的解之间存在本质的不同,

基本 FA 算法并不能直接用于 MOP 问题的求解 ,需要对 FA 算法进行扩展以适应多目标优化问题的特

征.Yang[21]在 2013年提出一种多目标萤火虫算法(multi-objective firefly algorithm,简称MOFA),该算法改进了萤

火虫的移动公式,使移动公式的随机项在迭代过程中呈非线性递减的变化,并利用权重比策略确定当前 Pareto

解.Leandro 等人[22]则在萤火虫移动公式的随机项中引入了依概率分布变化的随机系数,并利用拥挤距离策

略维持档案群体的多样性.Tsai 等人[23]提出基于非支配排序的多目标萤火虫算法,该算法在萤火虫之间无支配

关系时执行随机移动或向当前种群的 优个体移动,并利用 NSGA-II 的非支配排序和拥挤距离方法进行种群

更新和档案维护.已有的 MOFA 算法虽然能够在一些 MOP 问题上获得较好的结果,但其性能仍可进一步提高.

理由是:(1) 现有 MOFA 算法一般采用随机化方法初始种群,但由于随机误差的存在并不能保证初始群体能够

均匀分布于问题的搜索空间,从而影响了进化过程对初始群体的利用;(2) 虽然多数 MOFA 算法设置了外部档

案保留迄今发现的非劣解,由于这些非劣解通常携带了与问题相关的有益信息,因而又被称为精英解.但鲜有

MOFA 算法利用精英解指导萤火虫搜索,这不利于算法较快地收敛;(3) 迄今,MOFA 算法使用的档案修剪技术

存在需设置参数以及多样性保持效果不佳等缺点,需要采用新的更有效的方法. 

有鉴于此,本文在现有 MOFA 算法研究的基础上,针对其存在的不足,提出一种混合型多目标萤火虫算法

(hybrid multi-objective firefly algorithm,简称 HMOFA),该算法以获得较快的收敛速度与均匀分布的解群为目

标.HMOFA 算法与已有 MOFA 算法的不同之处在于:(1) 提出利用混合水平正交实验设计方法产生接近用户指

定规模且均匀分布于搜索空间的初始群体,在有效利用计算资源的同时为算法的进化过程提供良好的起始

点;(2) 利用档案中的精英解指导萤火虫移动,在较好地平衡算法全局勘探和局部开采的同时,加快算法收敛; 

(3) 运用 3 点 短路径方法保持档案群体多样性,且无需引入新的参数[24],以获得分布性较好的解群.上述 3 种

策略有机结合,形成了 HMOFA 算法的主要特征,这些策略在算法的不同阶段实施,以协同地提高多目标萤火虫

算法的总体性能. 

本文第 1 节对多目标优化问题相关概念和基本 FA 算法进行介绍.第 2 节叙述构成 HMOFA 算法的重要组

件以及算法的流程,这是本文的重点章节.第 3 节是实验与结果分析. 后是本文的结论部分. 

1   基本知识 

1.1   多目标优化问题 

为不失一般性,一个具有 n 个决策变量,m 个目标函数,(p+q)个约束的 大化连续 MOP 问题可定义如下: 

 
1 2max  ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))

s.t.    ( ) 0  ( 1,2,..., )

        ( ) 0  ( 1,2,..., )
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m
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j

F x f x f x f x

g x i p

h x j q

 



  

≥  (1) 

其中, x = 1 2( , ,..., )T n
nx x x X   是 n 维决策向量, X 为 n 维决策空间; 1 2( , ,..., ) m

my y y y Y    定义了维度为 m 

的目标空间;而 F(x)则是由 X 向 Y 映射的函数;g(x)给出了 p 个不等式约束;h(x)定义了 q 个等式约束.约束函数

g(x)和 h(x)共同确定决策向量 x 的可行域. 

1.2   基本萤火虫算法 

萤火虫算法的核心思想是萤火虫被亮度较大的萤火虫吸引,并根据位置更新公式更新自身位置,所有萤火

虫移动到新的位置后,更新其亮度,并依据吸引规则进行下一次移动.一般地,萤火虫的亮度由待优化的目标函

数值决定,萤火虫之间的吸引力与它们的亮度成正比,而与它们的距离成反比[20]. 

萤火虫 i 的绝对亮度 Ii 表征萤火虫所在位置处解的目标函数值.在 大化问题中,为降低问题的复杂度,设
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在 1 2( , ,..., )i i i inx x x x


处的萤火虫 i 的绝对亮度 Ii 与 ix

处的目标函数值相等,即: 

 Ii = ( )if x


 (2) 

假设萤火虫 i 的绝对亮度比萤火虫 j 的绝对亮度大,则萤火虫 j 被 i 吸引而向 i 移动.这种吸引力的大小由萤

火虫 i 对萤火虫 j 的相对亮度决定,相对亮度越大,吸引力越大.考虑到萤火虫 i 的亮度随着距离的增加以及空气

的吸引而减弱,可定义萤火虫 i 对萤火虫 j 的相对亮度为 

 
2

( ) e ijr
ij ij iI r I

  (3) 

式(3)中的 Ii 为萤火虫 i 的绝对亮度,为光吸收系数, ijr 为萤火虫 i 到萤火虫 j 的距离. 

假设萤火虫 i 对萤火虫 j 的吸引力与萤火虫 i 对萤火虫 j 的相对亮度成比例,则由萤火虫 i 相对亮度的定义 

可得,萤火虫 i 对萤火虫 j 的吸引力 ( )ij ijr 为 

 ( )ij ijr =
2

0e
ijr 

 (4) 

式(4)中 0 为 大吸引力,即在光源处(r=0)萤火虫的吸引力.这里,将 ijr 定义为萤火虫 i 到萤火虫 j 的笛卡尔

距离,即: 

 ijr =|| ix


– jx


||= 2

1

( )
n

ik jk
k

x x


  (5) 

由于被萤火虫 i 吸引,萤火虫 j 向其移动而更新自己的位置,萤火虫 j 的位置更新如公式(6)所示: 

 ( 1) ( ) ( )( ( ) ( ))j j ij ij i j jx t x t r x t x t     
   

 (6) 

式(6)中的 t 为算法迭代次数, ( )ix t


、 ( )jx t


分别为第 t 代萤火虫 i 和 j 所处的位置; ( )ij ijr 为萤火虫 i 对萤火

虫 j 的吸引力;为常数,一般取[0,1]; j

通常是由高斯分布、均匀分布或其他分布得到的随机数向量.显然, 

式(6)右边的第 2 项取决于吸引力;第 3 项是带有特定系数的随机项,起扰动的作用. 

2   HMOFA 算法 

2.1   混合水平正交初始化种群 

传统的 MOEA算法一般采用随机化方法初始化群体,这样产生的群体分布不均匀,很难产生好的个体,降低

了算法对初始种群的利用能力[25].现实中,MOP 问题的 Pareto 前沿地势复杂,因此在初始化过程中,应尽可能地

使初始群体均匀覆盖整个可行域,以利于算法逼近真实的 Pareto 前沿.正交实验设计(orthogonal experimental 

design,简称 OED)是一种解决多因素、多水平实验问题的有效方法 [26],它利用正交表(orthogonal array,简称

OA)LM(QN)安排少数次实验就能找到 好或较好的实验条件.LM(QN)表示一个具有 N 个因素和 Q 个水平的正交

表,其中,L 表示拉丁方,M 表示水平组合.应用正交表 LM(QN)只需选择 M 个组合去做实验,通常,M=QJ,这里的 Q

为素数,正交指数 J 为满足式(7)的正整数,且 M 一般远小于 QN. 

 
1

1

JQ
N

Q




≥  (7) 

由于 OED 方法是从全面实验中挑选部分具有代表性的点进行实验,而且这些点具有均匀分散和齐整可比

的特点,因此一些研究者采用正交实验法产生初始种群以获得均匀分布的初始点.例如:Leung 等人[26]把正交实

验设计方法应用于遗传算法中,通过正交设计产生初始群体,设计了正交杂交算子,并利用实验验证了算法的有

效性;Gong 等人[25]把二水平正交算子应用到差分演化算法中,并结合统计优生法从杂交子群体中选择 优个

体,增加了算法的鲁棒性;Cai 等人[27]利用正交实验方法设计交叉算子,产生具有代表性的子代个体,以更好地搜

索解空间;Wang 等人[28]把正交设计和约束处理技术相结合处理约束优化问题,取得了较好的效果;Zhou 周等 

人[29]利用正交实验设计方法产生人工蜂群新的食物源,提高了算法的搜索效率;Zeng等人[30]把正交实验设计的

方法应用到多目标问题求解中,利用正交数组产生小生境群体,但该算法在每一代通过正交设计产生小生境,增

加了算法的复杂度. 

必须指出,已有利用 OED 方法产生初始种群的算法一般使用的是等水平正交表,这种正交表假定各因素同
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等重要且具有相同的水平划分数,而且范例相对固定且单一.在 MOEA 中利用等水平正交表初始化种群可能存

在如下问题:(1) 在复杂的 MOP 问题中,不同的决策变量(因素)对目标函数的影响程度可能不同,那么假定所有

因素同等重要是不现实的.例如,在 2-目标的测试函数 ZDT1 中(见表 1),变量 x1 对函数起决定性影响,而其他 29

个变量的影响则较弱,简单地将该测试问题的 30 个因素进行等水平实验则不尽合理.(2) 一般地,当 MOP 问题

的决策变量数目和用户设定的种群规模 NP 确定后,等水平正交表的行数 M 难以适配种群规模 NP,此时需要对

正交表 OA 作进一步处理:(i) 当 NP<M 时,需从 OA 中选择|MNP|个重复个体组成种群,以保持群体规模不变; 

(ii) 当 NP>M 时,随机地从 OA 中选择 NP 个个体组成种群,多余的实验个体丢弃.显然,第(i)种情形造成了个体

的重复,降低了种群的多样性;第(ii)种情形则直接导致部分实验个体丢失,浪费了计算资源.由此可见,在利用正

交实验方法产生规模为 NP 的初始群体时,应选择适当的正交表以使得正交表的行数 M 尽可能地接近 NP,这样

既能产生代表性的个体又可有效地利用计算资源. 

Table 1  Set of multi-objective optimization functions 

表 1  多目标优化问题测试函数集 
函数名 Pareto 前沿特征 决策变量数目 目标函数数目 变量范围 

ZDT1 凸 30 2  0,1ix   

ZDT2 凹 30 2  0,1ix   

ZDT3 不连续 30 2  0,1ix   

ZDT4 凸、多模态 10 2  0,1ix   

ZDT6 凹、多模态、有偏 30 2  0,1ix   

KUR 不连续 3 2 1 2 35 , , 5x x x ≤ ≤  

Deb2 不连续 2 2 1 20.1 , 1.0x x≤ ≤  

DTLZ1 线性、多模态 7 3  0,1ix   

DTLZ2 凹 30 3  0,1ix   

DTLZ3 凹、多模态 30 3  0,1ix   

DTLZ4 凹、有偏 30 3  0,1ix   

DTLZ5 凹、退化 30 3  0,1ix   

DTLZ6 凹、退化、有偏 30 3  0,1ix   

DTLZ7 混合、不连续、多模态 30 3  0,1ix   

Viennet1 凸 2 3 [ 2, 2]ix    

Viennet2 混合 2 3 [ 4, 4]ix    

Viennet3 混合、退化 2 3 [ 3,3]ix    

鉴于此,本文提出利用混合水平正交表(mixed level orthogonal array,简称 MLOA)方法产生 HMOFA 算法的 

初始种群以克服等水平正交表的不足.MLOA 方法通过设计一个合适的混合正交表 1 2
1 2( )N N

ML Q Q 来安排实验,这

里的 1 2
1 2( )N N

ML Q Q 表示其是由等水平正交表 1

1 1( )N
ML Q 和 2

2 2( )N
ML Q 混合而成,其中,M 表示混合正交表的行数,M1、 

M2 分别为两个相混合的等水平正交表的行数,且 M=M1×M2,N1、N2 和 Q1、Q2 分别表示两个相混合的等水平正 

交表的因素个数和划分水平数,且 M1= 1
1 ,JQ M2= 2

2 ,JQ 正交指数 J1、J2 为满足式(8)的正整数. 
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1
1

1

2
2
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1
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J

Q
N

Q

Q
N

Q

 







≥

≥

 (8) 

由于混合水平正交表可以通过调整相混合的等水平正交表的因素个数和水平数而达到预设的实验组数,

因此,混合正交表易于产生接近用户设定规模且均匀分布的初始群体,此外,这种初始化种群的方法还能减少实

验个体的无端浪费.下面的两个实例说明了 MLOA 方法利于产生设定规模大小的种群. 
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实例 1. 对于 DTLZ1 测试函数(见表 1),其决策变量个数为 7,假设用户设定的种群规模为 200,若沿用等水 

平正交表,则通常会采用 8
49 (7 )L 或 6

25(5 )L 正交表,但无论选用哪一种正交表都将使得初始种群中存在多个重复

个体.但若使用混合水平正交表,如 6 1
200 (5 8 )L ,则混合水平正交表的实验组数正好等于指定的种群规模,且混合 

水平正交表的因素之和也正好等于决策变量的数目. 

实例 2. 对于 ZDT4 测试函数(见表 1),决策变量个数为 10,假设用户指定的种群规模为 100,若采用等水平 

正交表,则通常选择 8
49 (7 )L 或 12

121(11 )L 的正交表,若采用前一种正交表,将导致初始群体存在 51 个重复个体,而

使用后一种正交表将会舍弃 21个实验个体.相比之下,混合水平正交表 6 3
100 (5 2 )L 在将决策变量分组后可产生规 

模为 100 的初始群体. 

为了将混合水平正交方法应用于连续多目标优化问题,这里需要对式(1)中的决策变量空间进行量化处理. 

假设式(1)中某个决策变量 xi[li,ui](i[1:n]),其中,li 和 ui 分别为 xi 的下界和上界,将 xi 量化为 Q 个水平 ,1,ia  

,2 ,ia …, , ,i Qa 则 ,i ja 满足计算公式(9): 

 ,i ja =li+(j–1)((ui–li)/(Q–1)),  j=1,2,…,Q (9) 

如此,xi 的连续空间就被量化成(Q–1)等份. 

通常,复杂 MOP 问题决策变量的数目一般较大,如果直接应用正交表,则需安排的实验次数仍然较大,导致

占用较多的计算资源,降低了该方法的有效性.因此,有必要对 MOP 问题的决策变量进行分组,一组变量视为一

个因素,从而减少总的因素个数,降低正交实验方法的计算开销.假设分组过程将式(1)的 n个决策变量分为H组,

如式(10)所示: 

 

1

1 1 2

1 1

1 1 2

2 1 2

1 2

( , ,..., )

( , ,..., )

...

( , ,..., )
H H

k

k k k

H k k n

G x x x

G x x x

G x x x
 

 

 







 

 (10) 

其中,k1,k2,...,kH–1 为(1,n)之间随机生成的整数,且满足 1<k1<k2<…<kH–1<n,则按公式(9)将 Gi(i[1:H])划分为 Q 个

水平,如公式(11)所示: 

 

1 1

1 1

1 1

( 1),1 ( 2),1 ,1
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( 1), ( 2), ,
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i i i
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i k k k

i k Q k Q k Q
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G a a a
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 (11) 

由于正交表 LM(QN)须满足均匀分散性,因此,当 N>H 时,则舍弃正交表中后(NH)列后再安排实验. 

以下在描述混合水平正交实验方法初始化种群之前 ,先给出构造等水平正交表的流程 .为方便起见 ,记

LM(QN)=[ai,j]M×N,其中,第 i 个组合的第 j 个因素的水平值为 ai,j,ai,j{1,2,…,Q}.设[ai,j]M×N 第 j 列为 aj,若 j=1,2, 

(Q3–1)/(Q–1)+1,…,(QJ–1–1)/(Q–1)+1,则 aj 称为基本列,其他列称为非基本列.文献[26]给出了创建正交表 LM(QN)

的算法,它首先创建基本的列,然后再创建非基本的列,详细描述见算法 1.其中,Q 为素数,且 M=QJ,J 满足式(7),

因此,当 Q 给定时,正交表 LM(QN)的因素个数 N 越大,即正交表的列数越大,水平组合数 M 也越大. 

利用算法 1 构造了等水平正交表后,根据 MOP 问题的决策变量数目和指定的种群规模构造混合水平正交 

表 1 2
1 2( ),N N

ML Q Q 算法 2 给出了构造混合水平正交表的过程.根据文献[2530]的研究,本文的 J1=2,J2 将视待解 

MOP 问题的不同取值 1 或 2. 

算法 1. Construction_orthogonal_array. 

Input: 划分水平 Q,正交指数 J. 

 Output: 正交矩阵 ,( ) .i j M Na   

1. for (k=1; k≤J; k++) 

2.    j=(Qk1–1)/(Q–1)+1; 
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3.   for (i=1; i≤QJ; i++) 

4.       ai,j=
1

J k

i

Q 

 
 
 

 mod  Q; 

5.   end 

6. end 

7. for (k=2; k≤J; k++) 

8.    j=(Qk1–1)/(Q1)+1; 

9.    for (s=1; s≤j1; s++) 

10.       for (t=1; t≤Q–1; t++) 

11.           aj+(s1)(Q1)+t=(as×t+aj) mod Q; 

12.       end 

13.    end 

14.  end 

15.  ai,j=ai,j+1; i[1:M]j[1:N]. 

算法 2. Construction_mixed_level_orthogonal_array. 

Input: 两个相混合的等水平正交表的划分水平 Q1,Q2,正交指数 J1,J2. 

Output: 混合正交矩阵
1 2, ( )( ) .i j M N Nc    

1. 利用算法 1 构造等水平正交表 1

1 1 11 ,( ) ( )N
M i j M NL Q a  和 2

2 22 2 ,( ) ( ) .N
M i j M NL Q b   

2. for (k=0; k<M1; k++) 

3.    for (i=0; i<M2; i++) 

4.      
2( 1)k M ic   =[ak,bi] 

5.     end 

6. end 

7. 输出混合水平正交矩阵
1 2, ( )( ) .i j M N Nc    

算法 3. Generation_initial_population using MLOA. 

Input: 待优化问题决策变量数目 n,种群规模 NP,正交指数 J1,J2. 

Output: 初始化种群. 

1. 根据 MOP 问题决策变量数目 n 和群体规模 NP 确定两个相混合正交表的实验次数和划分水平. 

2. 利用算法 2 构建混合水平正交矩阵. 

3. 利用公式(9)~公式(11)对连续决策空间量化,并生成混合正交初始种群 MP. 

4. if (|MP|<NP) 

5.    将包括 MP 中所有个体以及(NP|MP|)个从 MP 中随机选择的个体一同组成初始化群体. 

6. else 

7.   从 MP 中随机选择 NP 个实验个体组成初始化群体. 

8. end 

9. 输出规模为 NP 的初始化种群. 
 
 

利用算法 2 构造出混合水平的正交表后,再利用 MLOA 方法产生规模为 NP 的初始种群.需要说明的是,在

利用 MLOA 方法产生用户指定规模大小的初始群体时,仍有可能发生混合正交表的实验组数与预设规模值不

一致的问题,虽然这种情况发生的可能性一般要小于等水平正交实验方法,但在算法 3 的第 4 步~第 8 步仍包含

了对这种小概率事件的处理:当混合正交表的行数|MP|>NP时,从|MP|个实验个体中随机选取NP个个体组成下

一代种群;当|MP|<NP 时,则不仅将所有|MP|个实验个体加入下一代种群,而且还要在|MP|个实验个体中随机选

取(NP–|MP|)个个体加入下一代种群,以保持种群规模不变.这里的|MP|表示混合正交表 MP 的实验组数,即混合
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水平正交表的行数. 

2.2   档案精英个体引导萤火虫移动 

基本 FA 算法中萤火虫 j 被萤火虫 i 所吸引而向 i 移动至新的位置,其中,j 的新位置由 3 个因素共同确定: 

(1) j 的当前位置;(2) i 和 j 之间的吸引力;(3) 随机扰动.将基本 FA 算法用于求解 MOP 问题需要解决如下问题: 

(1) 彼此非劣的解个体之间如何移动的问题;(2) 如何利用档案精英个体引导萤火虫移动以改善算法的性能.由

于在 HMOFA 算法任意一代的档案中至少存在一个精英解个体[24],所以,当萤火虫 i 和 j 之间因相互吸引而更新

位置时,随机地从档案中选取一个精英解 g*引导萤火虫的移动,而萤火虫位置的更新可按式(12)或式(13)进行. 

1) 当萤火虫 i 和 j 彼此非劣时,利用精英解 g*引导萤火虫移动,则个体 i 和 j 的位置更新如式(12)所示: 

 
* * * *

* * * *

0 0

0 0

( 1) ( ) (1 ) ( )( ( ) ( )) 2    for firefly 

( 1) ( ) (1 ) ( )( ( ) ( )) 2    for firefly 

i i ig i g i g g i

j j jg j g j g g j

x t x t r x t x t r i

x t x t r x t x t r j

   

   

      
       

   

     (12) 

2) 当萤火虫 i 和 j 之间存在支配关系时,例如:若 ,i j 则 j 不仅向 i 移动,而且 j 还会向精英个体 g*移动,公

式(13)给出了个体 i 和 j 的移动公式. 

 
* * * *

* * * *

0 0

0 0

( 1) ( ) ( )( ( ) ( )) (1 ) ( )( ( ) ( )) ( )   if 

( 1) ( ) ( )( ( ) ( )) (1 ) ( )( ( ) ( )) ( )   if 

j j ij ij i j j ijg j g j g g j

i i ij ij j i i ijg i g i g g i

x t x t r x t x t r x t x t r r i j

x t x t r x t x t r x t x t r r j i

    

    

        
         

      
      

 (13) 

公式(12)和公式(13)中的 0 为定义在区间[0,1]上均匀分布的随机数, ijr 为萤火虫 i 与 j 之间的欧式距离, *g j
r

和 *g i
r 分别为档案精英个体 g*与萤火虫 j 和 i 之间的欧式距离, 则为定义在区间[1/2,1/2]上的一组随机向量.

式(12)中的 * * *2 ,
g i g i g i

r r r    


,即萤火虫的随机步长随 *g i
r 的变化而变化,当萤火虫 i 和 j 彼此非劣时,相互间的吸

引力很弱,萤火虫 i 本身可以在 * *,
g i g i

r r   范围内进行自主探索,式(13)中被支配的个体不仅向支配的个体移动, 

而且还向精英解 g*靠近,这样便可更好地平衡算法的全局勘探和局部开采.这里,采用随机方式选取档案精英解

客观上起到了改善算法性能的作用,其原因在于:(1) 萤火虫接受精英个体的引导可直接促进优良基因的继承

和发展,使得种群能够更快地逼近 Pareto 前沿,有利于加快算法收敛;(2) 随机选取精英解引导萤火虫移动可间

接地阻止种群向局部区域聚拢,有利于拓展群体的搜索范围,增加算法发现全局 优解的机会. 

2.3   3点最短路径方法 

MOEA 算法通常采用容量有限的外部档案保存算法迄今获得的非劣解,当非劣解数目超过档案允许容纳

的 大值时,需要对档案进行修剪并尽可能地维持档案群体的多样性.目前使用较多的修剪技术包括:NSGA-II

的拥挤距离机制[4]、SPEA2 中的 k- 近邻方法[6]以及 Deb 等人提出的-占优[13]等.这些多样性保持方法在各自

算法中发挥了较好的作用,但它们也存在不同程度的缺陷.例如,拥挤距离方法虽然比较简单,但在有些情况下

并不能很好地反映个体的拥挤程度,特别是当个体与其邻近个体之间距离相同时容易发生评估结果不一致的

问题,这种不一致表现在目标空间中靠得较近的个体却被误判为稀疏个体.不仅如此,被广泛使用的-占优网格

方法同样存在不足:如果决策者不考虑 Pareto 前沿分布的集合特点,-占优机制会丢失许多有效解,这种情形在

Pareto 前沿分布几乎接近垂直和水平位置时尤为明显. 

为了更好地维护档案群体的分布性,本文利用我们此前提出的 3 点 短路径方法评估解个体在目标空间

中的分布性,并将其结合到 HMOFA算法以维持档案群体的多样性.3点 短路径方法通过计算目标空间中互不

相同的邻近 3 个解点之间的距离表征个体在目标空间的密度[24].值得一提的是,利用 3 点 短路径方法评估解

群的分布性无需引入额外的参数,省去了诸如-占优方法等需要反复调参的不便. 

2.4   HMOFA算法流程 

下面在第 2.1 节~第 2.3 节叙述的基础上给出混合多目标萤火虫算法 HMOFA 的流程,如算法 4 所示. 

算法 4. Hybrid multi-objective firefly algorithm: HMOFA. 
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Input: 种群 Pop 规模 NP,外部档案 Arc 规模 N, 大迭代次数 Tmax,光吸收系数,萤火虫 大吸引力0. 

Output: 外部档案中 N个个体. 

1. 利用算法 2 构造混合水平正交表. 

2. 利用算法 3 获得混合水平正交初始种群 Pop(0),Arc=,迭代器 t=0. 

3. 基于 Pareto 关系评价 Pop(0),并将非劣解复制到 Arc 中. 

4.  while (t<Tmax) 

5.      for (i=0; i<NP; i++) 

6.        for (j=0; j<NP; j++) 

7.           if (萤火虫 i 和 j 之间存在支配关系) 

8.              从 Arc 中随机选取 g*,被支配个体基于公式(13)向精英解 g*和支配解移动. 

9.           else 

10.             从 Arc 中随机选取 g*,非支配个体 i 和 j 按照公式(12)执行移动操作. 

11.          end 

12.       end 

13.      end 

14.      更新萤火虫位置,评估萤火虫群体,并基于 3 点 短路径方法维持外部档案. 

15.      t=t+1 

16.  end 

17.  输出档案中的群体. 

设待优化 MOP 问题的目标数目为 m,搜索空间的维度为 n,种群规模为 NP,外部档案的 大容量为 N, 大

迭代次数为 Tmax,混合正交表中两个等水平正交表的实验组数分别为 M1和 M2,它们的因素个数分别为 N1和 N2,

划分水平分别为 Q1 和 Q2,且满足 NP=M1 M2,n=N1+N2,则 HMOFA 算法的时间复杂度可估计如下. 

(1) 步骤 1构造两个等水平正交表的时间分别为O(M1N1)和O(M2N2),构造混合正交表的时间为O(M1 M2n),

因此步骤 1 的时间复杂度应为 O(M1 M2n); 

(2) 步骤 2 获得混合水平正交初始种群的时间为 O(M1 M2n); 

(3) 步骤 3 从初始种群选择非支配个体复制到外部档案的时间为 O(m(M1 M2)
2); 

(4) 步骤 4~步骤 16 的迭代过程中,对萤火虫群体进行比较的时间为 O(M1 M2)
2),从外部档案中随机选取精

英个体的时间为 O(2(M1 M2)
2m),萤火虫移动所需时间为 O(M1 M2)

2n),更新萤火虫位置的时间为 O(M1 M2m),而

评估萤火虫群体并维持外部档案多样性的时间复杂度为 O(m(NP+N’)2).由于算法一共迭代了 Tmax 次,因此,这一

部分的时间复杂度应为 O(Tmaxm(NP+N’)2). 

(5) 步骤 17 输出档案集合中全部解个体的时间为 O(N). 

综上,HMOFA 算法的时间复杂度应为 O(M1 M2n)+O(M1 M2n)+O(m(M1 M2)
2)+O(Tmaxm(NP+N)2)+O(N) 

=O(Tmaxm(NP+N)2). 

3   实验与结果分析 

3.1   实验设置 

(1) 对等比较算法 

为检验 HMOEA 算法的性能,这里选取 5 个具有代表性的多目标优化算法作为对等比较算法,它们分别是: 

(1) Deb 等人提出的改进的非劣分类遗传算法 NSGA-II[4];(2) Nebro 等人提出的限速多目标粒子群算法

SMPSO[14];(3) Nebro 等人提出的基于档案的混合分散搜索算法 AbYSS[18];(4) Wang 等人提出的自适应调整的

约束子问题 MOEA/D 算法,即 MOEA/D-ACD 算法[12];(5) Yang 等人提出的一种多目标萤火虫算法 MOFA[21]. 
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(2) 多目标测试函数集 

为检验本文算法的有效性,这里选取 17 个基准 MOP 问题测试函数组成测试题集,以考察算法求解不同类

型的 MOP 问题时的性能.表 1 给出了各测试函数的名称、性质、决策变量数目(n)、目标个数(m)、搜索范围.

这 17 个测试问题[3133]包括了 7 个 2-目标测试函数 ZDT1、ZDT2、ZDT3、ZDT4、ZDT6、KUR 和 Deb2,以及

10 个 3-目标测试函数 DTLZ1~DTLZ7、Viennet1、Viennet2 和 Viennet3.由于这些测试问题的 PF 具有不同的地

势特征,形成了不同的难度类型,因而测试题集能够较全面地考察算法的性能.为了便于度量算法的性能,这

里对于 2-目标测试问题分别在它们的真实 Pareto 前沿上均匀采样 2 000 个点,而对于 3-目标测试问题则均

匀采样 5 000 个点. 

(3) 性能指标 

MOP 问题的解题目标是获得一个均匀分布且尽可能逼近真实 Pareto 前沿的解集.为此,本文采用超体积指

标 HV(hypervolume)来度量算法的性能[34].超体积指标通过计算目标空间中被非支配解集覆盖区域的大小来评

估算法的性能.超体积度量方法也被称为 Lebesgue 测度,它在理论上具有良好的数学性质,即在所有的一元测度

中,HV 是能够判定非支配解集 X 不比另一个非支配解集 Y 差的方法,且它可与 Pareto 关系保持一致.对于一个

近似 Pareto 前沿 A,超体积的计算公式为 

 HV(A)= ( { | })ref
p A

x p x x


     (14) 

式(14)中, 为 Lebesgue 测度, refx 为参照点.对于 2-目标优化问题,HV 是坐标区域的面积;对于 3-目标优化 

问题,HV 是三维空间构成的体积;对于大于 3 个目标的优化问题,HV 表示超体积值.通常,HV 的值越大,解集的质

量越高,亦即算法的收敛性与多样性等综合性能越好. 

(4) 实验参数 

为了客观评估算法的性能,这里将参与比较的 NSGA-II、SMPSO、AbYSS、MOEA/D-ACD 和 MOFA 等算

法的部分参数保持与对应参考文献一致的设置,表 2 给出了各对比算法的部分参数取值. 

Table 2  Partial parameter settings of all the algorithms compared 

表 2  各对比算法的部分参数设置 
算法 参数设置 

NSGA-II c0.9,  1 / ,  20,  20c m mp p n       

SMPSO 1 2[1.5,  2.5],  [1.5, 2.5],  1/ ,  20m mC C p n      

AbYSS 1 210,  10,  0.9,  1/ ,  20,  20RefSet RefSet c m c mN N p p n         

MOEA/D-ACD 1.0,  0.5,  1/ ,  20,  20,  0.9, 2m m rCR F p n T n         

MOFA 0 1,  1    

表 2 中,pc 表示杂交概率,pm 为变异概率,ηc 和 ηm 分别为仿二进制交叉算子(SBX)和多项式变异的分布指数.

对于 AbYSS 算法而言,NRefset1 和 NRefset2 分别为 RefSet1 和 RefSet2 的规模.在 MOEA/D-ACD 算法中,T 为邻域规

模的大小,为从大小为 T 的邻域中选取父体的概率,nr 则表示允许被子代替换掉的 大的父体数.在 SMPSO 算

法中,C1 和 C2 是两个从区间[1.5,2.5]中随机产生的控制参数.另外,为了使实验结果公平、准确起见,HMOFA 算

法中与对比算法相同的参数将设置成与它们相同的值.例如:2-目标问题的种群规模 NP=100,外部档案 Arc 的规

模为 100,每个测试函数的评估 50 000 次;对于 3-目标测试问题的种群规模 NP=100,外部档案的 大容量为 200,

各测试函数的评估次数为 200 000 次.根据文献[35]的建议,在计算 HV 值时,将参考点 ref 设置为 Pareto 前沿上

界的 1.1 倍(即 ref=1.1m,这里的 m 表示目标函数的数目),以平衡算法所获解集的收敛性与多样性.为了降低计算

HV 值的复杂度,对 2-目标测试问题采样 2 000 个点,对 3-目标测试问题采样 5 000 个点. 后,本文的调参实验表

明了 HMOFA 算法的光吸收系数和 大吸引力分别为取=1,0=1 时可获得较好的结果,所以本文实验采用了这

两个参数值. 

为了减少性能分析中随机因素的干扰,每种算法在所有测试函数上均独立运行 30 次.本文的仿真实验在清

华同方电脑上运行,电脑配置为 4G内存和 3.5GHz双核CPU,安装Windows 10 X64操作系统,所有算法利用 Java 
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Myeclipse 2015 平台编程实现,并利用 Matlab R2015b 环境出图. 

3.2   实验结果与分析 

实验 1.通过比较 6 种对等算法在 17 个测试函数上获得的 HV 值来评估各算法的性能.表 3 给出了各种算

法在所有测试例上获得的 HV 均值(Mean)和方差(Std.),并利用水平为 5%的双尾 t-检验来判断算法结果的显著

性差异.需要指出的是,表 3中的均值和方差是用一种算法在相同测试问题上独立运行 30次(每次使用不同的随

机数种子)的统计结果.t-test 值则是本文算法与其他对比算法在同一测试函数上进行 t 检验的结果,其中,+、=

和分别表示本文算法获得的性能指标值在显著性水平为 5%的双尾 t 检验中优于、等于和劣于对应列的算法

在对应行的测试问题上的显著性区分结果;Score表示本文算法显著优于对应列的对比算法在 17个测试问题中

的净胜得分,即等+与得的测试问题个数之差(下文同).同时,采用粗体显示不同算法在同一测试问题上获得的

好值. 

从表 3 可以看出,本文的 HMOFA 算法在 17 个测试问题上获得了 10 个 优的 HV 均值,NSGA-II 算法获得

了 5 个 优的 HV 均值,SMPSO 和 AbYSS 各获得 1 个 优的 HV 均值,而 MOEA/D-ACD 和 MOFA 算法无一

能获得 优的 HV 均值.而在 ZDT3、KUR、Deb2、DTLZ2、DTLZ4 和 DTLZ7 问题上,虽然 HMOFA 算法未能

获得 优的 HV 均值,但它在这 6 个测试函数上获得的 HV 均值与那些在相同测试问题上获得了 优的 HV 均

值的算法相比,它们之间获得的结果处于相同的数量级上.这表明,在这 6 个测试例上,HMOFA 算法获得的结果

接近于 好值.表 3 中的 HV 均值和方差的结果表明,本文算法在 17 个测试问题上具有 好的 HV 性能.另外,

从表 3 的 t-检验结果来看,HMOFA 算法对比其他 5 种算法的净胜得分均为正数,其中,对比 NSGA-II 算法的净

胜分为 4,对比 SMPSO的净胜分为 2,对比 AbYSS的净胜分为 8,对比 MOEA/D-ACD的净胜分为 7,对比 MOFA

的净胜分为 17.t-检验结果表明,HMOFA 算法在所有测试问题上获得的 HV 性能指标总体上显著优于另 5 种

对比算法. 

表 4 采用 Friedman 检验给出了 6 种对比算法的平均排名,可以看出,HMOFA 算法的名次是 好的,次优的

是 NSGA-II 算法,随后是 SMPSO、AbYSS 和 MOEA/D-ACD 等算法,排名 差的则是 MOFA 算法.Friedman 检

验的结果与表 3 中各算法获得的 HV 值所反映出的结果是一致的,它们都表明了 HMOFA 算法较之其他 5 种对

比算法具有 好的 HV 性能.究其原因:HMOFA 算法采用混合水平正交初始化策略产生均匀分布于搜索空间的

初始群体,不仅为算法后续的迭代过程提供了良好的初始点,而且能够有效地利用计算资源;其次,算法利用档

案群体中的精英解个体指导萤火虫移动,有利于促进算法收敛; 后,算法采用 3 点 短路径策略有效地保持了

解群的多样性.这 3 种策略有机结合,协同地提高了算法的收敛性与多样性等总体性能. 

Table 3  Mean and standard deviation of HV 

表 3  HV 均值和方差 
函数 HMOFA NSGA-II SMPSO AbYSS MOEA/D-ACD MOFA 

ZDT1 
Mean 6.61E-01 6.59E-01 6.61E-01 6.40E-01 6.61E-01 0.00E+00 
Std. 8.30E-04 3.10E-04 3.80E-04 7.60E-03 1.10E-03 0.00E+00 
t-test  + = + = + 

ZDT2 
Mean 3.28E-01 3.26E-01 3.28E-01 3.09E-01 3.28E-01 0.00E+00 
Std. 5.70E-04 3.40E-04 3.00E-04 7.50E-03 3.00E-04 0.00E+00 
t-test  + = + = + 

ZDT3 
Mean 5.13E-01 5.15E-01 5.14E-01 4.44E-01 4.92E-01 0.00E+00 
Std. 6.20E-03 1.60E-04 1.00E-03 2.20E-02 1.60E-02 0.00E+00 
t-test    + = + 

ZDT4 
Mean 6.61E-01 6.55E-01 0.00E+00 3.06E-01 1.86E-02 0.00E+00 
Std. 3.70E-04 2.70E-03 0.00E+00 1.90E-01 5.10E-02 0.00E+00 
t-test  + + + + + 

ZDT6 
Mean 4.06E-01 3.93E-01 4.06E-01 4.05E-01 4.04E-01 0.00E+00 
Std. 7.60E-05 1.50E-03 8.20E-05 3.00E-03 3.30E-06 0.00E+00 
t-test  + = = + + 

KUR 
Mean 3.94E-01 4.54E-01 4.50E-01 4.54E-01 4.53E-01 1.47E-01 
Std. 3.40E-02 2.40E-04 6.90E-04 1.60E-04 4.30E-04 7.50E-02 
t-test      + 
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Table 3  Mean and standard deviation of HV (Continued) 
表 3  HV 均值和方差(续) 

函数 HMOFA NSGA-II SMPSO AbYSS MOEA/D-ACD MOFA 

Deb2 
Mean 9.08E-01 8.86E-01 9.10E-01 8.38E-01 9.05E-01 8.80E-01 
Std. 2.20E-04 4.30E-03 3.20E-06 5.70E-03 1.50E-04 6.10E-04 
t-test  +  + + + 

DTLZ1 
Mean 8.02E-04 7.79E-01 0.00E+00 7.68E-01 7.22E-01 0.00E+00 
Std. 8.00E-03 5.60E-04 0.00E+00 5.40E-04 2.50E-03 0.00E+00 
t-test   +   + 

DTLZ2 
Mean 4.09E-01 4.18E-01 4.06E-01 4.09E-01 4.10E-01 1.71E-01 
Std. 4.10E-03 3.10E-04 3.30E-04 7.20E-04 4.80E-04 1.60E-03 
t-test   + =  + 

DTLZ3 
Mean 1.00E+00 1.00E+00 9.98E-01 1.00E+00 1.00E+00 9.16E-01 
Std. 2.00E-07 4.10E-09 5.10E-05 1.20E-07 3.00E-05 1.20E-03 
t-test  = + = = + 

DTLZ4 
Mean 3.90E-01 4.39E-01 4.25E-01 4.20E-01 3.82E-01 2.84E-02 
Std. 6.20E-02 3.30E-04 7.50E-04 3.20E-03 2.10E-03 3.30E-03 
t-test     + + 

DTLZ5 
Mean 9.47E-02 9.41E-02 9.45E-02 9.29E-02 8.06E-02 3.55E-02 
Std. 1.70E-05 7.30E-06 3.60E-06 2.70E-05 3.20E-04 7.30E-04 
t-test  + + + + + 

DTLZ6 
Mean 9.47E-02 4.05E-08 9.47E-02 9.32E-02 0.00E+00 0.00E+00 
Std. 1.10E-05 4.00E-08 1.30E-06 2.40E-05 0.00E+00 0.00E+00 
t-test  + = + + + 

DTLZ7 
Mean 3.18E-01 3.23E-01 3.09E-01 2.66E-01 6.47E-02 0.00E+00 
Std. 3.30E-03 2.00E-04 4.20E-04 2.20E-03 2.90E-03 0.00E+00 
t-test   + + + + 

Viennet1 
Mean 7.23E-01 7.22E-01 7.23E-01 7.01E-01 6.89E-01 6.87E-01 
Std. 9.30E-04 9.70E-05 7.10E-05 8.50E-04 5.90E-04 6.70E-04 
t-test  + = + + + 

Viennet2 
Mean 9.58E-01 9.57E-01 9.58E-01 9.46E-01 9.27E-01 9.18E-01 
Std. 2.30E-04 3.90E-05 2.90E-05 4.70E-04 8.00E-04 1.20E-03 
t-test  + = + + + 

Viennet3 
Mean 8.42E-01 8.40E-01 8.41E-01 8.37E-01 6.78E-01 7.84E-01 
Std. 1.20E-04 2.60E-05 2.40E-05 2.30E-04 7.30E-03 1.80E-03 
t-test  + = + + + 

Better(+)  10 6 11 10 17 
Same(=)  1 7 3 4 0 
Worse()  6 4 3 3 0 

Score  4 2 8 7 17 

Table 4  Average rankings of six compared MOEAs based on HV 

表 4  6 种对比算法基于 HV 指标的平均排名 
算法 平均排名 

HMOFA 4.82 
NSGA-II 4.47 
SMPSO 4.11 
AbYSS 3.41 

MOEA/D-ACD 2.97 
MOFA 1.20 

图 1 用盒图(box plot)的形式给出了 6 种算法在 16 个 MOP 测试问题上独立运行 30 次获得 HV 值的分布

情况.为图示方便,这里分别将 HMOFA、NSGA-II、SMPSO、AbYSS、MOEA/D-ACD 和 MOFA 算法简记为

A1、A2、A3、A4、A5 和 A6. 

从图 1 可以看出,HMOFA 算法分别在 ZDT1、ZDT2、ZDT3、ZDT4、ZDT6、DTLZ3、DTLZ5、DTLZ6

以及 Viennet1~Viennet3 上获得了 好的 HV 值的分布,也就是在 16 个 MOP 测试例上,本文算法获得了 11 个

好的 HV 分布结果,而图 1 的结果也反映了 HMOFA 算法适于处理 ZDT 系列和 Viennet 系列测试问题.NSGA-II

算法在 Deb2、DTLZ1、DTLZ2、DTLZ4 上获得了 好的 HV 分布,即在 16 个测试问题上获得了 4 个 好的

HV 分布,而 NSGA-II 算法在 ZDT1、ZDT2、ZDT3、DTLZ3、DTLZ6 和 Viennet2 等测试问题上获得的 HV 值

分布与 HMOFA 算法十分类似.SMPSO 算法在 ZDT1、ZDT2、ZDT3、ZDT6、Deb2、DTLZ5、DTLZ6、

Viennet1~Viennet3 等测试问题上获得较好的 HV 值分布,并与 优的结果十分接近.AbYSS 算法在 ZDT6、
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DTLZ1、DTLZ3、DTLZ4 和 Viennet3 等测试问题上获得的 HV 值分布接近 优的 HV 分布,而在 ZDT4 和 Deb2

等问题上表现较差.MOEA/D-ACD 算法在 ZDT1、ZDT2、ZDT6 和 DTLZ3 等测试问题上获得的 HV 值分布接

近 优的 HV 分布,而它却在 ZDT4、DTLZ6 和 Viennet3 等测试问题上表现较差.MOEA/D-ACD 算法在 ZDT1、

ZDT2、ZDT6 和 DTLZ3 等测试问题上获得的 HV 值分布接近 优的 HV 分布,而它在 ZDT4、DTLZ6 和 Viennet3

等测试问题上表现却较差.MOFA 算法在 ZDT1~ZDT4、ZDT6、DTLZ1~DTLZ7 等测试问题上获得的 HV 值分

布很差.因此,从图 1 不难看出,HMOFA 算法在大部分 MOP 测试问题上的结果要比其他 5 种对比算法分布得更

集中,表明本文算法鲁棒性更好. 

 

(a) ZDT1                     (b) ZDT2                      (c) ZDT3                     (d) ZDT4 

 

(e) ZDT6                        (f) Deb2                    (g) DTLZ1                    (h) DTLZ2 

 

(i) DTLZ3                    (j) DTLZ4                     (k) DTLZ5                    (l) DTLZ6 

 

(m) DTLZ7                    (n) Viennet1                   (o) Viennet2                   (p) Viennet3 

Fig.1  Box plots of the HV results obtained by six MOEAs over 30 independent runs 

图 1  6 种对等比较算法独立运行 30 次 HV 结果的盒图 

为了更加直观地展示各对比算法的收敛性与多样性,表 5 给出了部分对比算法在部分较难测试问题上的

Pareto 前沿. 
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Table 5  Approximate PFs of some MOEAs based on some hard MOPs 

表 5  部分算法在部分较难测试问题上的 Pareto 前沿 
函数 HMOFA NSGA-II SMPSO AbYSS 

ZDT4 

ZDT6 

DTLZ1 

DTLZ2 

DTLZ3 

DTLZ6 

DTLZ7 

Viennet3 
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由于完整呈现 6 种算法在 17 个测试函数上的近似 Pareto 前沿共需 102 副图例,鉴于篇幅的限制,这里给出

表 4 中排名前 4 名的算法在部分较难测试问题上的近似 Pareto 前沿.需要指出的是,表 5 中各近似 Pareto 前沿

均取自算法在每个测试题上执行 30 次独立实验时第 1 次运行所获得的结果. 

在表 5 中,对于 2-目标多模态 ZDT4 函数,HMOFA 算法具有 好的收敛性与多样性表现,其次是 SMPSO 算

法,随后是 NSGA-II 算法,而 AbYSS 算法的表现是 差的,因为其获得的解集不能收敛到真实 Pareto 前沿. 

在 2-目标的 ZDT6 测试问题上,HMOFA 算法获得的解集能够收敛于真实 Pareto 前沿,其次是 NSGA-II 算

法,随后是 AbYSS 算法,表现 差的则是 SMPSO 算法. 

对于 3-目标多模态的 DTLZ1 测试问题,HMOFA 算法具有直观上 好的收敛性与多样性,其获得的解集能

够分布于三角形区域内,而其他 3 种算法获得的解集分布性和收敛性均较差. 

对于 DTLZ2 问题,4 种算法获得的解集的分布性和收敛性相差不大,而以 NSGA-II、SMPSO 和 AbYSS 算

法略胜一筹. 

对于 3-目标凹形多模态 DTLZ3 问题,HMOFA 算法获得解集的收敛性要好于其他 3 种对比算法,但其分布

性却不如 NSGA-II 算法,4 种对比算法在 DTLZ3 问题上获得的结果均不理想. 

在 3-目标的 DTLZ6 问题上,HMOFA 和 SMPSO 获得的解集具有 好的收敛性和分布性,其次是 AbYSS 算

法,表现 差的则是 NSGA-II 算法,因为其获得的解集不能收敛到 Pareto 前沿上.在具有复杂 Pareto 前沿的 3-

目标 DTLZ7 问题上,HMOFA 算法和 NSGA-II 算法获得的解集能够收敛到 4 个簇上,其次是 AbYSS 算法,表现

差的是 SMPSO 算法. 

对于具有混合且退化 Pareto 前沿的 3-目标的 Viennet3 问题,HMOFA、NSGA-II 和 SMPSO 算法获得了相

似的 好的收敛性与分布性结果,表现 差的则是 AbYSS 算法,因为其获得的解集不能收敛到 Viennet3 问题的

Pareto 前沿上.综合以上分析,HMOFA 算法在部分较难测试问题上具有更好的直观上的收敛性与分布性结果. 

表 5 中呈现的部分算法在部分较难测试问题上的 Pareto 前沿与表 3 中给出的 HV 值的结果是相吻合的,

它们相互印证了 HMOFA 算法相对其他对比算法而言具有更好的性能.当然,本文算法在少数测试问题(如

DTLZ2)上的解集稍差,但根据“没有免费的午餐”定理,我们不指望 HMOFA 算法能在所有测试问题上都获得

好的结果. 

实验 2.为考察 HMOFA 算法的收敛速度,设计如下实验:利用 3 个较难的 2-目标测试问题 ZDT4、ZDT6、

Deb2 和 6 种较难的 3-目标测试函数 DTLZ5、DTLZ6、DTLZ7、Viennet1、Viennet2 和 Viennet3 组成测试集合,

考察 HMOFA 算法与其他 5 种对比算法在运行 100 代的过程中其 GD 值[36]的变化情况.由于 GD 指标度量了算

法的近似解集与真实 Pareto 前沿的距离,即收敛性能,因此,通过观察各算法近似解集的 GD 值随进化代数 t 变

化,可以判断出算法收敛速度的快慢.实验中各算法分别运行 100 代,并每隔 10 代计算其获得的 GD 值,图 2 给出

了 6 种对比算法在 9 个较难测试问题上的收敛速度曲线.从图 2 可以看出,HMOFA 算法在 ZDT4、ZDT6、Deb2、

DTLZ5、DTLZ6、DTLZ7 和 Viennet1 这 7 个 MOP 问题上获得了稳定的、 好的收敛速度,而在 Viennet2 和

Viennet3 问题上获得了次优的收敛速度.虽然 HMOFA 算法未能在 Viennet2 和 Viennet3 问题上获得 好的收敛

速度 ,但它却能在这两个问题上稳定地收敛 .对比在 Viennet2 问题上获得了 好收敛速度的 AbYSS 算

法,HMOFA 算法在第 90 代之后收敛速度加快,几乎接近 AbYSS 算法的收敛速度.在 Viennet3 问题上,虽然

AbYSS 算法获得了相对 好的收敛速度,但 HMOFA、NSGA-II、MOEA/D-ACD 和 SMPSO 这 4 种算法从第

10 代开始其收敛速度便趋于一致,这 4 种算法能以次优的速度稳定地收敛.综合图 2 可知,HMOFA 算法能够获

得较显著的收敛速度上的优势. 
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(a) ZDT4                               (b) ZDT6                                 (c)  Deb2 

 

(d) DTLZ5                             (e) DTLZ6                               (f) DTLZ7 

  

(g) Viennet1                            (h) Viennet2                             (i) Viennet3 

Fig.2  Curves of convergence rates of six MOEAs based on nine MOPs 

图 2   6 种算法在 9 个较难测试函数上的收敛速度曲线 

3.3   进一步讨论 

通过上文的实验验证了 HMOFA 算法总体上具有显著的收敛性、多样性和鲁棒性优势,表明了混合水平正

交实验初始化种群的方法、利用外部档案的精英个体引导个体移动的策略以及 3 点 短路径的修剪技术有机

结合,协同地提高了算法的整体性能.为进一步检验在 HMOFA 算法中引入的混合水平正交初始化方法和档案

精英个体引导萤火虫移动策略的有效性,分别设计实验 3 和实验 4 加以测试. 

实验 3.为检验 HMOFA 算法中混合水平正交初始化策略的有效性,这里将 HMOFA 算法和未使用混合水平

正交初始化方法而仅使用随机初始化方法的HMOFA算法(简记为HMOFA(r))一同在 8个较难的测试问题上进

行 HV 性能测试.需要指出的是,实验 3 中 HMOFA 和 HMOFA(r)除了使用的初始化种群方法不同之外,这两种

算法的其他方面均是相同的.表 6 给出了 HMOFA 算法和 HMOFA(r)算法在 8 个测试函数上获得的 HV 值. 

从表 6 可以看出,HMOFA 算法在 8 个较难测试问题上获得了全部 优的 HV 均值,而 HMOFA(r)算法仅在

ZDT6 和 DTLZ1 问题上获得了与 HMOFA 算法相同的 优的 HV 均值,而 HMOFA(r)在其他 6 个测试问题上获

得的 HV 均值都不如 HMOFA 算法的好.另外,从表 6 的 t-检验结果来看,HMOFA 算法对比 HMOFA(r)算法在

HV 性能上的净胜得分为 6.由于 HV 指标能够同时反映解群的收敛性和分布性,因此,采用混合水平正交初始化
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种群的方法有利于算法改善群体的收敛性与分布性.由此表明了混合水平正交初始化种群的方法是有效的.究

其原因,混合水平正交初始化方法一方面产生均匀分布于整个搜索空间的初始解点,初始群体的多样性促进了

种群在全局范围内寻优而不易于陷入局部 优.另外,由于混合水平正交初始化方法一般能产生接近用于指定

规模的初始群体,可高效地利用计算资源,这些因素相互作用改善了算法的性能. 

Table 6  Results of HV for HMOFA and HMOFA(r) on eight MOPs 

表 6  HMOFA 和 HMOFA(r)在 8 个测试函数上获得的 HV 值 
函数 HMOFA HMOFA(r) 

ZDT4 
Mean 6.61E-01 0.00E+00 
Std. 4.20E-04 0.00E+00 
t-test  + 

ZDT6 
Mean 4.06E-01 4.06E-01 
Std. 6.50E-05 7.10E-05 
t-test  = 

DTLZ1 
Mean 0.00E+00 0.00E+00 
Std. 0.00E+00 0.00E+00 
t-test  = 

DTLZ2 
Mean 4.10E-01 4.09E-01 
Std. 2.60E-03 4.00E-03 
t-test  + 

DTLZ3 
Mean 1.00E+00 9.99E-01 
Std. 1.90E-07 5.10E-04 
t-test  + 

DTLZ6 
Mean 9.47E-02 0.00E+00 
Std. 1.10E-05 0.00E+00 
t-test  + 

DTLZ7 
Mean 3.17E-01 3.04E-01 
Std. 3.00E-03 6.20E-03 
t-test  + 

Viennet3 
Mean 8.42E-01 8.41E-01 
Std. 1.00E-04 2.10E-04 
t-test  + 

Better(+)  6 
Same(=)  2 
Worse()  0 

Score  6 

实验 4.为检验 HMOFA 算法中档案精英个体引导萤火虫移动机制的有效性,这里将 HMOFA 和未采用精英

解引导萤火虫移动而仅使用基本 FA 算法萤火虫移动方法的 HMOFA 算法(简记为 HMOFA(b))一同在 8 个测试

函数上进行 HV 性能测试,实验 4 中,HMOFA 和 HMOFA(b)除使用的萤火虫移动机制不同之外,这两种算法的其

他方面均是一致的.表 7 给出了 HMOFA 算法和 HMOFA(b)算法在 8 个测试函数上获得的 HV 值. 

从表 7 可以看出,HMOFA 在 8 个较难问题上获得了全部 优的 HV 均值,而 HMOFA(b)算法仅在 DTLZ1

问题上获得与 HMOFA 算法相同的 优的 HV 均值,而在其他 7 个 MOP 问题上获得的 HV 均值都要差于

HMOFA算法.表 7的 t-检验结果中,HMOFA算法对比HMOFA(b)算法在HV性能上的净胜分为 7,而仅在DTLZ1

问题上与 HMOFA(b)算法的结果无显著性区别.究其原因,HMOFA 算法利用档案精英个体指导搜索,精英解携

带了与问题相关的有益信息,使得算法能够较快地收敛.另外,由于 HMOFA 算法采用随机方式从档案中选取精

英解引导个体移动,因而不会导致群体在局部区域聚集.所以,这里的档案精英解引导策略有利于改善算法的收

敛性与多样性.实验 4 的结果表明,档案精英解指导种群搜索的方法是有效的. 

Table 7  Results of HV for HMOFA and HMOFA(b) on eight MOPs 

表 7  HMOFA 和 HMOFA(b)在 8 个测试函数上的 HV 值 
函数 HMOFA HMOFA(b) 

ZDT4 
Mean 6.61E-01 0.00E+00 
Std. 4.20E-04 0.00E+00 
t-test  + 

ZDT6 
Mean 4.06E-01 0.00E+00 
Std. 6.50E-05 0.00E+00 
t-test  + 
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Table 7  Results of HV for HMOFA and HMOFA(b) on eight MOPs (Continued) 
表 7  HMOFA 和 HMOFA(b)在 8 个测试函数上的 HV 值(续) 

函数 HMOFA HMOFA(b) 

DTLZ1 
Mean 0.00E+00 0.00E+00 
Std. 0.00E+00 0.00E+00 
t-test  = 

DTLZ2 
Mean 4.10E-01 1.79E-01 
Std. 2.60E-03 1.80E-02 
t-test  + 

DTLZ3 
Mean 1.00E+00 9.20E-01 
Std. 1.90E-07 1.60E-02 
t-test  + 

DTLZ6 
Mean 9.47E-02 0.00E+00 
Std. 1.10E-05 0.00E+00 
t-test  + 

DTLZ7 
Mean 3.17E-01 0.00E+00 
Std. 3.00E-03 0.00E+00 
t-test  + 

Viennet3 
Mean 8.42E-01 7.90E-01 
Std. 1.00E-04 1.60E-02 
t-test  + 

Better(+)  7 
Same(=)  1 
Worse()  0 

Score  7 
   

4   结  论 

现实中的多目标优化问题不断增多且日益复杂,迫切需要发展新的有效的多目标优化方法应对挑战.近年

来,基于新型进化范例和混合机制的多目标优化算法渐已成为多目标优化领域的新的研究热点,它们在求解各

种复杂 MOP 问题中占据重要地位.本文提出一种混合型多目标萤火虫算法 HMOFA,该算法将基本 FA 算法拓

展至多目标优化领域,并将混合水平正交初始化方法、档案精英个体引导策略和 3 点 短路径技术融入其中,

以提高算法的整体性能.实验结果表明,HMOFA 算法在收敛性、多样性和鲁棒性等方面要显著地优于其他 5 种

对比算法.未来将从 3 个方面做进一步的工作:(1) 利用更多、更困难的 MOP 问题测试 HMOFA 算法;(2) 将

HMOFA 算法应用于工程实践中的 MOP 问题;(3) 尝试将新的学习机制引入 MOEA 算法,不断改善 MOEA 算法

求解复杂 MOP 问题的性能. 
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