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摘  要: 谱聚类将聚类问题转化成图划分问题,是一种基于代数图论的聚类方法.在求解图划分目标函数时,一般

利用 Rayleigh熵的性质,通过计算 Laplacian矩阵的特征向量将原始数据点映射到一个低维的特征空间中,再进行聚

类.然而在谱聚类过程中,存储相似矩阵的空间复杂度是 O(n2),对 Laplacian 矩阵特征分解的时间复杂度一般为

O(n3),这样的复杂度在处理大规模数据时是无法接受的.理论证明,Normalized Cut 图聚类与加权核 k-means 都等价

于矩阵迹的最大化问题.因此,可以用加权核 k-means 算法来优化 Normalized Cut 的目标函数,这就避免了对

Laplacian 矩阵特征分解.不过,加权核 k-means 算法需要计算核矩阵,其空间复杂度依然是 O(n2).为了应对这一挑战,
提出近似加权核 k-means 算法,仅使用核矩阵的一部分来求解大数据的谱聚类问题.理论分析和实验对比表明,近似

加权核 k-means 的聚类表现与加权核 k-means 算法是相似的,但是极大地减小了时间和空间复杂性. 
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Abstract:  Spectral clustering is based on algebraic graph theory. It turns the clustering problem into the graph partitioning problem. To 
solve the graph cut objective function, the properties of the Rayleigh quotient are usually utilized to map the original data points into a 
lower dimensional eigen-space by calculating the eigenvectors of Laplacian matrix and then conducting the clustering in the new space. 
However, during the process of spectral clustering, the space complexity of storing similarity matrix is O(n2), and the time complexity of 
the eigen-decomposition of Laplacian matrix is usually O(n3). Such complexity is unacceptable when dealing with large-scale data sets. It 
can be proved that both normalized cut graph clustering and weighted kernel k-means are equivalent to the matrix trace maximization 
problem, which suggests that weighted kernel k-means algorithm can be used to optimize the objective function of normalized cut without 
the eigen-decomposition of Laplacian matrix. Nonetheless, weighted kernel k-means algorithm needs to calculate the kernel matrix, and 
its space complexity is still O(n2). To address this challenge, this study proposes an approximate weighted kernel k-means algorithm in 
which only part of the kernel matrix is used to solve big data spectral clustering problem. Theoretical analysis and experimental 
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comparison show that approximate weighted kernel k-means has similar clustering performance with weighted kernel k-means algorithm, 
but its time and space complexity is greatly reduced. 
Key words:  spectral clustering; trace maximization; weighted kernel k-means; approximate kernel matrix; big data 

科技的发展以及互联网的普及加快了人们生活的节奏,同时也产生了海量的数据和信息.我们正处在一个

“数据丰富”而“知识贫乏”的时代,如何从浩瀚的数据中获取有价值的知识成为当务之急.大规模聚类是数据挖

掘的主要工具之一,它能高效地组织大量数据,便于用户访问.聚类可以应用在各种场景中,例如网页搜索、图像

检索、基因表达分析、推荐系统,以及基于交易数据的市场调研等[1]. 
很多文献给出的大规模聚类技术是基于欧氏距离的,并且隐含假设所有数据点位于欧氏几何结构中.基于

核的聚类方法突破了这一限制,它将数据点嵌入到一个高维非线性流形中,并且使用非线性的核距离函数度量

这些点的相似性[2].谱聚类就是一种典型的基于核的聚类方法,它把数据点当作无向加权图的节点,这样,聚类问

题就变成了如何寻找 佳的图划分,使子图内部的连接权值 大,而子图之间的连接权值 小[3].但是,图聚类的

很多目标函数,如 Ratio cut[4],Normalized cut[5],都无法在多项式时间内找到 优解,属于 NP 难问题.传统的求解

方法是,将它们写成 Rayleigh 熵的形式,因为 Rayleigh 熵的 小值,第二小值,…, 大值分别对应 Laplacian 矩阵

的 小特征值,第二小特征值,…, 大特征值,且极值在相应的特征向量处取得.于是.可以通过求解 Laplacian 矩

阵的特征值和特征向量,将图划分的组合优化问题转化为数值优化问题,使其可以在多项式时间内解决.谱聚类

的基本思想是:构造数据点的相似矩阵和对应的 Laplacian 矩阵,然后对 Laplacian 矩阵特征分解,再利用得到的

特征向量进行聚类[6].由于用到了矩阵的特征值和特征向量,所以这种算法称为谱聚类. 
尽管谱聚类在规模较小的数据集上表现很好,可是如果数据点的个数 n 很大,谱聚类在计算 n 个点的成对

相似性和存储大的相似矩阵时,会遇到 O(n2)级资源占用的瓶颈.此外,求解 Laplacian 矩阵的前 k 个特征向量也

需要相当大的时间和内存,这些问题都限制了谱聚类算法在大数据中的应用. 
解决计算和内存难题 常用的方法是:使相似矩阵的一些元素归零,将矩阵稀疏化;从获得的稀疏相似矩

阵,找到对应的 Laplacian 矩阵,然后调用稀疏的特征求解方法计算特征向量[7].稀疏表示可以有效解决内存瓶

颈,但是一些稀疏化方法仍然需要计算相似矩阵的全部元素.另一个加速谱聚类的重要方法是:利用 Nyström 近

似技术进行特征分解,仅需相似矩阵的一部分,避免使用整个相似矩阵[8].Kumar 等人[9]分析了 Nyström 方法的

误差界,并指出,集成的 Nyström 方法比标准的 Nyström 方法具有更快的收敛速度.这种方法牺牲了准确的相似

性值,但换来了更短的计算时间,提高了算法的效率.在不同尺度参数下,平移不变核会从低秩结构变化到块对

角结构.基于此,Si 等人[10]提出 MEKA 算法来逼近平移不变核矩阵.该算法同时考虑了核矩阵的低秩和块结构,
在速度、逼近误差和内存使用方面都有良好的表现.此外,Chen 等人[11]研究了并行的谱聚类方法,通过将 n 个数

据点分配到 p 个分布的机器节点上,实现大规模数据的聚类. 
因为对 Laplacian 矩阵特征分解的时间复杂度也很高,一般为 O(n3),Dhillon 等人[12]提出了一种不使用特征

向量的聚类方法.该方法源于核 k-means 与谱聚类的内在联系.核 k-means 算法是标准 k-means 算法的一个泛化.
与标准 k-means相比,核 k-means的优势在于:通过将数据隐式映射到一个高维空间,可以发现输入空间中非线性

分布的簇[13].研究结果表明,加权形式的核 k-means目标函数与Normalized Cut的目标函数都能写成矩阵迹的形

式 ,可以认为两者在数学上是等价的 [14].这种等价性意味着 :我们可以使用加权核 k-means 算法来优化

Normalized Cut 的目标函数;反过来,也可以将谱方法应用到加权核 k-means 中.在计算特征向量很困难的情况

下,例如要对一个非常大的矩阵特征分解,加权核 k-means 算法可能比谱方法更合适. 
虽然核距离函数有助于捕捉数据中的非线性结构,但是它要求计算并在内存中存储一个 n×n 的核矩阵,所

以加权核 k-means 算法的空间复杂度也是 O(n2),仍然不适合处理大数据问题.本文中,我们尝试解决这个由大的

核矩阵构成的挑战.注意到,加权核 k-means 之所以需要全部核矩阵,是因为依据 Representer 定理,类中心是由所

有数据点的线性组合表示的[15].换句话说,类中心位于所有待聚类数据点的生成子空间中.我们可以通过把类中

心限制在一个较小的子空间中 ,避免计算全部核矩阵 .基于此 ,本文提出了求解大规模谱聚类的近似加权核

k-means 算法,通过随机选取一部分数据点,然后使用由这些数据点生成的子空间中的向量来逼近类中心.该近
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似仅需要计算和存储整个核矩阵的一部分.理论分析和实验对比均表明,近似加权核 k-means 与使用整个核矩

阵的加权核 k-means 具有相似的聚类表现. 
本文第 1 节介绍 Normalized Cut 的基本原理,并将其归结为矩阵迹的 大化问题.第 2 节分析加权核

k-means 算法,然后给出加权核 k-means 与 Normalized Cut 目标函数之间统一的数学关系.第 3 节提出近似加权

核 k-means 算法,用于解决大数据的谱聚类问题.第 4 节从理论层面讨论近似加权核 k-means 算法的计算复杂度

和误差范围.第 5 节在不同的数据集上验证所提出的算法有效性,并与其他算法的聚类表现进行对比. 后归纳

本文的主要贡献,以及下一步要做的工作. 

1   归一化图划分 

一个无向加权图可以表示为G=(V,E,A),其中,V是所有节点的集合;E是连接节点的边的集合,每条边都有一

个权值,衡量两点属于同一类的可能性的大小;这些权值构成了亲和矩阵 A,通常 A 是非负的和对称的. 
给定数据集 X={x1,x2,…,xn},X 中包含 n 个数据点.把这些数据点看作图 G 的节点,令节点集合 V=[n]表示所 

有待聚类的元素.要把 n 个点聚成 k 类,就是将 V 划分成 k 个不相交的子集,即,
1

,k
ii

VV
=

=∪ 且 Vi∩Vj=∅,i≠j. 

假设 V1,V2⊂V,定义 links(V1,V2)为 V1 和 V2 之间总的连接权值: 
 

1 2

1 2
,

( , ) ij
i V j V

links V V A
∈ ∈

= ∑  (1) 

一个子集 V1 的度(degree)就是 V1 中的点与所有数据点的连接权值之和: 
 degree(V1)=links(V1,V) (2) 

使用度作为归一项,定义 linkratio(V1,V2)表示 V1 与 V2 的连接在 V1 与全集的连接中所占的比例: 

 1 2
1 2

1

( , )( , )
( )

links V Vlinkratio V V
degree V

=  (3) 

有两种特殊的 linkratio:一种是 linkratio(V1,V1),用来衡量 V1 内部的连接;另一种是它的补集 linkratio(V1, 
V\V1),用来衡量 V1 外部的连接.一个好的聚类划分希望类内部的连接比较紧密,同时,类之间的连接比较松散.由
这两个目标得到两种归一化的 k-way划分准则:Normalized Association和 Normalized Cut.它们的目标函数如下: 

 1
1

( ,..., ) ( , )
k

k i i
i

NAssoc V V linkratio V V
=

= ∑  (4) 

 1
1

( ,..., ) ( , \ )
k

k i i
i

NCut V V linkratio V V V
=

= ∑  (5) 

根据 links(V2,V \V1)=degree(V1)−links(V1,V1),可以得到 NAssoc(V1,…,Vk)+NCut(V1,…,Vk)=k.所以在 大化

Normalized Association 的同时,也能 小化 Normalized Cut.于是,图的 k-way 划分可以表示成下面的优化问题: 
max NAssoc(V1,…,Vk). 

为了便于计算,定义一个隶属矩阵 U∈Rk×n 来描述划分结果{V1,…,Vk}.设 U=(u1,…,uk)T,其中, 1T n
iu ×∈R 是 U 

的第 i 行,表示第 i 类 Vi 中包含哪些元素:对于数据集中的第 j 个点 xj,若 xj∈Vi,则 Uij=1;若 xj∉Vi,则 Uij=0.由于每 

个节点只能归到 V1 到 Vk 中的一个类,U 的每列只包含一个 1,故 UT1k=1n,其中,1n∈Rn×1 表示元素全为 1 的向量. 

根据对称的亲和矩阵 A,定义度矩阵 D: 
 D=diag(A1n) (6) 
其中,diag(⋅)表示由它的矢量参数构成的对角矩阵.然后,可以重写 links 和 degree 如下: 

 ( , ) T
i i i ilinks V V u Au=  (7) 

 ( ) T
i i idegree V u Du=  (8) 

定义矩阵 Z∈Rk×n,令 Z=(z1,…,zk)T=(UDUT)−1/2U,其中, 1/ 2( )T
i i i iz u u Du −= ,用 tr(⋅)表示矩阵的迹,根据公式(7)、 

公式(8),则有: 
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1 1/ 2 1/ 2
1 1 1

( ,..., ) ( ).
( ) ( )

T Tk k k
T Ti i i i

k i iT T T
i i ii i i i i i

u Au u uNAssoc V V A z Az tr ZAZ
u Du u Du u Du= = =

= = = =∑ ∑ ∑  

注意到 ZDZT=(UDUT)−1/2U⋅D⋅UT(UDUT)−1/2=Ik,其中,Ik∈Rk×k 是单位矩阵. 

令 1/ 2 ,Z ZD= 则 1/ 2 1/ 2 1/ 2, ,T T T T T
kZ D Z ZZ ZD D Z ZDZ I= = ⋅ = = 那么, 

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ).T T Ttr ZAZ tr ZD D AD D Z tr ZD AD Z− − − −= ⋅ ⋅ =  
所以, 大化 NAssoc(V1,…,Vk)等价于矩阵迹的 大化问题,即 

 1/ 2 1/ 2max ( )T

Z
tr ZD AD Z− −  (9) 

注意到,该问题需要满足约束条件 .T
kZZ I= 一个可行的求解方法是,根据谱图理论,定义 Laplacian 矩阵 L= 

D−1/2AD−1/2,通过对 L 特征分解,利用其前 k 个特征向量构造矩阵 .Z 由于特征向量中包含了数据点的类属信息,
因此可以在由特征向量组成的低维特征空间中对数据点进行划分. 

2   加权核 k-means 算法 

核 k-means 是经典 k-means 算法的一个非线性扩展.它把 k-means 算法中使用的欧氏距离函数 d2(xa,xb)= 
||xa−xb||2 替换成了一个非线性核距离,定义为 

2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ),a b a a b b a bd x x x x x x x xκ κ κ κ= + −  

其中,xa∈Rd 和 xb∈Rd 是两个数据点,κ(⋅,⋅):Rd×Rd→R表示核函数.核函数建立了从原(输入)空间到高维核空间的 

非线性映射,有助于识别输入空间中非线性分布的簇. 

令 X={x1,x2,…,xn}表示包含 n 个点的输入数据集,k 是设定的类数,K∈Rn×n 是核矩阵,Kij=κ(xi,xj).由核函数

κ(⋅,⋅)诱导出的线性空间称为再生核希尔伯特空间(reproducing kernel Hilbert space,简称 RKHS),用Hκ表示.将数 

据点划分成 k 个不相交的类{V1,…,Vk},每个类中数据点到类中心的距离的平方和称为聚类误差,核 k-means 的

目标是寻找合理的划分,使总的聚类误差 小. 
为了将核 k-means 算法与图的 Normalized Cut 联系起来,需要假设每个点 xi 都有一个权值 wi,引入权值后,

核 k-means 就变成了加权核 k-means,其目标函数可以表示为 

 2 2
1

1 1 1
min ( ,..., ) | ( , ) ( ) | | ( , ) ( ) |

j i

k k n

k j j i j ij j i
i x V i j

J V V w x c w U x c
κ κ

κ κ
= ∈ = =

= ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅∑ ∑ ∑∑H H  (10) 

其中, | ... |
κH
表示Hκ的泛函范数,ci(⋅)∈Hκ表示类中心,U∈{0,1}k×n 是数据点的隶属矩阵. 

定义加权的隶属矩阵 Y∈Rk×n:Y=(y1,…,yk)T=UW,其中 ,W∈Rn×n 是由数据点权值构成的对角矩阵 ,即 ,W= 

diag(w1,…,wn).令 T
i i ns y= 1 表示 Y 的第 i 行之和,si 的倒数组成另一个对角矩阵 L∈Rk×k:L=[diag(s1,…,sk)]−1.利用 L

将 Y 归一化,得到 ˆ k nY ×∈R 和 :k nY ×∈R  

( )

1
1 1

1
1/ 2 1/ 2 1/ 2

1 1

ˆ ˆ ˆ( ,..., ) [ ( ,..., )] ,

( ,..., ) ,..., .

T
k k

T
k k

Y y y diag s s UW LUW LY

Y y y diag s s UW L UW

−

−

= = = =

⎡ ⎤= = =⎣ ⎦

 

那么,加权核 k-means 佳的类中心可以表示为 

 
1

1 ˆ( ) ( , ) ( , ), [ ]
j i

n

i j j ij j
x V ji

c w x Y x i k
s

κ κ
∈ =

⋅ = ⋅ = ⋅ ∈∑ ∑  (11) 

定理 1. 设核矩阵 K=(ϕ1,…,ϕn)T, 1T n
iϕ ×∈R 表示 K 的第 i 行.结合权值矩阵 W,加权核 k-means 的目标函数也 

可以由矩阵的迹来表示: 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1( ,..., ) ( ) ( ).T
kJ V V tr W KW tr YW KW Y= −  

注意到,核矩阵 K、权值矩阵 W 都是给定的,故 tr(W1/2KW1/2)是一个常量,所以 小化加权核 k-means 的目标

函数等价于: 
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 1/ 2 1/ 2max ( )T

Y
tr YW KW Y  (12) 

与 1/ 2 1/ 2
1( ,..., ) ( )T

kNAssoc V V tr ZD AD Z− −= 对比可以发现:若令加权核 k-means 的权值矩阵 W=D,核矩阵 K= 

D−1AD−1,则 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) .T TY L UW UWU UW UDU UD Z− −= = = =  

于是, 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ).T T Ttr YW KW Y tr ZD D AD D Z tr ZD AD Z− − − −= ⋅ ⋅ =  

可见,Normalized Cut 问题中 1/ 2 1/ 2( )Ttr ZD AD Z− − 的 大化与加权核 k-means 问题中 1/ 2 1/ 2( )Ttr YW KW Y 的  
大化是等价的,因此可以使用加权核 k-means 算法来求解 Normalized Cut 的目标函数,进而得到 佳的划分子

图.为了保证加权核 k-means 算法 后收敛,一般要求核矩阵 K 是正定的.加权核 k-means 算法通过多次迭代,不
断更新聚类中心和隶属矩阵,使聚类误差逐渐减小.与传统的谱聚类方法相比,利用迭代算法解决图划分问题,
避免了对拉普拉斯矩阵特征分解,降低了计算复杂度,同时便于使用局部搜索等技术来提高聚类质量. 

由定理 1 可知:加权核 k-means 的实现需要计算和存储全部 n×n 的核矩阵 K,使它不适合处理大规模的数据

集.Zhang 和 Rudnicky[16]通过把核矩阵划分成小块,每次只用其中的一块来降低空间需求.尽管该技术考虑了空

间复杂度,它仍然需要计算整个核矩阵.为了同时降低加权核 k-means 的时间和空间复杂度,本文考虑利用数据

集中的部分抽样点计算近似的核矩阵,并设计了近似加权核 k-means 算法,用于处理大数据的谱聚类问题. 

3   近似加权核 k-means 算法 

降低加权核 k-means 的复杂度的一个简单而直观的方法是:从待聚类的数据集中随机选取 m 个点,在这些

采样点中,使用标准加权 k-means 算法确定 k 个类中心;然后对于剩余的每个点,分别计算 k 个类中心与该点的

距离,将该点与 近的类中心归为一类.采用这种方法尽管可以减少运行时间和空间需求,但是由于采样的任意

性和局限性,它的表现无法和使用全部核矩阵的原算法相比,除非抽样点的数量足够大. 
仔细观察公式(10)可以发现,由于类中心{ci(⋅),i∈[k]}是全部待聚类数据点的线性组合,所以加权核 k-means 

需要计算全部核矩阵 K.换句话说,类中心位于所有数据点生成的子空间中,即,ci(⋅)∈Hκ=span(κ(x1,⋅),…,κ(xn,⋅)), 

i∈[k].倘若把类中心的解限制在一个较小的子空间 ˆ
κ κ⊂H H 里,就可以避免计算整个核矩阵.构造的 ˆ

κH 应该具

有如下性质:(1) ˆ
κH 应该足够小,以便高效计算;(2) ˆ

κH 的覆盖面应该足够大,以产生类似于使用Hκ的聚类结果.

基于这个简单而重要的发现,本文提出了一个构造 ˆ
κH 的有效方法,可以显著降低加权核 k-means 的复杂度.首

先,随机选取 m 个数据点(m<<n),表示为 1
ˆ ˆ ˆ{ ,..., }mX x x= ,用来构造子空间 1

ˆ ˆ ˆ( ( , ),..., ( , ))mspan x xκ κ κ= ⋅ ⋅H .给定子空间

ˆ
κH ,将加权核 k-means 的目标函数写成: 

 2
1

1 1

ˆmin ( ,..., ) | ( , ) ( ) | , ( )
k n

k j ij j i i
i j

J V V w U x c c
κ κκ

= =

= ⋅ − ⋅ ⋅ ∈∑∑ H H  (13) 

定义两种核矩阵 ˆ m mK ×∈R 和 ˆ,n mK K×∈R 由 X̂ 中样本点之间的核相似性构成, K 由 X 中的数据点与 X̂ 中

的样本点之间的核相似性构成.下面的引理 1 给出了限制在子空间 ˆ
κH 中的类中心 ci(⋅)的 优解: 

引理 1. 给定隶属矩阵 U 和权值矩阵 W,根据采样点得到的类中心设为
1

ˆ( ) ( , ),
m

i ij j
j

c xα κ
=

⋅ = ⋅∑ 其中,α∈Rk×m 是

未知参数.为使目标函数 J(V1,…,Vk) 小, 佳的α应满足 1ˆ ˆ ,YKKα −= 其中,矩阵 ˆ .Y LUW=  

定理 2. 若加权核 k-means 的类中心 ˆ( ) ,ic κ⋅ ∈H i∈[k],其目标函数可以归结为矩阵迹的 优化问题: 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2

1
ˆ( ,..., ) ( ) ( ).T T

kJ V V tr W KW tr YW KK K W Y−= −  

定理 2 表明,数据点的隶属矩阵 U 可以通过矩阵 K 和 K̂ 来确定.由于 K̂ 是 K 的一部分,事实上只需要计算

K .当 m<<n 时,计算 K 的开销远小于计算整个核矩阵 K.观察定理 1 和定理 2,定理 2 中的方法也可以视为用
1ˆ TKK K− 来逼近定理 1 中的核矩阵 K,这与矩阵低秩逼近的 Nyström 方法是类似的[17].由定理 2 得到的算法称为

近似加权核 k-means,利用该算法来求解大规模谱聚类问题,可以显著降低算法的时间和空间复杂度,提高聚类
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的效率.详细过程见算法 1. 
算法 1. 近似加权核 k-means 算法. 
输入: 
• X={x1,…,xn}:待聚类的 n 个数据点的集合; 
• m:随机采样的数据点个数(m<<n); 
• k:聚类个数; 
• MAXITER: 大迭代次数. 
输出:包含 终聚类信息的隶属矩阵 U. 

Step 1. 从 X 中随机选取 m 个点,表示为 1
ˆ ˆ ˆ( ,..., )mX x x= . 

Step 2. 根据核函数 K=D−1AD−1,计算 ˆ[ ( , )]i j n mK x xκ ×= 和 ˆ ˆ ˆ[ ( , )] .i j m mK x xκ ×=  

Step 3. 计算 1ˆ .T KK −=  
Step 4. 随机初始化隶属矩阵 U. 
Step 5. 令迭代次数 t=0. 
Step 6. repeat 
Step 7.   令 t=t+1. 

Step 8.   计算加权隶属矩阵 Y=UW=UD 和对角矩阵 L=[diag(Y1n)]−1,并将 Y 归一化: ˆ .Y LY=  
Step 9.   计算 1ˆ ˆ ˆ .YT YKKα −= =  
Step 10. for j=1,…,n do 
Step 11.   为每个点 xj 找到 近的类中心 i*: 

2

[ ] [ ]

ˆarg min | ( , ) ( ) | arg min( 2 ),T T
j i i i j i

i k i k
i x c K

κ
κ α α ϕ α∗

∈ ∈
= ⋅ − ⋅ = −H  

      其中, T
iα 是α的第 i 行, T

jϕ 是 K 的第 j 行. 

Step 12.   更新 U 的第 j 列,令其第 i=i*行元素 Uij=1,而其余元素为 0. 
Step 13. end for 
Step 14. until 隶属矩阵 U 不再变化或 t>MAXITER. 

4   算法分析 

本节首先分析所提出的近似加权核 k-means 算法的计算复杂度和收敛性,然后与标准加权核 k-means 算法

进行对比,从理论上研究了抽样近似方法对算法 1 聚类误差的影响. 

4.1   计算复杂度 

近似加权核 k-means 算法 费时的操作是矩阵求逆 1K̂ − 和计算 1ˆ ,T KK −= 该过程的时间复杂度是 O(m3+ 
m2n).计算α和更新隶属矩阵 U 的计算开销是 O(mnkt),其中,t 是算法收敛需要迭代的次数.所以,算法 1 总的计算 

复杂度为 O(m3+m2n+mnkt).为了避免矩阵求逆 1ˆ ,K − 进一步提高算法的运行效率,可以把计算 1ˆ ˆYKKα −= 转化成 
下面的优化问题: 

1

1

1ˆ ˆ ˆ ˆarg min ( 2 ) arg min[ ( ) 2 ( )] arg min ( ) ( ) .
2k m k m k m

k
T T T T T T

i i i i i
i

s K y K tr L K tr YK tr K tr YK
α α α

α α α α α α α α α α
× × ×

∗ −

∈ ∈ ∈=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑

R R R
 

如果 K̂ 是正定的 ,即 ,其 小的特征值显著大于 0,该优化问题可以用梯度下降法来求解 ,收敛速度是 
O(log(1/ε)),其中,ε是期望的精度.由于梯度下降法的每一步需要花费 O(m2k)的代价,所以整个求解过程的计算

开销是 O(m2klog(1/ε)).当 klog(1/ε)<<m 时,O(m2klog(1/ε))<<O(m3).使用这一技巧,可以将算法 1 的时间复杂度降 

低到 O(m2klog(1/ε)+m2n+mnkt).因为算法 1 中需要存储的 大矩阵是 K ,所以其空间复杂度为 O(mn).与标准加 
权核 k-means 算法 O(n2)的复杂度相比,该方法大幅度降低了大数据聚类过程中的时间和空间需求. 
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4.2   算法收敛性 

文献[14]中指出:如果核矩阵是正定的,就可以保证加权核 k-means 算法收敛.利用加权核 k-means 优化

Normalized Cut 的目标函数时,需要定义核矩阵 K=D−1AD−1,权值矩阵 W=D.但是,如果 A 是一个任意的邻接矩阵, 
D−1AD−1 不一定是正定的,所以加权核 k-means 也不一定会收敛.本节通过为核矩阵 K 增加恰当的对角偏移量来

避免这个问题.该解决方法可以看作对 Roth 等人[18]工作的推广,他们将对角偏移方法用在了非加权的情况中. 
给定亲和矩阵 A,定义 K′=σD−1+D−1AD−1,其中,σ是一个正的足够大的常数,以保证 K′是正定的. 
因为 D−1 是一个正的对角矩阵,加上σD−1 就为 D−1AD−1 的对角线元素增加了正的偏移量.用 K′代替公式(12)

中的 K,可以得到: 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( ) ( ) ( ) ( ).T T T Ttr YW K W Y tr ZD D D Z tr ZD AD Z k tr ZD AD Zσ σ− − − − −′ = + = +  

因此,使用 K′ 大化 Y 与公式(9)中的 Normalized Association 问题是等价的,只是 K′已经被构造成一个正定 
矩阵.运行基于 K′的近似加权核 k-means,可以单调优化 Normalized Association 的目标函数,保证算法的收敛性. 

4.3   误差范围 

与使用全部核矩阵的加权核 k-means 相比,近似加权核 k-means 的不同之处仅在于:其类中心限制在一个较 

小的子空间 ˆ
κH 中,而 ˆ

κH 是基于采样点构成的.下面就从该约束出发,探究使用这种近似的方法后,算法 1 的期望 

误差的范围. 
命题 1. 给定隶属矩阵 U 和权值矩阵 W,设加权隶属矩阵 Y=(y1,…,yk)T=UW.定义二值随机变量ξ=(ξ1,ξ2,…, 

ξn)T∈{0,1}n×1 来描述随机采样过程 :如果数据点 xi 被选中构造子空间 ,则ξi=1;否则 ,ξi=0.于是 ,近似加权核

k-means 的聚类误差可以表示为 

 1/ 2 1/ 2

1
( , ) ( ) ( , )

k

i
i

Y tr W KW Yξ ξ
=

= + ∑L L  (14) 

其中,
1

( , ) min [ ( ) ( ) 2 ( )].
n

i

T T
i i i i i iY s K y K

α
ξ α ξ α ξ α ξ

×∈
= −

R
L  

注意到,ξ=1n 时(1n 是元素全为 1 的向量),说明选择了所有数据点来构造子空间 ˆ
κH ,等价于使用全部核矩阵

的加权核 k-means 算法,因此,L(Y,1n)是标准加权核 k-means 算法的聚类误差.下面的引理 2 给出了L(Y,ξ)期望的 

范围. 
引理 2. 已知加权隶属矩阵 Y,L(Y,ξ)的期望满足下面的不等式: 

1
1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1[ ( , )] ( , ) ( ) [ ( )] ,T

n
mE Y Y tr Y W KW diag W KW Y
nξ ξ

−
− −

⎛ ⎞⎡ ⎤+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
1≤L L  

其中, 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( , ) ( ) ( ).T
nY tr W KW tr YW KW Y= −1L  

推论 1. 假设对于任意 x 都有κ(x,x)≤1,权值 w(x)≤1,令λ1≥λ2≥…≥λn≥0 为加权核矩阵 W1/2KW1/2的特征

值.给定加权隶属矩阵 Y,有下面的不等式成立: 

1

[ ( , )] ( , ) / .
( , ) /

n
n

n
i

i k

E Y Y k m
Y n

ξ ξ

λ
= +

−

∑

1
1

≤
L L
L

 

为了说明推论 1 的结果,考虑一个特殊的加权核矩阵 W1/2KW1/2,它的前 a 个特征值等于 n/a,剩余的特征值

为 0,即λ1=…=λa=n/a,λa+1=…=λn=0.进一步假设 a≥2k,即,W1/2KW1/2 的非 0 特征值的个数大于类数的 2 倍,那么

根据推论 1,有下式成立: 

1 1

1

[ ( , )] ( , ) / / / 2 .
( , ) ( ) ( / 2)/

n
n

n
i

i k

E Y Y k m k m k m k
Y a a k a a a mn

ξ ξ

λ
− −

= +

−
= =

− −∑

1
1

≤ ≤
L L
L

 

上式表明:当 W1/2KW1/2 的非 0 特征值的个数显著的大于类数时,使用逼近策略的近似加权核 k-means 的聚

类误差与采样个数 m 是息息相关的,其与标准加权核 k-means 聚类误差的差别会随着样本点的增加以 O(1/m)
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的速率减小. 

5   实验与分析 

将基于近似加权核 k-means 的谱聚算法记作 AWKK-SC,为了测试 AWKK-SC 算法的有效性,本节对比了该

算法与另外 4 种典型的聚类算法在基准数据集上的聚类性能.对照算法分别是:标准谱聚类算法(NJW-SC)[19]、

基于标准加权核 k-means 的谱聚类算法(WKK-SC)[12]、基于 Nyström 低秩近似的谱聚类算法(Nyström-SC)[8]、

基于 MEKA 低秩近似的核聚类算法(MEKA-KC)[10].所有实验都是在一台高性能惠普工作站上进行的,其配置

为:Intel Xeon E5-1620 3.60GHz 处理器,18G 内存,Windows 7 64 位操作系统,开发工具是 MATLAB 2012b.表 1
给出了实验中使用的基准数据集. 

Table 1  Data characteristics of benchmark datasets 
表 1  基准数据集的数据特征 

数据集 数据点个数 维数 类数

Waveform 5 000 40 3 
Ringnorm 7 400 20 2 

USPS 9 298 256 10 
MNIST 70 000 784 10 

Forest cover type 581 012 54 7 

Waveform 数据集[20]包含 3 类波形,每类各占 33%,其 40 维属性中的后 19 维都是噪声数据,噪声的均值为

0,方差是 1.Ringnorm 数据集[20]中的两类样本分别呈现两种不同的正态分布,但是这两种分布也有相互重叠的

地方,不易区分.USPS 和 MNIST 都是手写数字数据集[21],它们各自含有 10 种不同类型的手写数字图片,每幅图

片由一个 256 维或 784 维的特征向量表示.Forest Cover Type 数据集[22]来自美国地质调查局(USGS)和美国林务

局(USFS),可分成 7 类数据,每类代表一种森林植被类型. 
得到聚类结果后,可以依据簇标签与真实的类标签之间的归一化互信息(normalized mutual information,简

称 NMI)来衡量算法的聚类准确度[23]. 

令 1( ,..., )c c T
c kU u u= 表示与聚类得到的簇标签对应的隶属矩阵, 1( ,..., )t t T

t kU u u= 表示与真实的类标签对应的 

隶属矩阵,这两种变量之间的归一化互信息定义为 
( , )( , ) ,

( ) ( )
c t

c t
c t

I U UNMI U U
H U H U

=
⋅

 

其中,I(Uc,Ut)是 Uc 和 Ut 之间的互信息,H(Uc)和 H(Ut)是信息熵,用于对互信息归一化,使其位于区间[0,1]内.实践

中,常使用下面的公式来估计 NMI 的值: 

 

,
,,

,
1 1

1 1

log
( , )

log log

c tk k
i jc t

i j c t
i j i j

c t tck k
jc ti

i j
i j

n n
n

n n
NMI U U

nnn n
n n

= =

= =

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑

∑ ∑
 (15) 

其中, ( )c c T
i i nn u= 1 表示簇 i 中数据点的个数, ( )t t T

j j nn u= 1 表示类 j 中数据点的个数, ,
, ( )c t c T t

i j i jn u u= 表示属于类 j 但 

是被划分到簇 i 中的数据点的个数.如果聚类结果与真实的类标签完全吻合,则 NMI 值为 1;如果数据被随意划

分,则 NMI 值趋近于 0.NMI 的值越高,表示聚类的质量越好.为了客观地对比实验结果,各算法统一采用高斯核

函数计算数据点之间的相似性, 大迭代次数设为 100.由于是随机初始化,算法的每次聚类结果会有小幅波动,
因此,将 4 种算法在每个数据集上都运行 20 次,并计算其 NMI 指标的平均值,统计结果见表 2(“−”表示内存不足,
实验无法进行). 
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Table 2  NMI index of algorithms on different datasets 
表 2  算法在不同数据集上的 NMI 指标 

算法 采样个数
数据集 

Waveform Ringnorm USPS MNIST Forest cover type 
NJW-SC 100% 0.3658 (±0.0066) 0.6874 (±0.0029) 0.6095 (±0.0027) − − 
WKK-SC 100% 0.3595 (±0.0039) 0.7632 (±0.0071) 0.6455 (±0.0049) − − 

Nyström-SC 

50 0.3668 (±0.0032) 0.6283 (±0.0073) 0.6178 (±0.0019) 0.4623 (±0.0076) 0.1066 (±0.0012) 
100 0.3687 (±0.0028) 0.6568 (±0.0060) 0.6305 (±0.0052) 0.4746 (±0.0047) 0.1107 (±0.0029) 
200 0.3716 (±0.0010) 0.6634 (±0.0026) 0.6416 (±0.0045) 0.4790 (±0.0049) 0.1125 (±0.0033) 
500 0.3742 (±0.0057) 0.6689 (±0.0014) 0.6485 (±0.0038) 0.4833 (±0.0036) 0.1210 (±0.0017) 

1 000 0.3769 (±0.0017) 0.6727 (±0.0009) 0.6514 (±0.0035) 0.4865 (±0.0025) 0.1235 (±0.0006) 
2 000 0.3847 (±0.0053) 0.6841 (±0.0012) 0.6564 (±0.0023) 0.4901 (±0.0047) 0.1243 (±0.0014) 

MEKA-KC 

50 0.3587 (±0.0035) 0.8887 (±0.0021) 0.4559 (±0.0043) 0.2709 (±0.0054) 0.0814 (±0.0015) 
100 0.3605 (±0.0012) 0.8919 (±0.0033) 0.5207 (±0.0054) 0.3326 (±0.0042) 0.0818 (±0.0009) 
200 0.3613 (±0.0023) 0.8926 (±0.0018) 0.5649 (±0.0037) 0.3514 (±0.0044) 0.0824 (±0.0005) 
500 0.3619 (±0.0014) 0.8933 (±0.0025) 0.5819 (±0.0021) 0.3776 (±0.0031) 0.0832 (±0.0011) 

1 000 0.3627 (±0.0017) 0.8941 (±0.0028) 0.5936 (±0.0065) 0.4989 (±0.0023) 0.0845 (±0.0008) 
2 000 0.3634 (±0.0015) 0.8959 (±0.0019) 0.6118 (±0.0016) 0.5152 (±0.0027) 0.0858 (±0.0012) 

AWKK-SC 

50 0.3568 (±0.0011) 0.6764 (±0.0037) 0.5845 (±0.0061) 0.4754 (±0.0028) 0.0806 (±0.0034) 
100 0.3585 (±0.0021) 0.6957 (±0.0078) 0.6124 (±0.0039) 0.4929 (±0.0064) 0.1073 (±0.0015) 
200 0.3596 (±0.0008) 0.7226 (±0.0031) 0.6264 (±0.0041) 0.5089 (±0.0038) 0.1194 (±0.0022) 
500 0.3604 (±0.0016) 0.7327 (±0.0005) 0.6309 (±0.0033) 0.5144 (±0.0017) 0.1245 (±0.0014) 

1 000 0.3611 (±0.0005) 0.7345 (±0.0024) 0.6375 (±0.0026) 0.5246 (±0.0021) 0.1321 (±0.0041) 
2 000 0.3617 (±0.0013) 0.7360 (±0.0018) 0.6461 (±0.0063) 0.5378 (±0.0035) 0.1386 (±0.0027) 

从表 2 中可以看出,NJW-SC 算法和 WKK-SC 算法在 Waveform,Ringnorm,USPS 这些较小的数据集上可以

正常运行;但是当处理 MNIST,Forest Cover Type 这些大规模的数据集时,会提示内存不足而无法聚类.因为这两

种算法都要使用完整的核相似矩阵,空间复杂度都是 O(n2),当数据量很大时,需要很大的内存空间来存储相似

矩阵.假设每对数据点的相似性都由一个双精度浮点数表示,占 8 个字节,MNIST 数据集有 70 000 个数据点,这
些数据点构成 n×n 的相似矩阵,大约需要 36.5GB 的内存;而 Forest Cover Type 数据集有 581 012 个数据点,整个

相似矩阵占用的内存约为 2515.1GB.Nyström-SC 算法、MEKA-KC 算法和 AWKK-SC 算法由于采用了近似计

算的策略,仅需要使用相似矩阵的一部分,空间复杂度大幅度降低,因而可以在有限的内存里对 MNIST,Forest 
Cover Type 进行聚类.而且随着采样点个数的增多,这 3 种算法的 NMI 值也逐渐提高.总体来看,Nyström-SC 算

法在 Waveform 和 USPS 数据集上表现较好,MEKA-KC 算法对 Ringnorm 数据集的聚类精度 高,AWKK-SC 算

法在 MNIST 和 Forest Cover Type 数据集上优势明显,这在一定程度上说明了 AWKK-SC 算法能够较好地处理

大规模的数据集.为了进一步对比算法的运行效率,表 3 给出了每种算法在各个数据集上 20 次聚类的平均时间

(“−”表示内存不足,实验无法进行). 
表 3 中,NJW-SC 算法的运行时间 长.因为该算法需要构造 Laplacian 矩阵,并对其特征分解,整个过程的时

间复杂度很高.WKK-SC 算法利用加权核 k-means 来优化 Normalized Cut 的目标函数,不必计算特征向量,所以

聚类效率比 NJW-SC 算法提高不少.但是 WKK-SC 算法要求使用全部核矩阵进行运算,如果待处理的数据点很

多,依然需要花费大量时间.相比之下,仅用部分核矩阵进行近似计算的 Nyström-SC,MEKA-KC 和 AWKK-SC 算

法在各个数据集上都能很快得到聚类结果,尤其是当数据点的规模达到几十万时,仍然可以流畅运行.Nyström- 
SC 算法与 AWKK-SC 算法都采用随机抽样策略,虽然提高抽样比例可以改善聚类准确率,但是也会增加程序的

计算量,延长聚类时间.仔细观察可以发现:Nyström-SC 算法由于需要计算近似的特征向量,在样本点逐渐增多

的过程中,其聚类时间的增幅较大;MEKA-KC 算法需要花费较长时间来求解 佳的 k 秩近似核矩阵,当数据集

的规模很大时,算法的运行效率较低;而 AWKK-SC 算法的聚类时间主要与样本数和迭代次数有关,其变化趋势

相对平缓,而且大多数情况下能够在更短的时间内完成聚类任务.这也说明 AWKK-SC 算法的聚类效率更高,适
合大数据环境下的数据挖掘工作. 
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Table 3  Clustering time of algorithms on different datasets (s) 
表 3  算法在不同数据集上的聚类时间(s) 

算法 采样个数
数据集 

Waveform Ringnorm USPS MNIST Forest cover type 
NJW-SC 100% 247.484 2 707.356 8 1 835.890 9 − − 
WKK-SC 100% 157.670 1 428.077 7 1 164.494 3 − − 

Nyström-SC

50 0.118 4 0.122 1 0.185 7 1.734 8 6.232 4 
100 0.151 3 0.173 1 0.248 8 1.945 0 7.223 2 
200 0.272 7 0.324 5 0.477 5 2.691 0 10.012 6 
500 1.484 5 2.017 2 2.238 7 5.388 1 25.551 7 

1 000 19.315 1 13.028 1 13.220 3 18.341 2 59.966 1 
2 000 97.806 0 101.804 9 99.259 3 120.730 4 221.592 6 

MEKA-KC 

50 1.419 6 2.745 6 4.742 4 24.367 3 78.998 9 
100 1.794 0 2.995 2 5.210 4 26.130 1 96.829 8 
200 2.168 4 3.478 8 5.929 6 30.966 1 131.883 2 
500 2.698 8 4.929 6 7.503 6 54.288 3 248.681 1 

1 000 5.304 0 8.595 6 12.667 2 85.379 3 389.145 9 
2 000 16.723 3 24.819 7 30.295 3 171.211 0 556.147 3 

AWKK-SC 

50 0.079 4 0.092 3 0.365 9 4.909 6 16.206 4 
100 0.113 6 0.156 2 0.482 1 5.265 8 19.316 6 
200 0.200 9 0.219 1 0.648 1 6.096 2 25.567 9 
500 0.443 6 0.516 2 1.287 7 9.081 7 46.516 8 

1 000 1.030 4 1.299 6 2.353 6 14.792 9 84.936 1 
2 000 5.613 8 6.206 8 8.976 9 47.011 2 193.804 0 

6   结束语 

求解谱聚类目标函数的传统方法依赖于计算特征向量,时间和空间复杂性较高,无法处理非常大的数据集.
本文从数学上讨论了谱聚类、核 k-means 与加权核 k-means 三者之间的联系,证明了 Normalized Cut 的目标函

数与加权核 k-means 的目标函数是等价的.利用这一等价性,本文设计了一种适用于大数据谱聚类问题的近似

加权核 k-means 算法.该算法一方面采用迭代的方式优化谱聚类的目标函数,避免了对 Laplacian 矩阵特征分解;
另一方面,通过把类中心限制在一个由随机抽样点生成的较小的子空间中,也不用计算整个核矩阵,因此同时降

低了谱聚类的计算复杂性和空间需求.理论分析表明:与使用全部核矩阵的加权核 k-means 相比,近似加权核

k-means 的期望误差会随着采样点个数的增加而逐渐减小. 后,通过在真实的数据集上进行测试,验证了所提

出算法的有效性.虽然采用近似的策略会损失部分精度,但是可以大幅度提高聚类的效率.下一步考虑通过启发

式采样或半监督技术来进一步改善所提出算法的性能. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行表示感谢. 
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