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摘  要: 研究了可用于求解约束满足问题的最大受限路径相容算法(maxRPC).maxRPC 算法执行过程中有大量无

效的寻找路径相容证明(PC-witness)的操作,有效地识别和避免这些无效的寻找 PC-witness 的操作,可以提高

maxRPC 算法的求解效率.首先,提出了在一条约束上任意两个相容的值在任意路径上存在 PC-witness 的概率;然后,
基于这一概率提出了一种概率最大受限路径相容算法(PmaxRPC),并将新算法成功应用于求解约束满足问题的回

溯搜索.实验结果显示:PmaxRPC 可以避免一部分无效的寻找 PC-witness 的操作,在求解约束满足问题时,PmaxRPC
效率高于 maxRPC.在某些测试用例上,PmaxRPC 比 maxRPC 和最流行的弧相容算法效率更高. 
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Abstract:  Constraint satisfaction problem is widely applied in many areas of artificial intelligence. This study investigates the max 
restricted path consistency (maxRPC) which is used to solve constraint satisfaction problems. There are a number of useless operations to 
search for PC-witness in maxRPC. The efficiency of maxRPC can be improved by identifying and avoiding such operations. The paper 
first proposes the probability that on a constraint, a PC-witness exists for any two consistent values on a path. Based on the probability, it 
presents a probabilistic max restricted path consistency (PmaxRPC) and integrates it into backtracking search to solve constraint 
satisfaction problems. Experimental results show that PmaxRPC avoids some of these useless operations to search for PC-witness and it is 
more efficient than maxRPC when used in backtracking search. On some benchmark instances, PmaxRPC outperforms both maxRPC and 
Arc Consistency which is the most popular local consistency used in search. 
Key words:  constraint satisfaction problem; local consistency; max restricted path consistency; probabilistic max restricted path 

consistency 

约束满足问题[1]在人工智能领域有着广泛的应用,许多实际问题可以应用约束满足问题建模,如任务调度
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问题、配置问题[2]、路径规划问题等.寻找一个约束满足问题的解是 NP-难问题[1],基于回溯思想的 BT 算法是

一种可用于求解约束满足问题的完备算法.但基本的 BT 算法效率较低,常见的求解策略是在 BT 搜索过程中嵌

入约束传播技术[3].约束传播技术主要利用约束与变量之间局部相容性,提前发现一些一定不在解中的变量值

并将其删除,达到缩小搜索空间的目的.局部相容分为很多种,常见的如弧相容(arc consistency,简称 AC)[4]、

singleton 弧相容(简称 SAC)[5]、路径相容(path consistency,简称 PC)[6]、最大受限路径相容(max restricted path 
consistency,简称 maxRPC)[7]等.这些常见的局部相容性的过滤不相容值的能力排序为:SAC>maxRPC>PC>AC.
通常,回溯搜索算法的求解效率受两方面因素影响:一个是局部相容性过滤值的能力,另一个是实现这种局部相

容本身的时间消耗.过滤域能力强的局部相容技术可以大幅度缩小搜索空间,但是每次实现这种高阶相容消耗

的时间也较多,因此,SAC 虽然过滤值的能力很强,但是它应用于回溯搜索的效率并不高[8].以上提到的几种常见

的局部相容技术中,AC 是在回溯搜索中应用最成功的,著名的维持弧相容算法(maintaining arc consistency,简称

MAC)[9]是目前求解约束满足问题应用最广泛的算法.但这并不意味着过滤域能力越弱的局部相容技术就越适

用于求解,例如,前向检查算法(forward checking)[10]在回溯搜索中使用了比 AC 更弱的局部相容技术,其求解效

率低于 MAC.除了 AC 以外,近几年的研究表明:maxRPC 算法也可以成功地嵌入到回溯搜索过程中,并且在很多

测试用例上,其求解效率并不弱于 AC[11,12].maxRPC 和 AC 的主要区别在于:AC 只需要为每个值寻找在每条约

束上的支持即可,但 maxRPC 除了要寻找在约束上的支持,还要为这个支持在所有长度为 3 的路径中找到一个

路径相容证明(PC-witness).maxRPC 算法将大部分时间消耗在寻找 PC-witness 上,而大多数寻找 PC-witness 的

过程是多余的,因此,文献[12]中的策略是将一部分寻找 PC-witness的过程省略,得到一个轻量级版本的maxRPC
算法(light maxRPC).light maxRPC 的过滤域能力介于 maxRPC 和 AC 之间,在回溯搜索中使用 light maxRPC,在
某些问题上其求解效率甚至高于 MAC.我国学者近几年在本领域具有代表性的相关研究工作主要集中在生成

难解问题模型[13−15]、可满足性问题(SAT)求解[16,17]以及最大可满足 CSP 问题[18]. 
本文分析了 maxRPC 算法的特点,发现在某些特定条件下,PC-witness 是一定存在的,这样就可以避免这些

冗余地寻找 PC-witness 的过程,对于不满足这些特定条件的情况,我们提出一种方法可以估计 PC-witness 存在

的概率.初步实验结果显示:当我们计算的 PC-witness 存在的概率较高或者较低时,该概率比较准确.因此,对于

PC-witness 存在概率较高的情况,可以避免寻找 PC-witness 的过程.将我们提出的方法应用于 maxRPC 算法,可
以有效避免一些无效的 PC-witness 搜索过程.基于此,我们提出一种基于概率的最大受限路径相容(probabilistic 
max restricted path consistency,简称 PmaxRPC),并将其结合轻量级版本的 maxRPC 算法后,应用于回溯搜索过程

中.实验结果显示:在回溯搜索中使用时,PmaxRPC 的求解效率明显高于 maxRPC;并且在某些测试用例上,它的

效率高于 MAC 算法. 

1   背景知识 

定义 1(约束满足问题 constraint satisfaction problem (CSP)). 一个约束满足问题 P 由 3 部分组成: 
P=〈X,D,C〉, 

其中, 
• X={x1,x2,…,xn}是一个有限的变量集合; 
• D={dom(x1),dom(x2),…,dom(xn)},其中,dom(xi)是变量 xi 的离散有限值域; 
• C={c1,c2,…,ck}是一个有限约束集合,其中,任意 cj∈C 表示变量取值之间的制约关系. 
定义 2(约束 constraint). 约束 c 包含两个部分:有序的变量集合 scp(c)={xi1,xi2,…,xir}和这些变量有限值域

的笛卡尔积 dom(xi1)×dom(xi2)×…×dom(xir)的一个子集,这个子集中的元组表示满足这条约束的变量取值组合,r
称为 c 的元数. 

我们使用 t 表示约束 c 中包含的满足 c 的元组个数,则 t/|dom(xi1)×dom(xi2)×…×dom(xir)|称为约束 c 的解密

度(solution density),即,dom(xi1)×dom(xi2)×…×dom(xir)中满足约束 c 的元组的比例,记为 sd(c).如果 C 中所有约束

包含的变量个数都小于等于 2,称 P 为二元约束满足问题;否则,称为非二元约束满足问题.一个约束满足问题的
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解是为每个变量在其值域中选择一个值构成集合 S,使得 S 中的所有变量取值满足 C 中所有约束.本文讨论的

maxRPC 算法主要应用于二元约束满足问题,在本文中,(xi,a)表示变量 xi 的取值为 a,cij 表示变量 xi 和 xj 之间的

约束. 
定义 3(弧相容 arc consistency (AC)[4]). 给定二元约束满足问题 P=〈X,D,C〉,值(xi,a)是 AC 的,当且仅当对于

任意包含 xi 的约束 cij,在 dom(xj)中存在值 b,使得(a,b)满足 cij,(xj,b)称为(xi,a)在 cij 上的弧相容支持(AC-support);
变量 x 是 AC 的,当且仅当 dom(xi)不为空,并且 dom(xi)中的任意值都是 AC 的;P 是 AC 的,当且仅当 X 中的任意

变量都是 AC 的. 
对于问题 P,在进行弧相容检查时,要将那些在相邻约束上找不到 AC-support 的值删除,如果检查过程中发

现某一变量的值域中的值被全部删除,则此问题 P 无解,返回弧相容检查失败.弧相容是目前应用最广泛的局部

相容技术,可以说是其他局部相容技术的基础.在回溯搜索过程中使用局部相容技术,在搜索过程中维持局部相

容的状态,每次变量赋值后利用局部相容算法进行约束传播,同时产生一个新的回溯搜索树节点,如果得到一个

局部相容的状态,则赋值成功;否则赋值失败,发生回溯. 
定义 4(路径相容 path consistency (PC)[6]). 一对变量取值((xi,a),(xj,b))是路径相容的,当且仅当对任意与 xi

和 xj 之间都存在约束关系第 3 个变量 xk,在 dom(xk)中存在一个值 c,使得(a,c)满足约束 cik,并且(b,c)满足约束 cjk. 
(xz,c)称为(xi,a),(xj,b)在 xk 上的路径相容证明(PC-witness). 

定义 5(最大受限路径相容 max restricted path consistency (maxRPC)[7]). 给定二元约束满足问题

P=〈X,D,C〉,值(xi,a)是 maxRPC 的,当且仅当对于任意包含 xi 的约束 cij,在 dom(xj)中存在一个值 b 是(xi,a)在 cij 上

的 AC-support,并且(xj,b)和(xi,a)是路径相容的,(xj,b)称为(xi,a)在 cij 上的路径相容支持(PC-support);变量 x 是

maxRPC 的,当且仅当 dom(xi)不为空,并且 dom(xi)中的任意值都是 maxRPC 的;P 是 maxRPC 的,当且仅当 X 中

的任意一个变量都是 maxRPC 的. 
最初的 maxRPC1[7]算法具有 O(end3)的时间复杂度和O(end)的空间复杂度,经过改进后的 maxRPC2[19]算法

具有与 maxRPC1 相同的时间复杂度和优化后的空间复杂度 O(ed),但是这两个算法用于回溯搜索效率比较差.
使用了较为轻便的数据结构并且加入了残余支持技术[20]后,maxRPCrm[12]算法虽然具有 O(en2d4)的时间复杂度

和 O(end)的空间复杂度,但是它在求解中的应用效果比前两个算法更好.据我们所知:目前最优的是 maxRPC3rm

算法[11],它的时间空间复杂度分别为 O(en2d4)和 O(ed).目前,轻量级版本的 maxRPC3rm 算法应用到回溯搜索求

解过程中,在某些测试用例上,其效率甚至高于最流行的 MAC 算法.由于使用了残余支持技术,有些值的 PC- 
support 虽然还没有被删除,但是它可能已经失去了对应的 PC-witness,此时,这个 PC-support 已经变成了一个

AC-support.而每次都重新检查这类 PC-witness 是否存在,则是一个非常耗时的过程.因此,轻量级的 maxRPC 算

法[12]只为失去了 AC-support 的值重新寻找支持.如果由于失去了 PC-witness 而导致某个 PC-support 失效变成

AC-support,轻量级的 maxRPC 算法并不为其重新寻找 PC-support,这就保证了轻量级的 maxRPC 算法的过滤值

的能力至少是大于等于 AC 的,但是通常它的过滤值的能力是弱于 maxRPC 的.算法 1 是 maxRPC 算法的基本

流程,其中省略了使用残余支持等与本文无关的细节. 
算法 1. maxRPC. 
begin 

initialize Q; 
while Q is not empty do 

select and remove a variable xj from Q; 
for each constraint cij∈C do 

for each value a∈dom(xi) do 
if ¬searchPCsupport(xi,a,cij) then 

delete a from dom(xi); 
Q←Q∪{xi}; 
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if dom(xi)=∅ then 
return fail; 

return success; 
end 
procedure searchPCsupport(xi,a,cij) 
begin 

for each value b∈dom(xj) do 
if (xj,b) is an AC-support of (xi,a) on cij then 

if searchPCwitness(xi,a,xj,b) then 
return true; 

return false; 
end 
procedure searchPCwitness(xi,a,xj,b) 
begin 

for each variable xk constrained with both xi and xj do 
if checkPath(xi,xj,xk) then 

findPCwit←false; 
for each value c∈dom(xk) do 

if (a,c) satisfies cik and (b,c) satisfies cjk then 
findPCwit←true; 
break; 

if ¬findPCwit then 
return false; 

return true; 
end 
算法 1 中,Q 是传播队列,保存所有需要执行检查的变量,如果该局部相容算法用于求解前预处理阶段,在初

始化 Q 时,要将 X 中所有的变量加入 Q.如果是在回溯搜索过程中,则初始化 Q 时只将当前赋值变量加入到 Q.
在约束传播过程中,每次弹出 Q 中一个变量 xj,然后对所有与 xj 相连的变量 xi 进行检查,为 dom(xi)中每个值寻找

PC-support,并将没有 PC-support 的值删除.任意变量 xi 的值域如果发生改变,都将被加入 Q.如果检查过程中发

现某一个变量值域为空,则返回 maxRPC 检查失败;否则,当 Q 为空时,maxRPC 检查成功. 
searchPCsupport 函数在为一个变量值(xi,a)在约束 cij 寻找 PC-support 时,首先找到它的一个 AC-support(xj, 

b),然后调用 searchPCwitness 函数检查(xi,a)与(xj,b)是否为路径相容的:若二者是路径相容的,(xj,b)就是(xi,a)的
PC-support;否则,尝试下一个 AC-support.其中,checkPath 函数是用来判断是否需要在某条路径检查 PC-witness
的存在.当算法为 maxRPC 算法时,checkPath 函数返回值恒为真,则每次都要检查 PC-witness.当算法为 AC 算法

时,checkPath 函数返回值恒为假,每次都无需检查 PC-witness.实际上,该函数只有后面介绍的 PmaxRPC 算法使

用,对于 PmaxRPC 算法,checkPath 函数返回值可能为真,也可能为假. 

2   概率最大受限路径相容 

给定 3 个变量 xi,xj,xk 和 3 条约束 cij,cik,cjk,(xj,b)是(xi,a)在约束 cij 上的 AC-support,假设(xi,a)在约束 cik 上存

在 m 个 AC-support,(xj,b)在约束 cjk 上存在 n 个 AC-support,那么从 PC-support 的定义可知:(xj,b)和(xi,a)在 xk 上

存在 PC-witness 的一个充要条件就是(xj,b)的 m 个 AC-support 和(xi,a)的 n 个 AC-support 中,至少有一个是重 
复的. 



 

 

 

3144 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.12, December 2015   

 

例:dom(xi)=dom(xj)=dom(xk)={1,2,3,4},约束 cij={(1,2),(1,3),(2,2),(3,4)},约束 cik={(1,1),(1,3),(3,1),(4,2),(4,4)},
约束 cjk={(1,2),(2,2),(3,3),(4,4)},这 3 条约束中分别记录了满足它们的元组.假设只有 xk 是和 xi,xj 之间都存在约

束的变量,当为(xi,1)在约束 cij 上寻找 PC-support 时,我们首先要找到它的第 1 个 AC-support,因为元组(1,2)满足

约束 cij,所以(xj,2)是它的第 1 个 AC-support.然后,我们要在 dom(xk)中找到一个值 c,使得(1,c)满足 cik,并且(2,c)
满足 cjk,遍历 dom(xk)后我们发现,没有这样一个值 c,因此不存在对应的 PC-witness,此时,(xj,2)只是(xi,1)在约束

cij 上的 AC-support,而不是 PC-support,所以要尝试下一个 AC-support.然后,我们找到(xi,1)在约束 cij 上的第 2 个

AC-support(xj,3).搜索 dom(xk)后可以发现,(xk,3)可以作为 PC-witness,因为(1,3)满足约束 cik 并且(3,3)满足约束

cjk,因此,(xj,3)是(xi,1)在约束 cij 上的 PC-support.此例中,(xi,1)在约束 cik 上有(xk,1)和(xk,3)这 2 个 AC- support,而
(xj,2)在约束 cjk 上有(xk,2)这 1 个 AC-support,并且这些 AC-support 中没有重复的 ,因此 ,(xj,2)不是(xi,1)的
PC-support.(xj,3)在约束 cjk 上虽然只有(xk,3)这 1 个 AC-support,但是(xi,1)在约束 cik 上也有 1 个 AC-support 是
(xk,3),此时,(xk,3)就成为了二者的 PC-witness,因此,(xj,3)是(xi,1)的 PC-support. 

注意:在这个例子中,如果除 xk 以外还有其他变量 xp 与 xi,xj 之间都存在约束,那(xj,3)必须也在 dom(xp)中找

到 PC-witness,它才能成为(xi,1)在约束 cij 上的 PC-support.以下 C(n,m)表示从 n 个不同元素中取出 m 个元素的

组合数. 
定理 1. 给定变量 xi,xj 和 xk,约束 cij,cik 和 cjk,(xj,b)是(xi,a)在约束 cij 上的 AC-support,并且(xi,a)在约束 cik 上

存在 m 个 AC-support,(xj,b)在约束 cjk 上存在 n 个 AC-support,|dom(xk)|=d,那么(xi,a)与(xj,b)在 dom(xk)中存在 

PC-witness 的概率为
( , )1 .

( , )
C d m n

C d n
−

−  

证明:dom(xk)中有 d 个值,在 d 个值中存在 m 个(xi,a)的 AC-support,那么这 m 个 AC-support 可能的组合方

式个数为 C(d,m);同理,(xj,b)的 n 个 AC-support 的可能组合方式个数为 C(d,n).因此,二者所有 AC-support 的组合

方式共有 C(d,m)×C(d,n)种.在(xi,a)的 m 个 AC-support 已知的情况下,(xj,b)的 n 个 AC-support 与前者的 m 个 AC- 
support 中没有重复的可能组合方式有 C(d-m,n)种,因此二者的 AC-support 中没有重复的可能组合方式共有

C(d,m)×C(d−m,n)种.没有重复的 AC-support 即是二者之间不存在 PC-witness. 

由以上论述可知:二者的 AC- support 中没有任何两个相同的概率为
( , ) ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , )
C d m C d m n C d m n

C d m C d n C d n
× − −

=
×

所

以二者的 AC-support 中至少有一个相同的概率,即,PC-witness 存在的概率为
( , )1 .

( , )
C d m n

C d n
−

−  □ 

推论 1. 当 m+n>d 时,PC-witness 一定存在. 
由推论 1 可知:当 d=1 时,若 m>0,n>0,则 PC-witness 一定存在.若 m=0,则(xi,a)在约束 cik 不存在 AC-support,

因此它不是弧相容的,我们将它从 dom(xi)中删除;同理,若 n=0,(xj,b)将由于弧相容检查失败而被我们从 dom(xj)
中删除. 

定理 2. 给定变量 xi,xj 和 xk,约束 cij,cik 和 cjk,(xj,b)是(xi,a)在约束 cij 上的 AC-support,当|dom(xk)|=1 时,若(xj,b)
与(xi,a)没有因为弧相容检查失败而被删除,则(xj,b)与(xi,a)在 xk 上存在 PC-witness. 

证明:maxRPC 比 AC 的检查更严格,因此,若(xj,b)没有因为弧相容检查失败而被删除,则(xj,b)在所有包含 xj

的约束上都存在至少一个 AC-support.当|dom(xk)|=1 时,假设此时 dom(xk)={c},(xj,b)在约束 cjk 上的 AC-support
一定是(xk,c),此时 ,(b,c)一定满足约束 cjk;同理 ,(a,c)一定满足约束 cik.因此 ,(xk,c)就是(xj,b)与(xi,a)在 xk 上的

PC-witness.  □ 
由定理 2 可知:当|dom(xk)|=1 时,我们可以避免在 xk 上寻找 PC-witness 的过程.根据定理 1、定理 2 和推论

1,在已知 m,n 和 d 的情况下,我们可以在 maxRPC 算法中避免一些冗余的 PC-witness 检查.但在实际应用中,只
有 d 可以用较低的计算代价得到,而 m 和 n 则分别需要|dom(xk)|次约束检查才能得到,其耗时甚至可能超过寻找

PC-witness 的过程.因此在回溯搜索过程中,每次计算准确的 m 和 n 用来估计 PC-witness 存在的概率是不实际

的.但是我们可以利用约束的解密度来估计 m 和 n.给定约束 cij,变量 xi,xj,cij 的解密度为 sd(cij),由解密度的定义
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可知:|dom(xi)|×|dom(xj)|×sd(cij)是当前满足 cij 的元组个数,平均到 dom(xi)的每个值(xi,a)之后,其在约束 cij 上的

AC-support 个数的估计值为 |dom(xj)|×sd(cij) .但每次计算二元约束的解密度要经过 d2 次约束检查,使用准确的

解密度仍然是不实际的.因此,我们可以在求解开始前计算出每条约束的解密度,在搜索过程中,每条约束使用

预先计算好的静态解密度来为每个值估计 m 和 n.使用静态解密度为 dom(xi)中每个值(xi,a)在约束 cij 上估计的

AC-support 个数都是相同的,因此我们可以使用 m 和 n 的估计值来判断某个路径上任意两个值之间存在 PC- 
witness 的概率.由于约束解密度是静态的,因此影响这个概率的参数中动态变化的就只有 dom(xk)的大小. 

性质 1. 给定变量 xi,xj 和 xk,约束 cij,cik 和 cjk,(xj,b)是(xi,a)在约束 cij 上的 AC-support,当|dom(xk)|足够大时,我
们使用静态解密度估计的(xi,a)与(xj,b)在 dom(xk)中存在 PC-witness 的概率无限接近 1. 

证明:令 d=|dom(xk)|,那么 m=d×sd(cik),n=d×sd(cjk),此时, 1 2

2

( , ) ( (1 ), )1 1 ,
( , ) ( , )

C d m n C d sd d sd
C d n C d d sd

− × − ×
− = −

×
其中,sd1

代表 sd(cik),sd2 代表 sd(cjk).将组合数公式展开消去相同分母后,得: 

2 2

1 1
1

0,1,2,..., 0,1,2,...,

(1 )1 1 1 .
i d sd i d sd

d sd i i sdsd
d i d i= × = ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

× − − ×⎛ ⎞− = − − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∏ ∏  

上式中,每一项是一个从 0~1 之间的小数,当 d 足够大时,相当于无穷多个 0~1 之间的小数相乘,结果将无限

接近 0.因此,当|dom(xk)|足够大时,PC-witness 的概率无限接近 1. □ 
在实际应用中,|dom(xk)|不一定能够达到足够大的程度,因此我们在图 1 中展示了实验所得的 PC-witness 存

在的概率与|dom(xk)|的关系,其中:横轴表示 xk 值域大小,坐标为 2,3,4,…,9,10,20,30,…,500;纵轴为 PC-witness 存

在的概率,每条折线对应一对解密度得到的对应概率,例如,0.1~0.9 表示约束 cik 与 cjk 的解密度分别为 0.1 和 0.9.
观察图中的趋势可知:当解密度一定时,随着|dom(xk)|的增大,PC-witness 存在的概率也在逐渐增加(虽然不是严

格的单调递增,但是总的趋势是在逐渐增加),即使两条约束的解密度非常小时(例如 0.1~0.1),当|dom(xk)|增大到

400 以上时,PC-witness 存在的概率也会无限接近 1.在概率 maxRPC 算法中,预先设定一个阈值 ct,当估计的

PC-witness 存在概率大于 ct 时,我们不在这条路径寻找 PC-witness.随着|dom(xk)|的增大,PC-witness 存在的概率

也在逐渐增加 , 因此可以在 2 到 d(d 为 xk 初始值域大小 ) 的范围内找到值 cut[xi][xj][xk], 使得当

|dom(xk)|<cut[xi][xj][xk]时,PC-witness 存在的概率小于 ct,此时,我们就在对应的路径上执行 PC-witness 检查. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Experiments on the relation between the probability of a PC-witness exists and |dom(xk)| 
图 1  PC-witness 存在概率与 xk 值域大小关系实验 

PmaxRPC 算法的 checkPath 函数流程如图 2 所示.我们使用数据结构 cut[xi][xj][xk]记录对于变量 xi 与 xj,在
路径 xk 上需要执行路径检查时的值域大小(是需要检查的最大值,大于这个值时不需要检查).因为 PC-witness
存在的概率随 xk 值域的增大也在逐渐增长,所以 checkPath 函数中的 compute cut[xi][xj][xk]在计算 cut[xi][xj][xk]
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时不必为 2 到 d 范围内的每一个值都计算概率,而是在 2 到 d 的范围内使用二分搜索策略来计算 cut[xi][xj][xk].
所有 cut[xi][xj][xk]都被初始化为−1,只有第一次使用时,我们计算对应路径上的 cut[xi][xj][xk].第 1 次计算后不再

重复计算. 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  The checkpath procedure of probabilistic maxRPC algorithm 
图 2  概率受限最大路径相容算法的路径检查过程 

3   讨  论 

我们首先讨论与 maxRPC 算法相比,PmaxRPC 需要的额外计算代价.在给定 m,n 和 d 的情况下,计算

PC-witness 存在的概率时间复杂度为 m+n.给定变量 xi,xj 和 xk,计算 cut[xi][xj][xk]所需要的计算时间为

d×(sd(cij)+sd(cjk))×log(d),其中,d 是 xk 的初始值域大小,sd(cij)与 sd(cjk)是常量,因此,计算 cut[xi][xj][xk]时间复杂度

为 O(dlog(d)).最坏情况下,我们要为任意两个变量 xi,xj 计算其在第 3 个变量 xk 上的 cut[xi][xj][xk],而变量 xi,xj 的

组合个数最多为 e,e 是 C 中约束个数,因此最坏情况下,要计算 e×n 次 cut[xi][xj][xk],所以,这里最坏时间复杂度为

O(endlog(d)),其中 ,n 为 X 中变量个数 .这一时间复杂度仍小于目前最优的 maxRPC3rm 算法的时间复杂度

O(en2d4),因此,PmaxRPC 算法和 maxRPC 算法的时间复杂度相同.数据结构 cut[xi][xj][xk]消耗的空间为 O(en),
而目前最优的 maxRPC3rm 算法的空间复杂度为 O(ed),因此,概率 maxRPC 算法的空间复杂度为 O(en+ed). 

除本文介绍的方法外,2012 年提出的一种基于启发式的 Partial-maxRPC[21]可以节省一些路径检查.在为

dom(xi)中所有值在约束 cij 上寻找支持时,Partial-maxRPC 首先为 xi 和 xj 分别打分,打分的原则是:xi 与 xj 中,更容

易导致局部相容检查失败的那个变量分值低一些.其中介绍两种较有效的打分方式:一是直接使用变量值域进

行打分,二是使用变量值域与变量的加权度的比值[22].当判断在 dom(xj)中是要寻找 AC-support 还是 PC-support
时,如果 xj 的分值低于 xi,则需要寻找 PC-support;否则,只寻找 AC-support. 

4   实验结果 

我们的测试环境为 Intel Core(TM) i5-3210M CPU 2.5GHz/4G RAM,JDK 1.7.本文所用的所有 benchmark 测

试用例均可从 http://www.cril.univ-artois.fr/~lecoutre/benchmarks.html 下载.测试使用的 maxRPC 算法是目前最

适用于求解的轻量级 maxRPC3rm算法.文献[23]中介绍的 maxRPCbit算法虽然效率高于 maxRPC3rm,但是它并不

是通用算法,并且其效率提高主要是来自位运算方法的编程技巧. 
首先在几个随机模型 Model RB[13,14]的 Benchmark 用例上(包括 frb-30-15-1,frb-35-17-1,frb-40-19-1)测试了

实际的 PC-witness 存在概率的准确性.Model RB 可以保证生成的问题用例是对应的问题规模上的处于相变阶

段的难解用例[13].这里我们不考虑 cpu 耗时,每次计算准确的 m,n 和 d,将计算所得概率按照 0-1 划分为以 0.1 为

步长的 10 个区间.我们执行所有的路径检查并同时计算该路径上 PC-witness 存在的概率,统计所有概率区间内

每次路径检查时 PC-witness存在与不存在的次数,进而得到每个概率区间内执行路径检查时 PC-witness存在的

比例,结果如图 3 所示. 
图 3 中:x 轴表示 PC-witness 存在的概率区间,其中,0.2 表示概率在 0.2~0.3 之间;对应的 y 轴表示所有

PC-witness 概率落在这一区间时,执行所有的 PC-witness 检查中,PC-witness 存在的比例.由图 3 中数据可知:当
我们计算所得的 PC-witness存在概率较大(0.9~1.0)或较小(0.0~0.3)时,概率比较准确.而概率maxRPC中,主要就

procedure checkPath (xi,xj,xk) 
begin 

if dom(xk)=1 then 
return false; 

if cut[xi][xj][xk]=−1 then 
compute cut[xi][xj][xk]; 

if cut[xi][xj][xk]>dom(xk) then 
return true; 

return false; 
end 
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是对计算所得概率较小的路径进行检查,因此,我们的计算概率足以支持概率 maxRPC 算法. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Accuracy of the probability of PC-witness exist 
图 3  PC-witness 存在概率准确度 

然后,我们测试了概率 maxRPC算法用于求解的效率,并比较了 PmaxRPC3rm算法、maxRPC3rm算法和 MAC
算法的求解效率.PmaxRPC 算法使用的 ct 为 0.7,即估算的 PC-witness 存在概率小于 0.3 时,执行路径检查,否则

不执行路径检查.测试的数据指标为 cpu 耗时,回溯搜索树节点个数(nodes)和约束检查次数(cc).在所有算法中

都使用了避免冗余修正检查的技术[24],变量赋值顺序启发式采用 Dom/Wdeg[22]. 
首先,我们对 benchmark 库中的几组 Model D[14]模型进行测试.每组 Model D 模型由〈n,d,c,t〉这 4 个参数表

示,其中,n 表示变量个数,d 表示变量值域大小,c 表示约束个数,t 表示约束解密度.这几组 Model D 模型涵盖了不

同约束解密度的随机问题,并且他们都是对应问题规模上处于相变阶段的难解实例.每组参数包含 100 个实例,
平均结果见表 1. 

Table 1  Results on random instances 
表 1  随机问题测试结果 

模型参数 衡量指标 MAC maxRPC PmaxRPC

〈40,8,753,0.9〉 
cpu 1.96 10.99 2.52 

nodes 29,648 17,683 29,648 
cc 2.77E+07 5.06E+08 2.62E+07

〈40,11,414,0.8〉
cpu 2.6 5.99 3.28 

nodes 50,996 29,043 50,996 
cc 4.15E+07 2.57E+08 3.76E+07

〈40,16,250,0.65〉
cpu 2.57 3.63 3.11 

nodes 54,440 28,147 54,440 
cc 5.21E+07 1.37E+08 4.49E+07

〈40,25,180,0.5〉
cpu 3.76 4.08 4.33 

nodes 70,818 32,741 58,050 
cc 1.00E+08 1.61E+08 8.25E+07

〈40,40,135,0.35〉
cpu 2.63 2.97 2.84 

nodes 40,218 21,688 38,731 
cc 1.03E+08 1.49E+08 8.45E+07

〈40,80,103,0.2〉
cpu 2.34 2.36 1.97 

nodes 22,935 11,677 14,658 
cc 1.51E+08 1.87E+08 1.02E+08

〈40,180,84,0.1〉
cpu 3.48 2.96 2.65 

nodes 18,003 7,314 9,164 
cc 3.78E+08 3.91E+08 2.64E+08

表 1 中数据显示:当约束解密度较高时,MAC 算法的求解效率明显高于 maxRPC 算法,而 PmaxRPC 算法无

法发现需要检查的路径,此时退化为AC算法;但是随着约束解密度的逐渐降低,PmaxRPC算法的效果逐渐显现,
和我们预想的一样,PmaxRPC 算法在求解时,它产生的回溯搜索树的节点个数介于 MAC 与 maxRPC 之间;当约
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束解密度较低时,maxRPC 算法的求解效率高于 MAC 算法;而当解密度低于 0.2 时,PmaxRPC 算法的求解效率

高于MAC与maxRPC.除此以外,在这些随机问题结果中我们还观察到另外一个现象,就是随着约束解密度的逐

渐降低,maxRPC 的求解效率逐渐增加;当约束解密度非常低时,maxRPC 的求解效率高于 MAC. 
最后,我们对 benchmark 库中的一组实际应用问题 radio link frequency assignment problem (RLFAP)[25]进行

了测试.RLFAP 问题是为一些无线电装置分配频率,使得这些频率同时满足一些特殊要求的约束并且尽量使用

较少的不同频率.RLFAP 问题中既包含解密度较高的约束,又包含解密度较低的约束.结果见表 2. 

Table 2  Results on RLFAP instances 
表 2  RLFAP 问题测试结果 

测试用例 衡量指标 MAC maxRPC PmaxRPC

graph8-f10 
cpu 1.63 0.42 0.34 

nodes 17,573 2,120 2,704 
cc 1.95E+07 2.44E+07 1.56E+07

graph8-f11 
cpu 0.13 0.14 0.08 

nodes 1,209 260 326 
cc 2.23E+06 1.29E+07 8.48E+06

graph9-f9 
cpu 2.25 1.73 0.17 

nodes 18,330 4,894 1,419 
cc 2.27E+07 9.12E+07 1.41E+07

graph9-f10 
cpu 0.29 0.29 0.21 

nodes 1,472 329 520 
cc 3.42E+06 2.30E+07 1.75E+07

scen11-f3 
cpu >1800 >1800 1508 

nodes − − − 
cc − − − 

scen11-f6 
cpu 32.59 21.27 32.07 

nodes 259,802 41,351 146,074 
cc 4.84E+08 1.41E+09 1.81E+09

scen11-f8 
cpu 3.17 5.39 2.28 

nodes 21,876 7,005 8,325 
cc 5.50E+07 3.85E+08 1.84E+08

scen11-f10 
cpu 0.14 0.31 0.11 

nodes 720 212 291 
cc 1.66E+06 2.02E+07 1.24E+07

从表 2中数据可知:在解RLFAP这类实际问题时,maxRPC的求解效率与AC相比无明显优势,有时高于AC,
有时低于 AC.但是使用 PmaxRPC 后,避免了一些冗余的检查,PmaxRPC 效率高于 AC 与 maxRPC;并且在

scen11-f3 问题上,AC 与 maxRPC 无法在半小时内求解.与前面 Model D 的结果中观察到的现象一样,PmaxRPC
在这组实际问题上的搜索树节点个数处于 AC 与 maxRPC 之间.但是 PmaxRPC 的耗时比二者更少,说明了

PmaxRPC 在这组问题上避免了大量无效的路径检查. 

5   结  论 

本文首先提出一种方法来估计对于任意两个值,在第 3 个变量上存在 PC-witness 的概率,并基于这一概率

提出了一种基于概率的 maxRPC 算法——PmaxRPC.PmaxRPC 可以避免在那些 PC-witness 存在概率较高的变

量上进行路径检查.实验结果表明:在约束解密度较低的问题上,PmaxRPC 求解效率高于 AC 与 maxRPC.在一组

包含不同解密度约束的实际问题上,PmaxRPC 的求解效率仍有着明显的优势,最高可以比 AC 与 maxRPC 节省

10 倍以上的求解耗时. 
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