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摘  要: 溯因推理为归纳与演绎推理之外的另一种重要的推理形式,在人工智能等领域有着广泛的应用.通俗地

讲,溯因推理是从观察(结果)去推断原因的推理过程.不同于以往的研究思路,通过使用本原蕴含式和素蕴含,证明了

可以把命题逻辑和命题模态逻辑系统 S5 中求溯因问题的极小解释转化为求对应集合的极小碰集问题.给出了求解

溯因问题的一种新方法. 
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Abstract:  As important type of reasoning besides induction and deduction, abduction has been widely used in many areas, such as AI. 
Generally speaking, abductive reasoning is the process of inferring causes from the observations. Unlike past research, which uses prime 
implicate and prime implicant, this study proves that seeking minimal interpretation of abductive problem for propositional logic and 
propositional modal logic system S5 can be reduced to the problem of seeking minimal hitting set in the corresponding set, and presents a 
new method for solving abductive problems. 
Key words:  minimal hitting set; abductive reasoning; prime implicate; prime implicant 

推理是数理逻辑重要的研究对象,逻辑中最主要的 3 种推理形式包括演绎推理、归纳推理和溯因推理.通
俗地讲,解释观测事实(或已知结果)的推理过程就是溯因(abduction),这种推理属于非单调推理.类似的例子一
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直在我们的日常生活或者科学研究中重复着,以现实生活中的医学诊断为例,当医生看到患者的病症后,他会根

据自己的知识(疾病和症状间因果关系)推断出可能的病因.最早提出溯因这个概念的人是逻辑学家 C.S. Pierce,
此后,溯因推理得到不断的发展,已经成为自然科学发现的一种重要方法学. 

溯因推理在人工智能的许多领域都得到了很好的应用,如诊断[1]、规划识别、程序调试、规划等[2].人们在

不同的逻辑系统中讨论了溯因推理,如命题逻辑[3]、模态逻辑系统[4,5]、一阶逻辑[6]、描述逻辑[7−10]等.Paul[11]

与 McIlraith[12]分别从不同角度对人工智能中的溯因推理做了较好的综述.在以往的工作中,求解溯因问题用的

主要方法有使用真值维护系统(ATMS)、子句维护系统(CMS)与归结方法[5,12,13].Eiter 和 Gottlob 对求解溯因问

题的复杂性作了很好的分类总结[14],从他们的文章结果可以发现,多数情况下的溯因问题的复杂性都在 Pspace
中.近期的工作主要是 Fellows 等人研究了命题逻辑中的溯因推理问题的参数复杂性[15].基于此,Pfandler 等

人[16]研究了溯因问题的后门(backdoor),利用某些溯因问题实例的结构属性,给出了一些从溯因问题到 SAT 问

题的固定参数易处理转换算法.然后,使用 SAT 求解器来求解这些溯因问题实例. 
Reiter 首先提出使用 HS-Tree 求解碰集的方法[1].他证明了冲突集的碰集即为诊断,所以计算碰集就变成了

基于模型诊断问题中诊断求解非常重要的一步.Greiner 等人[17]对 Reiter 的方法进行改进,提出的结合非循环图

的 HS-DAG 方法保证了极小碰集求解的完备性.由于计算集合簇的极小碰集是一个 NP-hard 问题,同时也是一

个非常有研究价值的问题,所以如何提高求解效率,已成为众多研究人员的关注点.Reiter 的方法已经有了很多

较好的改进[18−27]. 
Rymon 首次给出了 Prime Implicate 与极小碰集之间的关系.我们将应用 Rymon 的研究结果,通过逻辑证明,

将命题逻辑和命题模态逻辑系统 S5 中求解溯因问题的极小溯因解释问题转化为求解对应集合簇的极小碰集

问题,从而实现使用现有的碰集求解的高效算法来求解溯因问题. 

1   准备知识 

1.1   命题模态逻辑系统S5 

定义 1. 设 P={p1,p2,…}表示所有命题原子组成的集合,则命题模态逻辑合适公式的生成法则为 
ϕ::=p|⊥|¬ϕ|ϕ∧φ|�ϕ, 

其中,p∈P.模态词�的对偶◊定义为◊=¬�¬.∨可用¬,∧定义. 
定义 2. 命题模态逻辑的一个模型为 M=(W,R,v),其中,W 称为可能世界集,每一个可能世界可以理解为对所

有的命题原子的一次赋值;R 称为可达关系,表示可能世界之间的关系;v 称为赋值函数,它是从 P 到 2W 的映射.
对 P 的任意原子 pi,P(pi)∈2W,表示所有使得 pi 为真的可能世界的集合. 

定义 3. 给定命题模态逻辑的一个模型 M=(W,R,v),合式公式φ在可能世界 w 中的真值归纳地定义如下: 
(1) M,w pi,当且仅当 w∈P(pi); 
(2) M,w ¬ϕ ,当且仅当 M,w ϕ ; 
(3) M,w ϕ∧φ ,当且仅当 M,w φ且 M,w ϕ ; 
(4) M,w �ϕ ,当且仅当∀v,若 wRv,则 M,w ϕ ; 
(5) M,w ◊ϕ ,当且仅当∃v,满足 wRv 且 M,w ϕ . 
注:对于一个合式公式ϕ,如果存在一个模型 M 的一个可能世界 w,使得 M,w ϕ ,则称公式ϕ是可满足的.模态 

逻辑系统 S5 的任何模型 M=(W,R,v)的可达关系都为等价关系. 
注:命题原子或者命题原子的否定称为文字,我们称模态词�与◊后面紧跟着文字形成的公式为最简 1 度模

态公式.有限多个文字或者最简 1 度模态公式的合取式(析取式)被称为文字知识简单合取式(文字知识简单析

取式),我们在下文中称文字知识简单合取式(文字知识简单析取式)为模态简单合取式(模态简单析取式).有限

多个模态简单合取式(模态简单合取式析取式)的析取(合取)称为文字知识析取范式(文字知识合取范式),我们

在下文中称文字知识析取范式(文字知识合取范式)为模态析取范式(模态合取范式). 
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1.2   模态逻辑系统中的溯因推理 

溯因推理作为一种推理形式,在命题逻辑、一阶逻辑、命题模态逻辑与描述逻辑等逻辑系统中都有相应的

定义,主要刻画了由背景理论推不出当前的观察,需要向理论中加入相应的逻辑公式,加入的公式称为对观察相

对于理论的一个解释.由于我们讨论的是模态逻辑系统 S5 中的溯因推理问题,所以下面我们给出命题模态逻辑

系统 S5 和命题逻辑中关于溯因推理的主要概念. 
定义 4(命题模态逻辑系统 S5 溯因问题). 命题模态逻辑系统 S5 的一个溯因问题为一个二元组〈Σ ,α 〉,使得 

Σ α,其中,Σ为背景理论,是命题模态逻辑的一个析取范式;α为观察,是一个文字或者最简 1 度模态公式. 

定义 5(命题模态逻辑系统 S5 的溯因解释). 一个命题模态逻辑系统 S5 的溯因问题〈Σ ,α 〉的解释为Π ,是一 
个模态简单合取式,满足:Σ∪Π α并且Σ∪Π ⊥. 

令 Lits(Π )表示Π含的原子所组成的集合,对于两个模态简单合取式Π与 ,Π 我们说Π比 Π 要简单(记为

),Π Π≺ 当且仅当 ( ) ( );Lits LitsΠ Π⊂ 我们说Π为α关于Σ的极小溯因解释,当且仅当不存在α关于Σ的比Π简

单的解释 .Π 由于解释Π为模态简单合取式,从而如果 ,Π Π≺ 则Π为 Π 的子公式.将上述两个定义稍加修改, 
就得到了命题逻辑中的相应的定义: 

定义 6(命题逻辑的溯因问题). 命题逻辑的一个溯因问题为一个二元组〈Σ ,α 〉,使得Σ α ,其中,Σ为背景理 

论,是命题逻辑的一个析取范式;α为观察,是一个文字. 
定义 7(溯因解释). 一个命题逻辑的溯因问题〈Σ ,α 〉的解释为Π ,是一个简单合取式,满足:Σ∪Π α并且Σ∪ 

Π ⊥. 

1.3   碰集与极小碰集 

本节我们将给出碰集、极小碰集、命题逻辑中一个合适公式ϕ的合取范式 CNFϕ与析取范式 DNFϕ的碰集

与极小碰集和命题模态逻辑系统 S5 中ϕ的合取范式 MCNFϕ与析取范式 MDNFϕ的碰集与极小碰集. 
定义 8(集簇的碰集). 设 F={S1,…,Sn}为集合簇,称 H 为 F 的一个碰集,如果 H 满足: 
(1) ;

S F
H S

∈
⊆∪  

(2) 对每一个 S∈F,都有 H∩S≠∅. 
注:如果 H 为 F 的一个碰集,并且 H 的任何一个真子集合都不是 F 的碰集,则 H 为 F 的一个极小碰集.由定

义可以看出,一个集合簇的碰集与极小碰集都不唯一.下面我们用一个例子来说明. 
例 1:设集簇 F={S1,S2},其中,S1={1,2,3},S2={3,4},则 F 的极小碰集有:{3},{4,1},{4,2}. 
定义 9(CNFϕ的碰集与极小碰集). 设ϕ为命题逻辑的合式公式,CNFϕ为ϕ的合取范式,CNFϕ的碰集是把

CNFϕ的每一个简单析取项中的所有文字组成集合,所有简单析取项对应的集合收集起来得到一个集簇,该集簇

的每一个碰集即为 CNFϕ的碰集,该集簇的每一个极小碰集即为 CNFϕ的极小碰集. 
注:DNFϕ ,MCNFϕ与 MDNFϕ的碰集与极小碰集可类似 CNFϕ的碰集与极小碰集定义.另外,CNFϕ ,DNFϕ , 

MCNFϕ与 MDNFϕ的碰集与极小碰集都不唯一,我们使用这样的记号说明特指其中的一个.下面我们用一个例

子来说明 CNFϕ的碰集与极小碰集. 
例 2:设ϕ=(p∧q)∨(¬q→r),则容易算出 CNFϕ=(p∨q∨r)∧(q∨r).根据定义,求 CNFϕ的碰集与极小碰集等价于求

{{p,q,r},{q,r}}的碰集与极小碰集.容易看出,{q},{r}为 CNFϕ的极小碰集. 
注:很容易用反例说明下列论断是错误的: 
对任意ϕ,HS(CNFϕ )=HS(DNFϕ ),HS(MCNFϕ )=HS(MDNFϕ ),其中,HS(F)表示 F 所有的极小碰集组成的集合. 
定义 10(理论 T的合取范式与析取范式). 假设 T 为一个命题逻辑(命题模态逻辑)的理论,则 CNFT(MCNFT)

表示将理论 T 的所有合适公式先合取,再求合取后的公式的合取范式得到的合适公式,称为理论 T 的合取范式;
对应的,DNFT(MDNFT)表示将理论 T 的所有合适公式先合取,再求合取所得公式的析取范式得到的合适公式,称
为理论 T 的析取范式.容易验证:T 可满足,当且仅当 CNFT (MCNFT)可满足.理论 T 可满足指的是存在一个赋值,
使得理论 T 中所有的合适公式在此赋值下为真. 
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注:CNFT (MCNFT ),DNFT (MDNFT )的碰集与极小碰集相同于 CNFϕ的碰集与极小碰集定义. 

2   模态逻辑系统 S5 中的溯因推理 

2.1   命题逻辑与命题模态逻辑系统S5中极小碰集与本原蕴含式的关系 

本节我们将给出素蕴含(prime implicant)和本原蕴含式(prime implicate),并在命题逻辑和命题模态逻辑系

统 S5 中讨论它们与极小碰集之间的关系. 

说明:下文中的 ( )k k 或为简单合取式(模态简单合取式)或为简单析取式(模态简单析取式),当我们谈到集

合 ( )k k 时,指的是将 ( )k k 中的文字或者最简 1 度模态公式收集起来组成的集合. 
定义 11(prime implicant). 设Σ为某一逻辑系统(命题逻辑、一阶逻辑、命题模态逻辑等)中的理论,k 为该

逻辑中的一个简单合取式,k 为Σ的 Prime Implicant,当且仅当以下两条同时成立: 
(1) k Σ ; 

(2) 对于任意的 ,k 如果 k Σ 并且 ,k k 则 .k k  
定义 12(prime implicate). 设Σ为某一逻辑系统(命题逻辑、一阶逻辑、命题模态逻辑等)中的理论,k 为该

逻辑中的一个简单析取式,k 为Σ的 Prime Implicate,当且仅当以下两条同时成立: 
(1) Σ k; 

(2) 对于任意的 ,k 如果 kΣ 并且 ,k k 则 .k k  
注:以上两个定义中的Σ为合适公式的集合或者为单独的一个合适公式;另外一点要注意的是,定义 11 中的

k 为简单合取式,而定义 12 中的 k 为简单析取式.容易验证:k 为Σ的 Prime Implicant(prime implicate),当且仅当 

k Σ (Σ k),并且不存在 k 的非平凡子公式 ,k 满足 ( ).k kΣ Σ 另外,这里定义的模态逻辑中的素蕴含和本原蕴 

含式是较为受限的,我们可以将其称为弱知识素蕴含和弱知识本原蕴含式.但下文中我们将弱知识去掉,统一使

用素蕴含和本原蕴含式. 
Rymon 首次给出了 Prime Implicate 与极小碰集之间的关系[28],但是证明过于简要.他指出,可以通过求解极

小碰集来求 Prime Implicate 和 Prime Implicant,但实际上,他只给出了 Prime Implicate 与极小碰集之间的关系定

理(Theorem 2.3).我们将用两个定理来说明命题逻辑公式的 Prime Implicate 和 Prime Implicant 与极小碰集的关

系定理有所区别,并且将给出详细的证明. 
定理 1[28]. 设 CNFϕ为命题逻辑的合适公式ϕ的合取范式,k 为有限多个文字的合取,则 k 为 CNFϕ的 Prime 

Implicant,当且仅当 k 为 CNFϕ的极小碰集. 
证明:(⇐) 设 k 为 CNFϕ的一个碰集,我们首先验证 k CNFϕ .对任意的赋值 v,kv=1.由于 k 为 CNFϕ的一个碰 

集,所以对于CNFϕ中的每一个合取项,k中至少存在 1个文字在该合取项中出现.从而,该合取项在赋值 v下为真.  

进而有 1vCNFϕ = ,从而有 k CNFϕ . 

下面我们证明极小性,即,k 为 CNFϕ的极小碰集,则 k 为 CNFϕ的 Prime Implicant.我们使用反证法.假设 k 为 
CNFϕ的极小碰集,但 k 不是 CNFϕ的 Prime Implicant,则存在 k 的一个非平凡子公式 k 为 CNFϕ的 Prime 
Implicant.可知, k 满足:(1) ;k CNFϕ (2) .k k⊂ 由条件(2)以及 k 为 CNFϕ的极小碰集知, k 不是 CNFϕ的碰集.

即,存在 CNFϕ的一个合取项(简单析取式)σi,满足σi 中的所有文字组成的集合与 k 的交集为空集,从而 ik σ∧¬

可满足.即,存在一个赋值 v,使得 ( ) 1.v
ik σ∧¬ = 即, ( ) 1,vk = 且 0.v

iσ = 即,赋值 v 满足 ( ) 1vk = 且 0.vCNFϕ = 此结论

与 k CNFϕ 矛盾,所以 k 为 CNFϕ的极小碰集,则 k 为 CNFϕ的 Prime Implicant. 

(⇒) 假设 k 为 CNFϕ的 Implicant,下面证明 k 为 CNFϕ的碰集.我们使用反证法.假设 k 不是 CNFϕ的碰集, 

则存在 CNFϕ的一个合取项σi,使得 k 与σi 中的文字组成的集合的交集为空.令 .ik k σ= ∧¬ 因为 k 与σi 中的文字

组成的集合的交集为空,所以 ik k σ= ∧¬ 可满足.由以上假设及条件可知, ,ik CNFk ϕ σ 从而 k σi.即,对于

任意的赋值 v,如果 kv=1,则 1.v
iσ = 另一方面,由 k∧¬σi 可满足,知道存在一个赋值 v′,使得(k∧¬σi)v′=1,即,kv′=1,且
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0.v
iσ
′ = 于是产生矛盾,所以 k 为 CNFϕ的 Implicant,则 k 为 CNFϕ的碰集. 

下面我们证明极小性.即,假设 k 为 CNFϕ的 Prime Implicant,证明 k 为 CNFϕ的极小碰集.我们使用反证法. 
假设 k 为 CNFϕ的 Prime Implicant,但 k 不是 CNFϕ的极小碰集.即,存在 k 的一个真子集 k 为 CNFϕ的极小碰集,
从而 k 为 CNFϕ的 Prime Implicant.与 k 为 k 的一个真子集和 k 为 CNFϕ的 Prime Implicant 矛盾,所以 k 为 CNFϕ  

的 Prime Implicant 时,k 为 CNFϕ的极小碰集. □ 
定理 2. 设 DNFϕ为命题逻辑的合适公式ϕ的析取范式,k 为有限多个文字的析取,则 k 为 DNFϕ的 Prime 

Implicate,当且仅当 k 为 DNFϕ的极小碰集. 

证明:(⇐) 假设 k 为 DNFϕ的碰集,下面证明 DNFϕ k.对于任意的赋值 v,若 1vDNFϕ = ,则至少存在 DNFϕ的 1

个析取项(简单合取式)σi,使得 1v
iσ = ,即,σi 的每一个文字在赋值 v 下都为真.由于 k 为 DNFϕ的碰集,从而 k 中至

少出现σi 中的 1 个文字,所以 kv=1,从而有 DNFϕ k. 

下面我们证明极小性,即,k 为 DNFϕ的极小碰集,则 k 为 DNFϕ的本原蕴含式.我们使用反证法.假设 k 为 

DNFϕ的极小碰集,但 k 不是 DNFϕ的本原蕴含式,则存在 k 的一个非平凡子公式 k 为 DNFϕ的本原蕴含式.于
是, k 满足:(1) ;DNF kϕ (2) .k k⊂ 由条件(2)及 k为DNFϕ的极小碰集可知, k 不是DNFϕ的碰集.即,存在DNFϕ

的一个析取项(简单合取式)σi,满足σi 中的所有文字组成的集合与 k 的交集为空集,从而 ik σ¬ ∧ 可满足.即,存在

一个赋值 v,使得 ( ) 1,v
ik σ¬ ∧ = 即, 0vk = 且 1.v

iσ = 即,赋值 v 满足 0vk = 且 1.vDNFϕ = 此结论与 DNF kϕ 矛盾, 

所以 k 为 DNFϕ的极小碰集,则 k 为 DNFϕ的本原蕴含式. 
(⇒) 假设 DNFϕ k,下面证明 k 为 DNFϕ的碰集.我们使用反证法.假设 k 不是 DNFϕ的碰集,则存在着 DNFϕ  

的一个析取项(简单合取式)σi,使得σi 与 k 中所有文字组成的集合的交集为空集,从而¬k∧σi 可满足.即,存在一个 
赋值 v,使得 ( ) 1v

ik σ¬ ∧ = ,即,kv=0 且 1v
iσ = .即,存在一个赋值 v,使得 kv=0 且 1vDNFϕ = .与 DNFϕ k 矛盾. 

下面我们证明极小性.假设 k 为 DNFϕ的本原蕴含式,现证明 k 为 DNFϕ的极小碰集.我们使用反证法.假设 k 
为 DNFϕ的本原蕴含式,但 k 不是 DNFϕ的极小碰集.即,存在 k 的一个真子集 k 为 DNFϕ的极小碰集,从而 k 为

DNFϕ的本原蕴含式.与 k 为 k 的一个真子集和 k 为 DNFϕ的本原蕴含式矛盾. 
所以 k 为 DNFϕ的本原蕴含式时,k 为 DNFϕ的极小碰集. □ 
注:对于命题逻辑中的一个理论 T,同样具有上述两个定理,而且证明与上述两个定理的证明完全相同.即,我

们有以下的两个定理: 
定理 3. 设CNFT为命题逻辑的理论 T的合取范式,k为有限多个文字的合取,则 k为CNFT的 Prime Implicant,

当且仅当 k 为 CNFT 的极小碰集. 
定理 4. 设DNFT为命题逻辑的理论T的析取范式,k为有限多个文字的析取,则 k为DNFT的Prime Implicate,

当且仅当 k 为 DNFT 的极小碰集. 
对于命题模态逻辑系统 S5 中的一个合适公式或者一个理论 T,同样具有类似于定理 1~定理 4 的 4 个定理.

即,我们有以下的 4 个定理. 
定理 5. 设 MCNFϕ为命题模态逻辑系统 S5 的合适公式ϕ的合取范式,k 为有限多个文字或者最简 1 度模态

公式的合取式,则 k 为 MCNFϕ的 Prime Implicant,当且仅当 k 为 MCNFϕ的极小碰集. 
证明:(⇐) 设 k 为 MCNFϕ的一个碰集,我们首先验证 k MCNFϕ .对任意的赋值 v,假设 kv=1.由于 k 为 MCNFϕ   

的一个碰集,所以对于 MCNFϕ中的每一个合取项,k 中至少存在 1 个文字或最简 1 度模态公式在该合取项中出 

现.从而,该合取项在赋值 v 下为真.进而有 1,vMCNFϕ = 从而有 k MCNFϕ . 

下面我们证明极小性,即,若 k 为 MCNFϕ的极小碰集,则 k 为 MCNFϕ的素蕴含.我们使用反证法.假设 k 为 

MCNFϕ的极小碰集,但 k 不是 MCNFϕ的素蕴含,则存在 k 的一个非平凡子公式 k 为 MCNFϕ的素蕴含.于是, k 满

足:(1) ;k MCNFϕ (2) .k k⊂ 由条件(2)以及 k 为 MCNFϕ的极小碰集可知, k 不是 MCNFϕ的碰集,从而存在

MCNFϕ的一个合取项(文字知识简单析取式)σi,满足σi 中的所有文字或最简 1 度模态公式组成的集合与 k 的交
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集为空集,从而 ik σ∧¬ 可满足.即,存在一个赋值 v,使得 ( ) 1.v
ik σ∧¬ = 即, 1vk = 且 0.v

iσ = 即,赋值 v 满足 1vk =

且 0.vMCNFϕ = 此结论与 k FMCN ϕ 矛盾,所以 k 为 MCNFϕ的极小碰集,则 k 为 MCNFϕ的素蕴含. 

(⇒) 假设 k MCNFϕ ,下面证明 k 为 MCNFϕ的碰集.我们使用反证法.假设 k 不是 MCNFϕ的碰集,则存在

MCNFϕ的一个合取项σi,使得 k 与σi 中的文字或最简 1 度模态公式组成的集合的交集为空.令 ik k σ= ∧¬ ,因为

k 与σi 中的文字或最简 1 度模态公式组成的集合的交集为空,所以 ik k σ= ∧¬ 可满足.由以上假设及条件知道

,iMCNk k Fϕ σ 从而 k σi.即,对于任意的赋值 v,如果 kv=1,则 1.v
iσ = 另一方面,由 k∧¬σi 可满足,知道存在一

个赋值 v′,使得(k∧¬σi)v′=1.即,kv′=1 且 0.v
iσ
′ = 于是产生矛盾,所以 k 为 MCNFϕ的碰集. 

下面证明极小性.假设 k 为 MCNFϕ的素蕴含,现证明 k 为 MCNFϕ的极小碰集.我们使用反证法.假设 k 为 

MCNFϕ的素蕴含,但 k 不是 MCNFϕ的极小碰集.即,存在 k 的一个真子集 k 为 MCNFϕ的极小碰集,从而 k 为

MCNFϕ的素蕴含.与 k 为 k 的一个真子集和 k 为 MCNFϕ的素蕴含矛盾. 
所以 k 为 MCNFϕ的素蕴含时,k 为 MCNFϕ的极小碰集. □ 
定理 6. 设 MDNFϕ为命题模态逻辑系统 S5 的合适公式ϕ的析取范式,k 为有限多个文字或者最简 1 度模态

公式的析取式,则 k 为 MDNFϕ的 Prime Implicate,当且仅当 k 为 MDNFϕ的极小碰集. 

证明:(⇐) 假设 k 为 MDNFϕ的碰集,现证 MDNFϕ k.对于任意的赋值 v,若 1vMDNFϕ = ,则至少存在 MDNFϕ

的 1 个析取项(文字知识简单合取式)σi,使得 1,v
iσ = 即,σi 的每一个文字或最简 1 度模态公式在赋值 v 下都为真.

由于 k 为 MDNFϕ的碰集,从而 k 中至少出现σi 中的 1 个文字或最简 1 度模态公式,所以 kv=1,从而有 MDNFϕ k. 

下面我们证明极小性,即,若 k 为 MDNFϕ的极小碰集,则需要证明 k 为 MDNFϕ的本原蕴含式.我们使用反证 

法.假设 k 为 MDNFϕ的极小碰集,但 k 不是 MDNFϕ的本原蕴含式,则存在 k 的一个非平凡子公式 k 为 MDNFϕ

的本原蕴含式.于是, k 满足:(1) ;MDNF kϕ (2) .k k⊂ 由条件(2)及 k 为 MDNFϕ的极小碰集可知, k 不是 

MDNFϕ的碰集.即,存在 MDNFϕ的一个析取项(文字知识简单合取式)σi,满足σi 中的所有文字或最简 1 度模态公 

式组成的集合与 k 的交集为空集 ,从而 ik σ¬ ∧ 可满足 .即 ,存在一个赋值 v,使得 ( ) 1.v
ik σ¬ ∧ = 即 , 0vk = 且

1.v
iσ = 即,赋值 v 满足 0vk = 且 1.vMDNFϕ = 此结论与 MDNF kϕ 矛盾. 

所以 k 为 MDNFϕ的极小碰集,则 k 为 MDNFϕ的本原蕴含式. 
(⇒) 假设 MDNFϕ k,下面证明 k 为 MDNFϕ的碰集.我们使用反证法.假设 k 不是 MDNFϕ的碰集,则存在着 

MDNFϕ的一个析取项(文字知识简单合取式)σi,使得σi 与 k 中所有文字或最简 1 度模态公式组成的集合的交集 

为空集,从而¬k∧σi 可满足.即,存在一个赋值 v,使得 ( ) 1.v
ik σ¬ ∧ = 即,kv=0 且 1.v

iσ = 即,存在一个赋值 v,使得 kv=0

且 1.vMDNFϕ = 与 MDNFϕ k 矛盾. 

下面证明极小性.假设 k 为 MDNFϕ的本原蕴含式,需证明 k 为 MDNFϕ的极小碰集.我们使用反证法.假设 k 
为MDNFϕ的本原蕴含式,但 k不是MDNFϕ的极小碰集.即,存在 k的一个真子集 k 为MDNFϕ的极小碰集,从而 k
为 MDNFϕ的弱知识本原蕴含式.与 k 为 k 的一个真子集和 k 为 MDNFϕ的弱知识本原蕴含式矛盾. 

所以 k 为 MDNFϕ的本原蕴含式时 k 为 MDNFϕ的极小碰集. □ 
定理 7. 设 MCNFT 为命题模态逻辑系统 S5 的理论 T 的合取范式,k 为有限多个文字或者最简 1 度模态公

式的合取式,则 k 为 MCNFT 的 Prime Implicant,当且仅当 k 为 MCNFT 的极小碰集 
定理 8. 设 MDNFT 为命题模态逻辑系统 S5 的理论 T 的析取范式,k 为有限多个文字或者最简 1 度模态公

式的析取式,则 k 为 MDNFT 的 Prime Implicate,当且仅当 k 为 MDNFT 的极小碰集. 

2.2   命题逻辑和模态逻辑系统S5中极小溯因解释与本原蕴含式的关系 

本节中,我们将首先给出命题逻辑和模态逻辑系统 S5 中极小溯因解释与本原蕴含式的关系,主要体现在以

下的两个定理上: 
定理 9. 设〈Σ ,α〉为命题逻辑的一个溯因问题,k 为一个简单合取式,则 k 为α的关于Σ的极小溯因解释(Σ∧ 
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k α且不存在 k 的非平凡子公式 k 满足 ),kΣ α∧ 当且仅当¬k∨α为Σ的 Prime Implicate(Σ ¬k∨α且不存在 k

的非平凡子公式 k 满足 ).kΣ α¬ ∨  
证明:我们先验证Σ∧k α ,当且仅当Σ ¬k∨α . 
(⇒) 假设Σ∧k α ,下面证明Σ ¬k∨α . 
由 Σ ,k Σ ,Σ ,k k 有 Σ ,k Σ∧k. 另外 , 由 Σ∧k α , 根据完备性定理有 Σ∧k α . 因此 ,Σ ,k α . 于是 ,Σ k→α .

即,Σ ¬k∨α .根据可靠性定理有Σ ¬k∨α . 
(⇐) 假设Σ ¬k∨α ,下面证明Σ∧k α . 
由Σ ¬k∨α有Σ k→α ,根据完备性定理有Σ k→α .于是,由Σ ,k Σ有Σ ,k k→α .从而,根据Σ ,k k 有Σ ,k α .另

外一方面,Σ∧k k,Σ∧k Σ ,根据完备性定理有Σ∧k k,Σ∧k Σ ,从而我们有Σ∧k α .由可靠性定理有Σ∧k α . 

下面我们证明 k 为α的关于Σ的极小溯因解释,当且仅当¬k∨α为Σ的本原蕴含式. 

(⇒) 我们使用反证法.假设Σ∧k α且不存在 k 的非平凡子公式 k 满足 kΣ α∧ 时结论不成立,即,存在 k

的非平凡子公式 k 满足 .kΣ α¬ ∨ 由上述证明有 ,kΣ α∧ 即,存在 k 的非平凡子公式 k 满足 .kΣ α∧  
与前提矛盾.从而假设不成立. 

(⇐) 我们同样使用反证法.假设Σ ¬k∨α且不存在 k 的非平凡子公式 k 满足 kΣ α∨¬ 时结论不成立,即,

存在 k 的非平凡子公式 k 满足 .kΣ α∧ 由上述证明有 ,kΣ α¬ ∨ 存在 k 的非平凡子公式 k 满足 .kΣ α¬ ∨
与条件矛盾.从而假设不成立. □ 

定理 10. 设〈Σ ,α〉为命题模态逻辑的一个溯因问题,k 为一个模态简单合取式,则 k 为α的关于Σ的极小溯因 

解释(Σ∧k α且不存在 k 的非平凡子公式 k 满足 ),kΣ α∧ 当且仅当¬k∨α为Σ的 Prime Implicate(Σ ¬k∨α且

不存在 k 的非平凡子公式 k 满足 ).kΣ α¬ ∨  
注:该定理的证明与上述定理的证明相似. 

2.3   命题逻辑和模态逻辑系统S5中极小溯因解释与极小碰集的关系 

有了以上的准备,我们可以得到命题逻辑与命题模态逻辑系统 S5 中的溯因问题的极小溯因解释和极小碰

集之间的两个关系定理,以下的两个定理为本文的核心结论. 
定理 11. 设〈Σ ,α〉为命题逻辑的一个溯因问题,k 为一个简单合取式,则 k 为α的关于Σ的极小溯因解释,当且

仅当¬k∨α为Σ的极小碰集. 
证明:该定理是定理 4 与定理 9 的直接推论. □ 
定理 12. 设〈Σ ,α〉为命题模态逻辑 S5 的一个溯因问题,k 为一个模态简单合取式,则 k 为α的关于Σ的极小

溯因解释,当且仅当¬k∨α为Σ极小碰集. 
证明:该定理是定理 8 与定理 10 的直接推论. □ 
注:有了定理 11,我们可以将求命题逻辑中的溯因推理问题的极小溯因解释转化为求解溯因问题的背景理

论的极小碰集.有了定理 12,我们可以将求解命题模态逻辑中溯因推理问题的极小溯因解释转化为求解溯因问

题的背理论的极小碰集.下面我们给出命题逻辑中求解溯因推理问题的极小溯因解释的算法的伪代码,命题模

态逻辑中求解溯因推理问题的极小溯因解释的算法的伪代码与命题逻辑的伪代码基本相同. 
算法 1. 计算命题逻辑的一个溯因问题〈Σ ,α〉的所有极小溯因解释. 
输入:Σ .α . 
输出:MI〈Σ ,α 〉(表示溯因推理问题〈Σ ,α〉的所有极小溯因解释组成的集合). 
Step 1. 调用 MHS 函数求解Σ的所有的极小碰集.储存在 MHSΣ中. 
Step 2. 从 MHSΣ选出含有α作为元素的所有的极小碰集,选出来的所有极小碰集记为 TMHSΣ . 
Step 3. 从 TMHSΣ的每一个元素中去掉α后,将余下的所有文字求否定后合取,如果合取的结果不为矛盾

式,则存储在 MI〈Σ ,α 〉中,待循环结束后输出 MI〈Σ ,α 〉. 
注:Step 1 中的函数 MHS 是用来求解集合Σ的极小碰集的,此方面的工作做得较多,而且效率也较高,我们可
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以使用现成的算法[17−27].如可以使用的是张立明等人的算法[27],该算法是目前已知文献中最好的算法.对于 Step 
2,因为 TMHSΣ为Σ的所有的极小碰集组成的集合,所以 TMHSΣ非空,即,α至少在 1 个碰集中出现.原因是,α作为

观察至少会在Σ中的 1个公式中出现,否则,α的极小溯因解释即为α ,已经不存在研究的意义.另外,选择含有α作

为元素的所有的极小碰集,是使用了溯因解释中的相关性原则.Step 3 中要求去掉矛盾式,是使用了溯因解释中

非矛盾的原则.另外,上述算法的正确性与完备性由定理 11 保证. 

3   结束语 

正如前文所述,溯因推理在人工智能的许多领域都得到了很好的应用.据我们所知,目前的文献主要从理论

上定义了不同逻辑中的溯因推理[3−5,13,28,29]、讨论各种溯因推理问题的复杂度[8,14],而且求解溯因解释主要使用

逻辑的归结方法.我们证明了可以把命题逻辑和命题模态逻辑系统 S5 中求溯因问题的极小解释转化为求极小

碰集,给出了求解溯因问题的一种新方法,可以使用求解碰集的高效算法来计算溯因问题.基于我们的理论证

明,我们设计了算法 1.基于本文的思路,在描述逻辑中、其他命题模态逻辑系统以及受限的一阶逻辑中的溯因

解释的求解算法及求解器,是值得研究的问题.另外,我们将在以后的工作中找一些例子或者设计一些例子进行

实验. 
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