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摘  要: 目前,大多数多目标进化算法采用为单目标优化所设计的重组算子.通过证明或实验分析了几个典型的

单目标优化重组算子并不适合某些多目标优化问题.提出了基于分解技术和混合高斯模型的多目标优化算法

(multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition and mixture Gaussian models,简称 MOEA/D-MG).该算

法首先采用一个改进的混合高斯模型对群体建模并采样产生新个体,然后利用一个贪婪策略来更新群体.针对具有

复杂 Pareto 前沿的多目标优化问题的测试结果表明,对给定的大多数测试题,该算法具有良好的效果. 
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Abstract: Recombination operators used in most current multiobjective evolutionary algorithms (MOEAs) were originally designed for 
single objective optimization. This paper demonstrates that some widely used recombination operators may not work well for 
multiobjective optimization problems (MOPs), and proposes a multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition and mixture 
Gaussian models (MOEA/D-MG). In the algorithm, a reproduction operator based on mixture Gaussian models is used to model the 
population distribution and sample new trails solutions, and a greedy replacement scheme is then applied to update the population by the 
new trial solutions. MOEA/D-MG is applied to a variety of test instances with complicated Pareto fronts. The extensive experimental 
results indicate that MOEA/D-MG is promising for dealing with these continuous MOPs. 
Key words: multiobjective optimization; evolutionary algorithm; MOEA/D; mixture Gaussian probability model 

多目标优化问题(multiobjective optimization problem,简称 MOP)是在科学研究与生产应用领域广泛存在的

一类挑战性优化问题.MOP 目标之间的冲突性会导致通常不存在一个最优解满足所有的优化目标.因此,人们

往往需要对各个目标做出折衷得到 Pareto 最优解集[1].对于一般 MOP 问题,目前还不存在解析方法求解.因此,
我们常采用计算机算法来获得对 Pareto 解集的一个逼近.进化算法(evolutionary algorithm,简称 EA)是一类模仿

自然界,特别是生物进化过程来求解复杂优化问题的计算机算法模型.EA 算法具有两个重要特征:(1) 对所求解
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问题的性质,如连续性、可微性等,不作特别假设;(2) 基于群体搜索,即,采用多点同时搜索问题最优解.因此,EA
算法特别适合求解复杂的非线性和黑盒 MOP 问题. 

自从 1985 年第 1 种多目标进化算法(multiobjective evolutionary algorithm,简称 MOEA)提出以来[2],MOEA
已发展成为求解 MOP 问题的主流方法之一;同时,MOEA 也已成为 EA 领域最热门的研究方向之一[3−5].国际上,
以 NSGA-II[6],SPEA2[7],PAES[8],IBEA[9,10],MOEA/D[11]等为代表的 MOEA 算法在众多应用领域获得了广泛的使

用.同时,MOEA 研究在国内也获得了快速的发展[12−14],研究主要集中在以下几个方向:(1) 算法设计,如基于实

验设计的多目标算法[15−17]、基于差分进化的多目标算法[17,18]、基于粒子群的多目标算法[19,20]、基于免疫的多

目标算法[21,22]、基于量子计算的多目标算法[23]、拟态物理学多目标算法[24]、多目标分布估计算法[25]及新 Pareto
支配关系设计[26]等;(2) 算法应用,如处理约束优化问题[27]、解决高维多目标(many-objective)优化问题[28]、路

径规划[29]、分类[30]及其他实际应用[31−34]等;(3) 针对 MOEA 的特殊数据结构[35]、MOEA 算法评估[36]等. 
根据 MOEA 算法所采用的基本思想,近 10 年左右出现的 MOEA 算法大致可以分为以下 3 类: 
(1) 基于 Pareto 占优关系的 MOEA 算法 
这类算法以 NSGA-II[6]和 SPEA2[7]等方法为代表,其基本思想是:采用 Pareto 占优关系对群体进行分类;然

后,在每一类中计算个体的密度.通过占优关系和密度估计值,对群体进行全排序,并选择相对较优的个体进入

下一代.人们常采用拥挤距离(crowding distance)、k-最近邻(k-nearest neighbor)、ε-占优(ε-domination)、网格划

分(grading)等方法来估计个体的密度.因为基于 Pareto 占优关系的 MOEA 算法具有原理简单、容易理解、参数

较少等优点,这类算法已引起了众多学者的深入研究和广泛的应用. 
(2) 基于评估指标的 MOEA 算法 
这类算法以 IBEA[9]和 HypE[10]等算法为代表,其基本思想是:用直接优化 Pareto 逼近集合的评估指标

(performance indicator)的方式来间接优化原 MOP,这实际上是将多目标优化问题转换为一个单目标优化问题.
在这类方法中,超体积(hypervolume)评估指标最为常用.这一类 MOEA 算法避免了 Pareto 占优引起的大量比较

问题,但是由于超体积本身的计算量较大,需要引入蒙特卡洛估计等方法来提高计算速度[10]. 
(3) 基于分解技术的 MOEA 算法 
基于分解技术的 MOEA(MOEA based on decomposition,简称 MOEA/D)[11]是一类新的 MOEA 算法框架.和

传统的基于分解的算法一样,MOEA/D将MOP分解为一系列子问题来求解.然而传统方法需要分别求解每个子

问题,因而计算量大.MOEA/D 将这些子问题有机组织起来同时求解而获得 Pareto 解集的一个逼近,由于算法只

运行一次,所以能获得较高的计算效率.MOEA/D 中,每个子问题是一个单目标优化问题,因而 MOEA/D 算法框

架能容纳各类单目标优化方法和局部搜索方法,并自然地建立了启发式算法与传统数学规划方法之间的联系. 
MOEA/D 算法框架目前已引起越来越多的研究者的关注. 

重组算子(recombination operator)是 EA 算法的一个重要组成部分,其对父体进行某种变换以产生新个体.
几乎所有的单目标优化重组算子,如粒子群算子、差分算子、人工免疫算子及各种杂交、变异算子,都已被应

用于 MOEA 算法中.MOEA 在算法设计和应用上的成功使许多研究者忽略了 MOEA 重组算子的重要性.单目

标优化问题与多目标优化问题最优解的根本区别在于:前者的解是单个(或可数个)孤立点,而后者的解是一个

Pareto 解集.一些学者已经开始意识到单目标和多目标最优解在拓扑上的本质区别,并且证实:在旋转问题或具

有复杂 Pareto 解集的 MOP 问题上,某些单目标重组算子在 MOEA 中效率低下[37,38].为了提高 MOEA 算法在求

解复杂 MOP 问题上的效率,利用 MOP 问题相关信息构造 MOEA 重组算子迫在眉睫[39].相对于选择算子的研究

工作,重组算子的研究工作还没有引起足够的重视:一方面,MOP 问题,特别是超多目标优化问题和离散 MOP 问

题 Pareto 最优集解的特性研究不够充分;另一方面,利用问题特征设计针对 MOP 问题的 MOEA 重组算子也不

是很多.我们首先将连续 MOP 问题的规则特性(regularity property)[40]引入到 MOEA 重组算子的设计中,并提出

了基于规则特性的分布估计算法 RM-MEDA[38,41].RM-MEDA 重组算子的核心思想是:利用概率分布模型去逼

近 MOP Pareto最优解集的流形(manifold),并用该模型采样产生新个体.RM-MEDA能够解决一些变量之间有线

性或非线性关联的复杂 MOP 问题.作为一种概念算法,RM-MEDA 主要在两个方面需要进一步改进:一是由于
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使用了降维算法(dimension reduction algorithm),RM-MEDA 算法本身的时间复杂度远远大于一般的 MOEA;二
是对 Pareto 解集具有复杂几何形状的 MOP 问题,RM-MEDA 效率不是很高. 

基于上述研究基础,文献[42]提出:在 MOEA/D 算法框架中,采用基于高斯概率模型的重组算子来对种群建

模和采样.初步实验结果表明:高斯概率模型能够有效逼近 Pareto最优解集的流形,对具有复杂几何形状的 MOP
问题能够取得较为理想的实验效果.本文对文献[42]所提算法做了进一步的改进,提出了新的基于分解和混合

高斯模型的多目标优化算法(multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition and mixture Gaussian 
models,简称 MOEA/D-GM).本文工作与文献[42]工作的主要区别在于:(1) 针对几个经典的重组算子,证明或分

析了它们在多目标优化中的不足,指出了利用 MOP 问题性质设计重组算子的必要性;(2) 提出了一个改进的基

于混合高斯概率模型的重组算子,该算子充分利用 MOEA/D 中邻居个体的相似性来重用邻居模型,在保证建模

质量的情况下降低建模的次数,从而提高建模效率;(3) 设计了一个贪婪更新策略,该策略总是寻找改进程度最

大的子问题去更新,以有效推动种群进化. 

1   问题定义 

不失一般性,一个具有 n 个决策变量,m 个目标函数的 MOP 问题可以定义为 

 1 2min ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))
s.t.  

T
mF x f x f x f x

x Ω
⎧ =⎪
⎨

∈⎪⎩
 (1) 

其中,(x1,x2,…,xn)T∈Ω是决策向量,Ω是可行域空间,fi:x→R(i=1,…,m)是第 i 个目标函数.对于给定的 MOP,其目标

之间往往相互冲突,一个解可能对于某个目标来说较好,而对于其他目标来讲可能较差.因此一般情况下,MOP
的最优解不是一个解而是一个被称做 Pareto 最优解集的集合. 

定义 1(Pareto 支配). 假设 x,y∈Ω是上述 MOP 问题的可行解,称 x Pareto 支配 y(记作 x≺y),当且仅当 

 ∀i=1,2,…,m, fi(x)≤fi(y)∧F(x)≠F(y) (2) 
定义 2(Pareto 最优解集). Pareto 最优解集(Pareto set,简称 PS)是所有 Pareto 最优解的集合: 

 PS={x|¬∃y∈Ω :y≺x} (3) 

定义 3(Pareto 最优前沿). Pareto 最优前沿(Pareto front,简称 PF)是 Pareto 最优解集在目标空间的投影: 
 PF={F(x)|x∈PS} (4) 

连续 MOP 问题的 Pareto 解集不仅在拓扑结构上与单目标优化问题最优解不同,而且已经证明其具有如下

优良的规则特性(regularity property)[40]: 
定理 1. 在某些特定条件下,一个包含 m 个目标的连续 MOP 问题,其 Pareto 最优解集在解空间和目标空间

中都是一个分段连续的(m−1)维流形. 
该定理说明,连续 MOP 问题的 Pareto 最优解不是杂乱分布的,而是表现出一定的模式.因而,MOEA 可以通

过对 Pareto 最优解集流形的逼近来间接地实现对 Pareto 最优解集的逼近. 

2   传统重组算子的不足 

当前,大部分进化重组算子,如杂交(crossover)算子和变异(mutation)算子等,是为单目标优化而设计.本节通

过分析下述 3 种常见的重组算子来说明这些重组算子在多目标优化情况下的不足. 

• 单点杂交算子:对父体 1 2( , ,..., )A A A A T
nx x x x= 和 1 2( , ,..., ) ,B B B B T

nx x x x= 随机选择杂交位 1≤k<n,交换染色体 

元素,得到如下新个体: 

1 1( ,..., , ,..., )a A A B B
k k nx x x x x+= 和 1 1( ,..., , ,..., ).b B B A A

k k nx x x x x+=  

• 算术杂交算子:对父体 1 2( , ,..., )A A A A T
nx x x x= 和 1 2( , ,..., )B B B B T

nx x x x= ,随机选择参数 0.0<α<1.0,构造新解: 

1 1( (1 ) ,..., (1 ) )a A B A B
n nx x x x xα α α α= + − + − 和 1 1((1 ) ,...,(1 ) ).b A B A B

n nx x x x xα α α α= − + − +  

• 高斯模型采样:从多元高斯分布模型 x~N(μ,Σ )采样得到新个体,其中,μ和Σ分别是对群体建模得到的决
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策向量的均值和协方差矩阵. 
对于单目标优化问题,假设当前种群中父体靠近最优解,我们可以得出以下结论: 

引理 1. 若 * * 2 * * 2
1 1

|| || ( ) ,|| || ( ) ,n nA B
i i i ii i

x x x x x x x xε ε
= =

− = − − = −∑ ∑≤ ≤ 其中,x*为问题最优解,ε>0,则单点 

杂交后代 xa 和 xb 满足:||xa−x*||≤ε或||xb−x*||≤ε. 
证明:假设结论不成立,即,||xa−x*||>ε且||xb−x*||>ε,显然,||xa−x*||2+||xb−x*||2>2ε 2,由前提条件可得: 

0≤||xa−x*||2+||xb−x*||2=||xA−x*||2+||xB−x*||2≤2ε 2. 
矛盾.所以假设不成立.得证. □ 

引理 2. 若 * * 2 * * 2
1 1

|| || ( ) ,|| || ( ) ,n nA B
i i i ii i

x x x x x x x xε ε
= =

− = − − = −∑ ∑≤ ≤ 其中,x*为问题最优解,ε >0,则算术 

杂交两个后代均满足:||xa−x*||≤ε且||xb−x*||≤ε. 
证明:由于 f(x)=x2 是凸函数,可知: 

* 2 * 2

1

* * 2

1

* 2 * 2

1

* 2 * 2

1 1

|| || ( (1 ) )

                ( ( ) (1 )( ))

                ( ( ) (1 )( ) )

                ( ) (1 ) ( )

         

n
a A B

i i i
i
n

A B
i i i i

i
n

A B
i i i i

i
n n

A B
i i i i

i i

x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

α α

α α

α α

α α

=

=

=

= =

− = + − −

= − + − −

− + − −

= − + − −

∑

∑

∑

∑ ∑

≤

* 2 * 2

2 2

2

       || || (1 ) || ||

                (1 )

                .

A Bx x x xα α

αε α ε

ε

= − + − −

+ −

=

≤

. 

即,||xa−x*||≤ε.同理可证||xb−x*||≤ε. □ 
引理 3. 考虑一维优化问题,假设当前群体为{x1,x2,…,xm},所有个体均满足||xk−x*||≤ε,k=1,2,…,m,其中,x*为

问题最优解,ε >0,群体样本均值和标准差为μ和σ .令 y~N(μ ,σ 2)为从高斯分布采样得到的后代,则 

( )( )*Prob | | 1 2 2 0.95.y x ε− + >≤  

证明:样本均值μ满足: 

* * * *

1 1 1

1 1 1| | ( ) | | .
m m m

k k k

k k k
x x x x x x x

m m m
μ ε

= = =

− = − = − −∑ ∑ ∑≤ ≤  

由||xk−x*||≤ε及 ||μ−x*||≤ε可知:−ε +x*≤xk≤ε +x*及−ε −x*≤−μ≤ε −x*,则−2ε≤xk−μ≤2ε ,即,|xk−μ|≤2ε.样本

均方差σ满足: 

2

1 1

1 1( ) (2 ) 2 2 2
1 1 1

m m
k k

k k

mx
m m m

σ μ ε ε ε
= =

= − = <
− − −∑ ∑≤ (假设个体数 m>2). 

对采样个体 y,有|y−x*|=|y−μ+μ−x*|≤|y−μ|+|μ−x*|≤|y−μ|+ε . 
由正态分布的特性可知,新个体 y 落入μ左右均方差范围内的概率为 0.95,即,Prob(|y−μ|≤ε )=0.95. 
显然,Prob(|y−x*|−ε≤σ )>0.95,即,Prob(|y−x*|≤ε +σ )>0.95. 

由 2 2σ ε< 可得, ( )*Prob | | 2 2 0.95.y x ε ε− + >≤  

即,采样新个体以大于 0.95 的概率分布在最优解 x*周围.得证. □ 
上述 3 个引理表明:当种群逼近至最优解附近时,采用上述重组算子生成的子代个体仍然有较大的可能性

分布在最优解附近.图 1 显示了在 2 维搜索空间中 3 个算子的示意图. 
在多目标优化中,最优解不是一个孤立点 x*,而是一个 Pareto 最优解集,并呈现出几何流形结构.在文献[38]

中,我们已经指出:当种群靠近最优集合时,采用一般重组算子,后代个体可能偏离最优集合.图 2 显示了在 2 维搜



 

 

 

周爱民 等:一种基于混合高斯模型的多目标进化算法 917 

 

索空间中,上述 3 个重组算子的效率可能变得低下. 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.1  An illustration of reproduction operation in single objective optimization 
图 1  单目标优化重组示意图 

 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.2  An illustration of reproduction operation in multiobjective optimization 
图 2  多目标优化重组示意图 

综合上述分析可知:当种群逼近最优解(集)时,一些常用的单目标优化重组算子,如单点杂交、算术杂交、高

斯采样等,对单目标优化问题是稳定的,即,其后代个体以较大概率分布在最优解附近;这些算子对多目标优化

问题是不稳定的,即,其后代以较大概率偏离最优解集.因此,需要针对多目标优化问题设计特别的重组算子. 

3   基于混合高斯概率模型的多目标进化算法 

3.1   基于分解的多目标进化算法框架 

基于分解技术的多目标进化算法 MOEA/D[11,43]是一类新的 MOEA 算法框架.MOEA/D 算法是对传统分解

方法的有效扩展:和传统方法一样,MOEA/D首先将一个MOP分解为一组单目标优化问题(子问题);与传统方法

不同的是,MOEA/D 通过子问题之间的合作来同时优化这组子问题,从而获得对 Pareto 最优解集的一个逼近.相
比传统方法串行解决子问题的方式,MOEA/D 这种并行求解子问题的策略能够有效提高算法搜索效率.同时, 
MOEA/D 框架可以自然地将各种单目标优化,局部搜索方法作为搜索算子使用.图 3 以 2 目标优化问题为例显

示了 MOEA/D 算法的基本思想,其中,子问题 4 的邻居包含子问题 2~子问题 6.下面通过 MOEA/D 算法中的两

个重要概念来进一步介绍该算法. 
定义 4(子问题(subproblem)). 一个 MOP 问题 min F(x)可以转换为一组子问题 min gi(x),i=1,2,…,N,每个子

问题的最优解对应于原 MOP 问题的一个 Pareto 最优解. 
如果子问题定义合理,那么这组子问题的最优解可以作为 Pareto 最优解集的一个逼近.通常,基于分解技术 

的算法通过给定一组权重向量 1 2( , ,..., ) , 1,2,...,i i i i T
mw w w w i N= = 来定义子问题.本文使用切比雪夫(Chebyshev)方 

法来定义子问题: 

x2 

x1 x1 x1 x1 

x*
 x*

 x* x*
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b

 x2 x2 x2

(a) 当前种群 (b) 单点杂交 (c) 算术杂交 (d) 高斯模型采样 
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A
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1,...,
( ) ( | , ) max { ( ( ) )}i i i

j j jj m
g x g x w z w f x z

=
= = −  (5) 

其中, * * * *
1 2( , ,..., )mz z z z= 是 MOP 问题的理想点(ideal point),即 * min ( ), 1,2,..., .j jx

z f x j m
Ω∈

< = 可以证明:MOP 问题每 

一个 Pareto 最优解都对应一个切比雪夫子问题. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  An illustration of MOEA/D 
图 3  MOEA/D 算法示意图 

权重向量 1 2( , ,..., )i i i i
mw w w w= 需满足条件

1
0 1, 1,2,..., 1.mi i

j jj
w j m w

=
= ∧ =∑≤ ≤ 本文中,N 个权重向量是事先 

在权重向量空间中均匀选择的,具体算法可以参考文献[11].需要指出的是,一组均匀给定的权重向量不一定能

获得一组均匀分布的最优解.权重向量的选择与 PF 的形状密切相关.因此,如何在运行过程中动态调整权重向

量以获得均匀分布的最优解,是目前 MOEA/D 算法设计中的一个研究热点. 
定义 5(邻域子问题(neighborhood)). 一个子问题 min gi 的邻域子问题,是一组与其最相似的 K 个子问题

{min gi|j∈Bi={i1,i2,…,iK}}.MOEA/D 通过权重向量的距离来定义子问题的相似度,权重向量距离越小,则对应子 

问题越相似.上标 ij 表示 jiw 是与 wi 第 j 近的权重向量.显然,i1=i,即,子问题与其自身最相似. 
邻域子问题在 MOEA/D 算法中的应用主要体现在两个方面:(1) 重组算子的父体主要来自邻域.由于父体

相距较近,可以在一定程度上避免第 2.2 节中重组算子所出现的问题.(2) 新个体不仅更新其父亲而且更新其邻

域个体,使得好的新个体尽可能地保留到下一代.正是因为子问题在重组和更新操作中的相互合作,MOEA/D 算

法能够同时优化所有子问题. 
MOEA/D 的早期版本采用静态邻域.可以预见,算法运行的不同阶段,不同的 MOP 问题都需要不同的邻域.

如何在算法执行过程中动态地调整邻域以获得更好的算法性能,也是 MOEA/D 算法设计中值得研究的. 

3.2   基于混合高斯概率模型的重组算子 

分布估计算法(estimation of distribution algorithm,简称 EDA)[44]是一类新兴的进化算法,与常用的 EA 算法

采用杂交变异等重组算子来产生后代的方式不同,EDA 利用一个概率模型来描述当前群体的分布,并通过对模

型的采样来产生后代.经典重组算子利用个体的局部信息来产生后代,而 EDA 算法利用群体的全局分布信息来

产生后代,因而 EDA 算法更能从全局上指导搜索进程. 
高斯模型是研究和应用最广泛的概率模型之一.一个多元高斯分布的随机变量 x=(x1,x2,…,xn)T 可表示为 

 x~N(μ,Σ ) (6) 
其中,μ 为均值向量,Σ 为协方差矩阵.随机变量对应概率密度函数表示为 

Neighborhood of g4: B4={2,3,4,5,6} 
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对于给定的一组数据 x1,x2,…,xK,均值向量和协方差矩阵估计如下: 

 
1

1 K k
k x

K
μ

=
= ∑  (8) 

 
1

1 ( )( )
1

K k k T
k

x x
K

Σ μ μ
=
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多元高斯概率模型采样得到新点 x=(x1,x2,…,xn)T 的过程如图 4 所示. 
 
 
 
 

Fig.4  Sampling process of multivariate Gaussian probability model 
图 4  多元高斯概率模型采样过程 

第 2节的分析已经表明,单个高斯概率模型不适合MOP问题,因此我们需要考虑构造混合高斯模型.一种直

接的改进方法是:首先采用聚类分析方法将群体划分成多个类别,然后对每个类别分别构造高斯模型.然而文献

[38]已经验证,这种方法没有充分考虑 MOP 问题的特性,因此对一些问题求解效率低下.文献[44]提出了一个混

合高斯模型,即,对每个个体(子问题)构造一个高斯模型,其概率密度函数表示为 

 
1

1( ) ( )N i
ip x p x

K=
= ∑  (10) 

其中,pi(x)表示第 i 个子问题对应的概率密度函数;μ i 和Σ i 为 pi(x)对应的均值向量和协方差矩阵,其数值由第 i
个子问题对应的邻域子问题计算得到.显然,对每个子问题计算均值和协方差矩阵,并通过图 4 算法采样新个体

计算量较大.本节将通过对邻域子问题协方差矩阵的重用来降低混合高斯模型采样的复杂性. 
对于第 i(i=1,2,…,N)个子问题,构造其概率密度函数: 

 
1

12 2 1( ) (2 ) | | exp ( ) ( ) ( )
2

n
i i i T i ip x x xΣ μ Σ μ

− − −⎧ ⎫= π − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (11) 

其中,均值向量由第 i 个子问题当前的最好解表示,即,μ i=xi;协方差矩阵Σ i 或者由邻域子问题计算得出或者直接

使用邻域子问题对应的协方差矩阵. 

3.3   基于混合高斯概率模型的MOEA/D算法框架 

图 5 显示了 MOEA/D-MG 算法的基本流程.和经典 MOEA/D 一样,MOEA/D-MG 算法首先初始化子问题和

理想点,并构造每个子问题的邻域;在主循环中,对每个子问题构造新解并更新理想点和群体.MOEA/D-MG 算

法与基本 MOEA/D 算法的不同主要体现在下面几点: 
(1) 子问题采样顺序 
为了强调分布稀疏的个体,算法对群体进行排序.主要基于下述几个因素:(a) 子问题采样中所用协方差矩

阵,或者采用该子问题邻域计算得到或者直接使用邻域子问题的协方差矩阵,显然,直接计算得到矩阵质量要高

一些;(b) 为了得到分布均匀的最优解集,需要强调当前解集中分布稀疏的个体.若群体分布均匀,则子问题的解

应该靠近其邻域的中心.本文采用二者的差来度量个体的稀疏程度.群体排序算法如图 6 所示. 
(2) 全局搜索与局部搜索 
经典 MOEA/D 算法用杂交变异方式产生后代,因此其全局搜索时父体范围为整个群体(Step 2.3).本文采用

高斯采样,若选择整个群体作为父群体,会导致全局搜索时协方差矩阵一样而失去多样性.基于此,本文随机选

择 G 个子问题作为父群体.同时,考虑到采样的多样性,算法每次最多对 T/2 个子问题产生后代(Step 2.5).对采样

得到的个体,使用多项式变异算子变异. 

算法 1. 多元高斯模型采样 x=GaussianSample(μ ,Σ ). 
Step 1. 采用 Cholesky 分解协方差矩阵得到一个下三角矩阵 A,满足Σ =AAT. 
Step 2. 产生单因素高斯分布向量 y=(y1,y2,…,yn)T,其中,yj~N(0,1),j=1,2,…,n 服从单位高斯分布. 
Step 3. 令 x=μ +Ay. 
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理想情况下,新的采样策略每代仅需建立 2N/T 个概率模型,而文献[42]中需要建立 N 个概率模型.新的策略

大大降低了建模的成本. 
(3) 群体更新 
经典 MOEA/D算法随机更新邻域内子问题.本文考虑所有子问题,并更新改进程度最大的子问题.算法流程

如图 7 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Procedure of MOEA/D-MG 
图 5  MOEA/D-MG 算法流程 

 
 
 
 
 
 

Fig.6  Process of sorting population 
图 6  群体排序过程 

 
 
 
 
 

Fig.7  Process of updating population 
图 7  群体更新过程 

需要指出的是,新的更新方法采用了贪婪策略——从种群中选择改进程度最大的子问题来更新.相比经典

算法 2. MOEA/D-MG 算法. 
 输入:N 种群大小(子问题个数); 

T 邻域大小,G 全局搜索域大小,nr 最大更新子问题个数; 
δ邻域搜索概率,Pm 变异概率,η多项式变异算子参数; 
{w1,w2,…,wN}权重向量集合. 

Step 1. 初始化 
1.1. 对每个子问题 i=1,2,…,N,随机产生一个解:xi∈Ω . 
1.2. 对每个子问题 i=1,2,…,N,构造邻域 Bi={i1,i2,…,iK},使得 jiw 为与 wi 第 j 近的权向量. 
1.3. 令理想点 * * * *

1 2( , ,..., ),mz z z z= 其中
1 2

*
{ , ,..., }

min ( ),Nj jx x x x
z f x

∈
= j=1,2,…,m. 

Step 2. 主循环 
2.1. 对子问题进行排序Π =SortPop(⋅).  //Π 表示未产生后代子问题编号 
2.2. 选择Π 中第 1 个子问题,令其编号为 i. 
2.3. 若 rand(⋅)<δ,则令 A=Bi;    //rand(⋅)表示随机产生[0.0,1.0]内浮点数 

否则,随机选择 G 个子问题(包含子问题 i),令这些子问题编号组成集合 A. 
2.4. 利用 A 所代表子问题对应决策变量计算协方差矩阵Σ . 
2.5. 令 C=A∩Π ,若|C|>T/2,从 C 中删除|C|−T/2 个编号并保留编号 i. 
2.6. 对每个编号 j∈C 

1) 抽样产生后代 y=GaussianSample(xj,Σ ); 
2) 变异后代 x=PolyMutation(x,η,Pm); 
3) 更新理想点 * *min{ , ( )},k k kz z f x= k=1,2,…,m; 

4) 更新群体 UpdataPop(x,z*,nr). 
2.7. 令Π =Π \C,若Π ≠∅,则返回步骤 2.2. 
2.8. 若停机条件未满足,返回步骤 2.1. 

Step 3. 输出 MOP 问题最优逼近{x1,x2,…,xN}. 

算法 3. 群体排序Π=SortPop(⋅). 

Step 1. 对每个个体 xi,计算其邻域中心点
1

1 j
T

ii

j
x x

T =

= ∑ ,i=1,2,…,N. 

Step 2. 对每个个体 xi,计算其稀疏度 || ||i i is x x= − ,i=1,2,…,N. 
Step 3. 对稀疏度 s1,s2,…,sN 按由大到小的顺序排序,所得序号为 i1,i2,…,iN. //i j 表示第 j 稀疏个体

Step 4. 输出Π ={i1,i2,…,iN}. 

算法 4. 群体更新 UpdataPop(x,z*,nr). 
Step 1. 对每个个体 xi,计算其子问题函数值 gi(xi)和 gi(x),i=1,2,…,N. 
Step 2. 对每个个体 xi,计算其改进度 d i=gi(xi)−gi(x),i=1,2,…,N. 
Step 3. 对改进度按由大到小的顺序排序,所得前 nr 项对应子问题序号为 1 2, ,..., .rni i i  

Step 4. 若 d j >0,令 xj=x, 1 2, ,..., .rnj i i i=  
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MOEA/D 的随机更新策略,贪婪策略能更快地推动群体进化.更新过程可以采用不同的贪婪策略,这也是值得将

来进一步研究的方面. 

4   实验仿真 

为检验提出的 MOEA/D-MG 算法的有效性,本文采用文献[43]中提出的 9 个具有复杂 PS 的测试函数:F1~ 
F9.其中,F6 具有 3 个目标函数,其他问题具有 2 个目标函数;F6 和 F9 具有非凸 PF,其他问题具有凸 PF;F7 和 F8
是多峰问题,具有多个局部最优 PF. 

由于采用的测试题可得到其理论最优解,本文采用 IGD[38]作为评估指标.IGD(PF,PF*)计算所得解集 PF 与

最优解集 PF*之间的距离. 

 

*

* *

*

1( , ) ( , )
| |

( , ) min || ||
x PF

y PF

IGD PF PF d x PF
PF

d x PF x y
∈

∈

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

∑
 (12) 

其中,|⋅|表示集合点的数目,||⋅||表示向量的模.当 PF 靠近 PF*时,IGD 可以同时度量 PF 的分布(diversity)和收敛

(convergence)程度.在实验中,对 2 目标问题,我们从 PF*中选择 500 个均匀分布的点代表 PF*,对 3 目标问题选择

990 个代表点. 
本文采用 NSGA-II-DE[43],MOEA/D-DE[43],MOEA/D-MG[42]与本文方法进行实验比较.为了加以区分,记文

献[42]中方法为 MOEA/D-MG1,本文改进方法为 MOEA/D-MG2.这些方法参数设置如下:DE 算子控制参数

CR=1.0,F=0.5,多项式变异算子参数η=20,Pm=1/n.MOEA/D-DE 其他参数为:邻域大小 T=20,邻域搜索概率δ=0.9,
子问题更新数目 nr=2.MOEA/D-MG1 其他参数为:对 2 目标问题,邻域大小 T=15;对 3 目标问题,邻域大小 T=30,
邻域搜索概率δ =0.8,子问题更新数目 nr=2.MOEA/D-MG2 其他参数为:邻域大小 T=10,邻域搜索概率δ=0.8,全局

搜索大小 G=60,子问题更新数目 nr=2.对于所有算法,2 目标问题种群大小 N=299,3 目标问题种群大小 N=595,
算法执行 500 代停机.问题自变量维数为 n=30(F1~F5,F9)或者 n=10(F6~F8).对每个测试题,MOEA/D-MG 执行

30 次, MOEA/D-DE 和 NSGA-II-DE 执行 20 次.MOEA/D-MG1 和 MOEA/D-MG2 采用 Matlab 编写,MOEA/D-DE
和 NSGA-II-DE 采用 C++编写. 

4.1   MOEA/D-MG2实验结果与分析 

表 1 是 MOEA/D-MG2 对 9 个测试函数运算结果的 IGD 指标的统计结果.从表中可见:随着计算代数的增

加,IGD 度量值显著减小,特别是 100 代与 200 代之间变化明显.经过 500 代计算,除了 F6 和 F8 以外,其他问题均

可得到较小的 IGD 均值.另外,除了 F8 以外,其他测试题均可得到较小的 IGD 均方差.这些统计结果表明:对于大

多数测试题 ,MOEA/D-MG2 能够在较小的计算量内找到稳定而高质量的解集 . 由于 F8 是多峰问

题,MOEA/D-MG2 可能陷入局部最优而导致 IGD 均值和均方差都较大.对于多峰问题 F7,MOEA/D-MG2 能够

获取较好的结果,这说明 MOEA/ D-MG2 具有解决多峰问题的能力. 

Table 1  Mean (std.) IGD values for MOEA/D-MG2 on generation 100, 200, 300, 400, and 500 
表 1  100,200,300,400 和 500 代 MOEA/D-MG2 所得结果 IGD 度量均值与均方差 

 100 200 300 400 500 
F1 0.0024 (0.0001) 0.0017 (0.0000) 0.0015 (0.0000) 0.0014 (0.0000) 0.0014 (0.0000) 
F2 0.0551 (0.0166) 0.0256 (0.0117) 0.0106 (0.0060) 0.0048 (0.0017) 0.0033 (0.0003) 
F3 0.0252 (0.0045) 0.0083 (0.0022) 0.0043 (0.0011) 0.0031 (0.0006) 0.0025 (0.0002) 
F4 0.0377 (0.0072) 0.0161 (0.0033) 0.0096 (0.0014) 0.0059 (0.0016) 0.0040 (0.0013) 
F5 0.0234 (0.0029) 0.0119 (0.0014) 0.0090 (0.0011) 0.0076 (0.0009) 0.0070 (0.0011) 
F6 0.0358 (0.0047) 0.0300 (0.0009) 0.0288 (0.0005) 0.0282 (0.0005) 0.0280 (0.0004) 
F7 0.1819 (0.0472) 0.0039 (0.0017) 0.0017 (0.0001) 0.0015 (0.0000) 0.0014 (0.0000) 
F8 0.2563 (0.0529) 0.1547 (0.0731) 0.0448 (0.0485) 0.0180 (0.0297) 0.0110 (0.0184) 
F9 0.0532 (0.0096) 0.0334 (0.0102) 0.0193 (0.0087) 0.0108 (0.0065) 0.0067 (0.0033) 

测试题具有复杂的 PS.图 8 显示了 MOEA/D-MG2 所获取的最终解集.对 F1~F4,F7 和 F8,获得的最优 PF 能



 

 

 

922 Journal of Software 软件学报 Vol.25, No.5, May 2014   

 

够很好地逼近真实 PF*;对 F5 和 F9,获得的最优 PF 仍然存在少量间断部分;对 F6,端点附件的一些点距离端点

仍有一些距离.从图 8(b)可知,这些问题的复杂 PS 给算法带来了困难,但是 MOEA/D-MG2 能够有效逼近大部分

的 PS.图 8(c)和图 8(d)显示:在多次运行的情况下,MOEA/D-MG2 所获取的解集能够完全覆盖这些问题的 PS  
和 PF. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.8  Final obtained approximations by MOEA/D-MG2 
图 8  MOEA/D-MG2 算法所得最终解集 
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(a) 所得最优 PF (b) 所得最优 PS (c) 所有 30 组 PFs (d) 所有 30 组 PSs 



 

 

 

周爱民 等:一种基于混合高斯模型的多目标进化算法 923 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.8  Final obtained approximations by MOEA/D-MG2 (Continued) 
图 8  MOEA/D-MG2 算法所得最终解集(续) 

4.2   MOEA/D-MG2参数分析 

MOEA/D-MG2 算法的主要控制参数包括:邻域搜索大小 T、全局搜索大小 G 和邻域搜索概率δ.本节讨论

这些参数对 MOEA/D-MG2 算法性能的影响.实验选取 F2,F3 和 F4 作为测试题,MOEA/D-MG2 的其他参数同第

4.1 节. 
首先考虑邻域大小的影响,实验设置 T=5,10,15,20,25;G=60,δ=0.8. 
图 9 显示了在不同代数和 T 值情况下 MOEA/D-MG2 所得 PS 的 IGD 均值.图 9 表明:对 F2 和 F4,T=10 最

优;而对 F3,T=5 最优.不同的 T 取值随着运行代数的增加,影响逐渐减小;而且在不同的 T 参数下,MOEA/D-MG2
算法均能取得较小的 IGD 统计均值. 

 
 
 
 
 
 

 

Fig.9  Influence of neighborhood size T to performance of MOEA/D-MG2 
图 9  邻域大小 T 对 MOEA/D-MG2 算法性能的影响 

其次考虑全局搜索大小的影响,设置 G=40,60,80,100;T=10;δ =0.8. 
图 10 显示了在不同代数和不同 G 值情况下,MOEA/D-MG2 所得 PS 的 IGD 均值.图 10 表明:不同 G 参数

对 F2,F3 和 F4 的最后结果几乎没有影响. 
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Fig.10  Influence of global search size G to performance of MOEA/D-MG2 

图 10  全局搜索大小 G 对 MOEA/D-MG2 算法性能的影响 

最后考虑邻域搜索概率的影响,设置δ =0.7,0.75,0.8,0.85,0.9,0.95;T=10;G=60. 
图 11 显示了在不同代数和不同δ值情况下,MOEA/D-MG2 所得 PS 的 IGD 均值.图 11 表明:在前 200 代内,

不同δ值会对结果有微小影响;但 300 代以后,不同δ值的影响变小;400 代以后,MOEA/D-MG 算法采用不同δ值
均能取得较小的 IGD 统计均值. 

 
 
 
 
 
 

 

Fig.11  Influence of probability of neighborhood search δ  to performance of MOEA/D-MG2 
图 11  邻域搜索概率δ对 MOEA/D-MG2 算法性能的影响 

本节实验结果表明: 
(1) 不同的控制参数对算法性能的影响主要体现在算法搜索的早期,特别是 200 代以内; 
(2) 算法性能对控制参数不敏感,3 个主要参数均具有较大的取值范围. 

4.3   组件对比实验 

MOEA/D-MG2 算法主要包含了一个新的基于混合高斯模型的重组算子和一个贪婪更新策略.本节选择

F2,F3 和 F4 作为例子,讨论了这两个重要组件对算法性能的影响. 
记文献[42]中的重组算子为 M1,本文所提改进算子为 M2;记文献[43]经典 MOEA/D 算法更新策略为 U1,

本文所提策略为 U2.在 MOEA/D 框架下,这些算子可以产生 4 种组合:M1U1,M1U2,M2U1 和 M2U2.实验所用参

数同第 4.1 节. 
图 12 记录了 4 种策略分别对 F2,F3 和 F4 所得 IGD 均值(纵坐标)与运行代数(横坐标)的关系: 
• 首先,固定更新策略来看重组算子的影响.从图 12 可见:若采用 U1 更新策略,M1 算子远优于 M2 算子;

然而若采用 U2 更新策略,M1 算子则与 M2 算子在性能上不相上下. 
• 然后,固定重组算子来看更新策略的影响.图 12 显示:无论采用 M1 算子还是 M2 算子,U2 更新策略总

是远优于 U1 更新策略. 
这些实验结果表明:(1) 由于采用了贪婪策略,本文所提更新策略相对经典 MOEA/D 算法的更新策略能够

更快推动种群的进化;(2) 在采用贪婪更新策略的情况下,改进的基于混合高斯模型的重组算子与文献[42]所提

出的算子性能相近.但是需要注意的是,本文中重组算子的建模次数要小于文献[42]所提出的算子. 
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(c) F4 

Fig.12  Influence of improved reproduction operator and the update strategy to algorithm performance 
图 12  重组算子和更新策略对算法性能的影响 

4.4   算法对比实验 

本节比较基于混合高斯模型的 MOEA/D 算法与文献[43]中所提出的 NSGA-II-DE 和 MOEA/D-DE 算法. 
表 2 是这 4 种算法所得最后结果的统计 IGD 均值和均方差(NSGA-II-DE 和 MOEA/D-DE 测试结果源于文

献[43],MOEA/D-MG 算法源代码可从 amzhou@cs.ecnu.edu.cn 获取). 

Table 2  Mean (std.) IGD values obtained by the four algorithms 
表 2  4 种对比算法所得结果的统计 IGD 均值和均方差 

 MOEA/D-DE[43] NSGA-II-DE[43] MOEA/D-MG1[42] MOEA/D-MG2 
F1 0.0015(0.0000) 0.0044(0.0000) 0.0009(0.0000) 0.0014(0.0000) 
F2 0.0028(0.0004) 0.0349(0.0066) 0.0040(0.0016) 0.0033(0.0003) 
F3 0.0068(0.0099) 0.0296(0.0030) 0.0024(0.0005) 0.0025(0.0002) 
F4 0.0040(0.0014) 0.0288(0.0021) 0.0046(0.0024) 0.0040(0.0013) 
F5 0.0127(0.0069) 0.0288(0.0031) 0.0055(0.0007) 0.0070(0.0011) 
F6 0.0289(0.0014) 0.0680(0.0072) 0.1192(0.0452) 0.0280(0.0004) 
F7 0.0049(0.0063) 0.1171(0.0716) 0.0678(0.0485) 0.0014(0.0000) 
F8 0.0998(0.0429) 0.1981(0.0494) 0.0137(0.0069) 0.0110(0.0184) 
F9 0.0035(0.0008) 0.0395(0.0061) 0.0059(0.0020) 0.0067(0.0033) 

统计结果表明: 
• MOEA/D-DE 在 F2,F4 和 F9 上取得最好结果; 
• MOEA/D-MG1 在 F1,F3 和 F5 上取得最好结果; 
• MOEA/D-MG2 在 F4,F6~F8 上取得最好结果; 
• 与 MOEA/D-DE,MOEA/D-MG1 和 MOEA/D-MG2 相比,NSGA-II-DE 不能取得最好结果. 
需要指出的是: 
• 对 F2 和 F9,MOEA/D-MG2 所得结果的 IGD 均值是 MOEA/D-DE 所得均值的 1.18 和 1.91 倍; 
• 对 F3,F5,F7 和 F9,MOEA/D-DE 所得结果的 IGD 均值是 MOEA/D-MG2 所得均值的 2.72,1.81,3.50 和

9.07 倍; 
• 对于 F1,F4 和 F6,两种算法所得结果类似. 
对比 MOEA/D-MG1 和 MOEA/D-MG2 可见: 
• 对 F6 和 F7,MOEA/D-MG2 所得结果远好于 MOEA/D-MG1 所得结果; 
• 对于其他问题,两种算法所得结果比较类似. 
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5   结束语 

基于分解技术的多目标算法是求解多目标优化问题的一类新型算法框架.目前大部分 MOEA/D 算法采用

传统的重组算子.针对这种情况,本文证明或分析了几个典型重组算子在多目标优化下的不足.基于此,提出了

基于混合高斯模型的 MOEA/D 算法 MOEA/D-MG.MOEA/D-MG 采用混合高斯模型来获取种群的分布,并对分

布采样获得新个体;同时,采用一个贪婪策略来更新群体.实验分析结果表明: 
• 混合高斯模型能够有效地提取种群的结构信息,相比 DE 算子,它能够更有效地逼近复杂的 PS; 
• 贪婪更新策略能够更有效地推动种群的进化. 
需要指出的是,混合高斯模型的逼近能力也是有限的,对于过于复杂的问题如 F5,该模型只能部分逼近其

PS.结合 MOEA/D算法的特性与多目标优化问题的特性,是进一步改进 MOEA/D-MG算法的一个可行而有效的

方法. 
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