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摘  要: 表达能力和推理复杂性是一个逻辑的两个重要特征,也是一对相互制约的关系.解释之间的互模拟关系

是从语义的角度刻画逻辑表达能力的一个有效途径,其代表性的结果是命题模态逻辑表达能力的刻画定理——van 
Benthem 刻画定理.给出了描述逻辑ELU(含构造子:原子概念、顶概念、概念交、概念并、完全存在约束)的模拟关

系,建立了ELU中概念和术语公理集的表达能力刻画定理,即一阶逻辑公式与ELU中概念和术语公理集等价的充分 

必要条件.上述结果为寻求表达能力与推理复杂性之间的最佳平衡提供了有效的支持. 
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Abstract:  The two most important properties of a logic are its expressive power and the complexity of reasoning, which are also an 
opposing relation in the logic. Bisimulations between interpretations are effective way to characterize the expressive power, and the van 
Benthem characterization theorem is a classical result which gives an exact condition for when a first-order formula with one free variable 
is equivalent to a modal logic formula. This paper provides a simulation for ELU (including atomic concept, top concept, conjunction 
concept, disjunction concept, and existential quantification). Based on the simulation, the characterization theorems of expressive power 
for concept descriptions and TBoxes are established to give the sufficient and necessary conditions for when a first-order formula is 
equivalent to a concept description or a TBox are set up. The above results provide effective supports for the tradeoff between the 
expressive power and the complexity of reasoning problems. 
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描述逻辑(description logic)是一簇知识表示的语言,其以结构化、形式化的方法来表示特定应用领域的知

识.作为一类用于知识表示的形式化工具,描述逻辑在信息系统、软件工程以及自然语言处理等领域得到了广

泛的应用[1].特别是在第三代 Web——语义网(semantic Web)中,描述逻辑更是扮演着关键角色,并成为 W3C 推

荐 Web 本体语言 OWL 的逻辑基础[2]. 
表达能力(expressive power)和推理复杂性(complexity of reasoning)是一个逻辑的两个重要特征,也是一对

相互制约的关系.一般而言,表达能力越强,其推理的复杂性越高;反之,表达能力越弱,其推理的复杂性也就越低.
目前,对描述逻辑的推理复杂性的研究已经取得了较为丰硕的成果,比如文献[3−8],而对其表达能力的研究则相 
对较少 .描述逻辑EL及其扩展 (以下简称EL族 )是一类重要的知识表示语言 .例如 ,盖伦医疗知识库 (Galen 

medical knowledge base,简称 GALEN)[9]和美国国家癌症研究所(national cancer institute,简称 NCI)[10]的癌症知 
识库,都是以EL族作为它们的表示语言基础.因此,开展对描述逻辑EL族表达能力的研究,不仅能够为寻求表达 

能力与推理复杂性之间的平衡关系,而且也能为医学知识库构建中逻辑语言的选择提供有益的支持和帮助. 
一个逻辑的表达能力可以从以下的 3 个角度来分析[11]: 
(1) 给定一个逻辑,什么样的符号串是该逻辑的公式(well-formed formula); 
(2) 一个逻辑公式的语义解释; 
(3) 构建一个逻辑到另一个逻辑的翻译,然后比较它们的相对表达能力. 
本文侧重从上面第 3 个角度来分析一个逻辑的表达能力.解释之间的互模拟(bisimulation)关系是从语义的

角度刻画逻辑表达能力的一个有效途径 ,其代表性的结果是命题模态逻辑(modal logic)表达能力的刻画定   
理——van Benthem 刻画定理[12,13]:假定一阶逻辑的语言仅包含 1 个二元关系符号和一元谓词符号,那么一阶公

式α(x)等价于某个命题模态逻辑公式在标准关系翻译(standard relational translation)下的公式,当且仅当该公式

的可满足性在互模拟关系下被保持.上述结果精确地刻画了一阶逻辑公式与命题模态逻辑公式等价的充分必

要条件. 
描述逻辑是一类逻辑,其基本语法对象是概念名(concept name)、角色名(role name)以及个体名(individual 

name).通过构造子集合 ,由概念名和角色名来构建复杂的概念 ;然后 ,在概念的基础上形成术语公理集

(terminological axiom box,简称 TBox).由此,描述逻辑的表达能力刻画可以分为 2 层:概念的表达能力和术语公

理集的表达能力.由于许多描述逻辑都能翻译到一阶逻辑不同的子部分(fragment),所以刻画描述逻辑系统表达

能力的一个途径是:首先,构建描述逻辑到一阶逻辑翻译;然后,给出描述逻辑解释之间的模拟关系,建立类似 van 
Benthem 刻画定理的结论,即,给出一阶逻辑公式与概念和术语公理集等价的充分必要条件. 

文献[14]中关于EL(包含构造子:原子概念、顶概念、概念交、完全存在约束)概念和术语公理集表达能力

的刻画,是我们工作的起点.在EL中增加概念并构造子,得到的描述逻辑称为ELU.文中给出了ELU的模拟关系, 

建立了其概念和术语公理集的表达能力的刻画定理.本文有以下 3 点贡献: 
• 给出了描述逻辑ELU的模拟关系,将EL概念的表达能力刻画定理扩充到ELU的情形(定理 5); 
• 建立了ELU的布尔型术语公理集(允许否定、蕴含等布尔联结词作用于术语公理所形成的 TBox)的表

达能力刻画定理(定理 7); 
• 将EL术语公理集的表达能力刻画定理扩充到ELU的情形(定理 8). 
本文第 1 节是预备知识,主要包括以下内容:描述逻辑ELU的语法和语义介绍;描述逻辑ELU概念及术语公

理集到一阶逻辑的翻译;解释之间的互模拟关系及其性质,表达能力与互模拟之间的联系.第 2 节给出ELU的模

拟关系,建立ELU概念的表达能力刻画定理.即给出一阶逻辑公式与ELU的概念等价的充分必要条件.第 3 节将

ELU的模拟关系提升为全局模拟关系,建立ELU的布尔型术语公理集及术语公理集的表达能力刻画定理.即给

出一阶逻辑公式与术语公理集等价的充分必要条件.第 5 节是相关工作.第 6 节是总结及工作展望. 
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1   预备知识 

本节是文中的预备知识.第 1.1 节主要介绍描述逻辑 ELU 的语法和语义.第 1.2 节给出描述逻辑 ELU 到一

阶逻辑的翻译.第 1.3 节给出描述逻辑解释之间的互模拟关系及表达能力与互模拟两者之间的联系. 

1.1   描述逻辑ELU 

描述逻辑 ELU 的基本符号包括: 

(1) 由概念名组成的可数集 NC; 
(2) 由角色名组成的可数集合 NR; 
(3) 由个体名组成的可数集合 NI. 

从这些基本符号出发,可以构造出 ELU 的概念. 
定义 1. ELU 中的概念由如下产生式生成: 

C,D::=F|A|C D|C D|∃r.C, 

其中,A∈NC,r∈NR,C,D 表示 ELU 的两个概念. 

ELU的一个 TBox T是有穷条形如 C D 的概念包含式的集合,其中,C,D 分别是 ELU的任意两个概念.C≡D

可以表示为相应的两个概念包含式 C D,D C. 

下面给出 ELU 的语义定义. 

定义 2. 描述逻辑的一个解释 I是一个二元组(Δ I,⋅I),其中,非空集合ΔI表示论域,⋅I是一个解释函数,使得对任

意的概念名 A,AI⊆Δ I;对任意的角色名 r,rI⊆ΔI×ΔI;并且对任意个体名 a,aI∈ΔI. 
依据概念名和角色名的解释,我们可以递归地给出一个 ELU 的概念 C 的解释. 
定义 3. 任意给定一个 ELU 的概念 C,概念 C 的解释递归定义如下: 
• FI=ΔI; 

• (C D)I=CI∩DI; 

• (C D)I=CI∪DI; 

• (∃r.C)I={x∈Δ I|存在 y∈ΔI 满足(x,y)∈rI 并且 y∈CI}. 

一个解释 I 满足一个概念包含式 C D,如果 CI⊆DI,记作 IBC D.一个解释 I 是一个 TBox T 的模型,如果对

任意的 C D∈T,都有 IBC D,记作 IBT. 

1.2   ELU到一阶逻辑的翻译 

正如本文开始部分所提到的,一个逻辑的表达能力可以有多种不同的角度刻画,文中考虑的是描述逻辑的

相对表达能力.即构建描述逻辑到一阶逻辑的翻译,利用解释之间的互模拟关系,建立一阶逻辑公式与概念和术

语公理集等价的充分必要条件,从而给出描述逻辑表达能力的刻画. 
描述逻辑 ELU 到一阶逻辑的翻译是将原子概念名对应到一阶逻辑的一元谓词符号,原子角色名对应到二

元谓词符号,将每一个概念翻译为一阶逻辑的开公式.描述逻辑 ELU 到一阶逻辑的翻译σ形式定义如下: 

• F xσ =(x=x),F yσ =(y=y); 

• ( ), ( );yx x x y yσσ⊥ = ≠ ⊥ = ≠  

• ( ), ( );yxA A x A A yσσ = =  

• (C D) xσ = x xC Dσ σ∧ ,(C D) yσ = ;y yC Dσ σ∧  

• (C D) xσ = x xC Dσ σ∨ ,(C D) yσ = ;y yC Dσ σ∨  

• ( . ) ( ( , ) ),( . ) ( ( , ) ).y yx xr C y r x y C r C x r y x Cσ σσ σ∃ = ∃ ∧ ∃ = ∃ ∧  
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由 ELU 概念的翻译,可以得到 ELU 的 TBox T 的翻译,即 

( ).x x

C D
x C Dσ σσ

∈
= ∀ →∧

T
T  

在语义翻译方面,描述逻辑的解释可以直接对应为一阶逻辑的解释.因此,在文中我们将不对描述逻辑的解

释和一阶逻辑的解释做特别的区分.由上述翻译可以看出:描述逻辑的一个概念翻译为一阶逻辑的一个开公式,
而术语公理集翻译为一阶逻辑的一个闭公式. 

一阶逻辑的开公式α(x)在一个解释 I 下可满足,记作 IBα(x)[x/d].这里,符号[x/d]表示将论域中的元素 d 指派

给自由变元 x.上述翻译σ是保持公式和 TBox T 的可满足性. 

命题 1. 对 ELU 任意的概念 C 和解释 I ,d∈CI,当且仅当 IB xCσ [x/d]. 

命题 2. 对 ELU 任意的 TBox T 和解释 I ,IBT ,当且仅当 IB ( ).x x

C D
x C Dσ σ

∈
∀ →∧
T

 

注意:并不是所有的描述逻辑都能翻译到一阶逻辑的子部分.例如,带传递闭包构造子的描述逻辑,就需要

在一阶逻辑的语言中增加无穷并(infinitary disjunction)加以表达. 

1.3   互模拟关系 

互模拟是论域上的一类具有特殊性质的二元关系,其在刻画系统之间的并发和通信方面起着重要的作用.
下面分别给出描述逻辑解释之间互模拟的定义[15]以及其相应的性质. 

定义 4[15]. 任意给定两个描述逻辑的解释 1 1
1 ( , )I II Δ= ⋅ 和 2 2

2 ( , ),I II Δ= ⋅ 一个 1 2I IΔ Δ× 上的二元关系 Z 称为 I1

到 I2 的一个互模拟(记作 Z:I1qI2),如果下面 3 个条件成立: 

• 对任意的 1 2
1 2, ,I Id dΔ Δ∈ ∈ 如果 d1Zd2,那么对任意的概念名 A,都有 1

1 ,Id A∈ 当且仅当 2
2 ;Id A∈  

• 对任意的角色名 r,如果 d1Zd2,(d1,e1)∈ 1 ,Ir 那么存在 e2∈ 2 ,IΔ 使得(d2,e2)∈ 2Ir 并且 e1Ze2; 

• 对任意的角色名 r,如果 d1Zd2,(d2,e2)∈ 2 ,Ir 那么存在 e1∈ 1 ,IΔ 使得(d1,e1)∈ 1Ir 并且 e1Ze2. 
命题 3. 令 I1 和 I2 分别是描述逻辑的两个解释,那么: 

(1) 令 Z={(x,x)|x∈ 1},IΔ 那么 Z 是 I1 到 I1 的互模拟; 
(2) 令 Z1,Z2 分别是 I1 到 I2 以及 I2 到 I3 的互模拟,那么 Z1vZ2={(d,d″)|存在 d′,使得 dZ1d′,d′Z2d″}是一个互 

 模拟关系; 
(3) 如果 Z 是 I1 到 I2 互模拟关系,那么 Z 的逆关系 Z −1 是 I2 到 I1 的互模拟关系; 
(4) 如果 Z 是 I1 到 I2 互模拟关系的集合,那么 Z∪ 也是 I1 到 I2 的互模拟关系. 

证明:由互模拟的定义直接验证. □ 
互模拟关系是分析逻辑表达能力的一个强有力的工具,下面给出表达能力与互模拟关系两者之间的联系. 
定义 5[15]. 令α(x)是一阶逻辑的一个开公式.称α(x)在互模拟关系下是被保持的,如果对任意的解释 I1 和 I2, 

任意的 1 2
1 2,I Id dΔ Δ∈ ∈ 以及 I1 到 I2 所有的互模拟关系 Z,若 d1Zd2,则有:如果 I1Bα(x)[x/d1],那么 I2Bα(x)[x/d2]. 

在描述逻辑 ALC 中,概念的表达能力有如下类似 van Benthem 刻画定理的结论: 
定理 4[15]. 令α(x)是一阶逻辑的一个开公式,α(x)等价于描述逻辑 ALC 的某个概念 C,当且仅当该公式在互 

模拟关系下是被保持的. 
定理 4 精确地刻画了一阶逻辑的开公式与 ALC 中的概念 C 等价的充分必要条件.但是,定理 4 的结果并不

在所有的描述逻辑中成立,例如,在 ALC 中增加绝对数量限制构造子,那么定理 4 的结果在 ALCN 中不成立. 

令 C=≥2.r, 1 1 2 2
1 2( , ), ( , ),I I I II IΔ Δ= ⋅ = ⋅ 其中, 

• 1 1 1{ , , }, {( , ),( , )}, {( , )};I I Ia b c r a b a c s a bΔ = = =  

• 2 2 2{ , , }, {( , )}, {( , )}.I I Ia b c r a c s a bΔ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =  

令 Z={(a,a′),(b,b′),(b,c′),(c,c′)},可以验证,Z 是一个互模拟关系.但是, 1 2, .I Ia C a C′∈ ∉  
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2   ELU 中概念的表达能力刻画 

作为 ELU 中 TBox 的表达能力刻画基础,先讨论 ELU 中概念的表达能力.首先给出 ELU 的模拟关系,然后

给出 ELU 的表达能力刻画定理及相应的推论. 

定义 6. 令 1 1 2 2
1 2( , ), ( , )I I I II IΔ Δ= ⋅ = ⋅ 分别是描述逻辑的两个解释.一个 ELU的模拟 Z 是 1 2I IΔ Δ× 上的一个非 

空二元关系,并且满足如下条件: 

(1) 如果 d1Zd2,那么对任意的原子概念名 A,如果 1 2
1 2, ;I Id A d A∈ ∈  

(2) 对任意的角色名 r,如果(d1,e1)∈ 1Ir ,d1Zd2,那么存在 e2∈ 2 ,IΔ 使得(d2,e2)∈ 2 ,Ir 并且 e1Ze2. 
对比 ALC 的互模拟关系,ELU 的模拟关系有如下两个特点: 
• 由于 ELU 缺少概念否定构造子,所以 ELU 模拟关系中的条件(1)只取 1 个方向的结果成立; 
• ELU 模拟关系的条件(2)对应完全存在约束构造子. 
当 Z 是连接 d1 和 d2 的 ELU模拟时,记作 Z:(I1,d1)`ELU(I2,d2).这里需要指出的是,Lutz 等人在文献[14]中定

义的 EL 模拟关系,其实质上是 ELU 模拟关系.由此,在刻画 ELU 的概念和术语公理集表达能力时,就不需要对 

一阶逻辑的公式增加额外的约束. 

一阶逻辑的一个公式α(x)在 ELU模拟下是被保持的,当且仅当对任意的解释 I1和 I2,任意的 1 2
1 2,I Id dΔ Δ∈ ∈

以及 I1 到 I2 所有的 ELU 模拟 Z,都有:如果 d1Zd2 并且 I1Bα(x)[x/d1],那么 I2Bα(x)[x/d2]. 
依据上述 ELU 模拟关系的定义,有如下 ELU 中概念表达能力的刻画定理: 
定理 5. 令α(x)是一阶逻辑的一个开公式.α(x)等价于描述逻辑 ELU 的某个概念 C,当且仅当该公式在 ELU 

模拟下是被保持的. 
证明思路:如果α(x)等价于描述逻辑 ELU 的某个概念 C,则可对概念 C 的结构做归纳,证明α(x)在 ELU 的模

拟下是被保持的 .假设α(x)在 ELU 模拟下是被保持的 ,令 con(α(x))是满足如下条件的集合 :对任意的β∈ 

con(α(x)),都有α(x)Bβ,并且存在 ELU的概念C,使得 .xCσ β= 如果能证明 con(α(x))Bα (x),那么由一阶逻辑的紧致

性定理 ,就有定理 5 的结论成立 .假设 con(α(x))Hα(x),那么存在一个解释 I ,使得 IBcon(α(x))[x/w],但是 IH 
α(x)[x/w]. 

令Γ ={ xCσ¬ |C 是 ELU 的概念并且 w∉CI}.如果证明{α(x)}∪Γ是可满足的,那么存在一个解释 J,使得

JBα(x)[x/v],JBΓ [x/v].我们的目标是构造一个解释 J 到解释 I 的一个 ELU 模拟关系 Z,使得 Z:(J,v)`ELU(I,w).
因为α(x)在 ELU 模拟下是被保持的,所以 IBα(x)[x/w],这与 IHα(x)[x/w]矛盾.在构建 ELU 的模拟关系时,我们还

需要解释 I 扩充为ω饱和模型才能达到上述目的.令 I *是 I 的ω饱和模型.定义 Z 是
*J IΔ Δ× 上的一个二元关系,

满足如下条件:d1Zd2,当且仅当对 ELU 的任意概念 D,如果 d1∈DJ,则 d2∈
*
.ID 上述 Z 是一个 ELU 模拟.又因为 I *

是 I 的ω饱和模型,所以对任意的 ELU 的概念 D,w∈DI,当且仅当 w∈
*
.ID 由此,可以完成定理的证明.具体的证明 

细节参见附录 1. □ 
定理 5 的结论是文献[14]定理 5 的推广.即,将描述逻辑 EL中的概念表达能力的刻画结果推广到了 ELU的

情形.假定 S 是比 ELU 包含更多构造子的描述逻辑系统,由定理 5 的结论,有如下的推论: 
推论 6. 令 S 是比 ELU 包含更多构造子的描述逻辑系统.对于 S 的任意概念 C,下面两个条件是等价的: 
(1) 存在 ELU 的概念与等价 C; 
(2) C 对应的一阶公式在 ELU 模拟下被保持. 
由推论 6 可知:S 中的一个概念 C 能否用 ELU 的一个等价概念重写(concept rewriting),当且仅当概念 C 所

对应的一阶公式在 ELU模拟下被保持.更进一步地,如果C不能被 ELU的一个等价概念重写,那么能否找到 ELU

的一个概念 D,使得 C D,并且 D 的长度是最短的.这个问题就是概念 C 的最佳逼近问题(best approximation 

problem),具体内容详见文献[16,17]. 
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3   ELU 中 TBox 的表达能力刻画 

下面第 3.1 节给出 ELU 全局模拟关系及布尔型 TBox 的表达能力刻画定理;第 3.2 节介绍描述逻辑一簇解

释不相交并的定义,并给出 ELU 中 TBox 的表达能力刻画定理. 

3.1   布尔型TBox的表达能力刻画 

ELU 中 TBox 的表达能力刻画,是建立在其概念表达能力刻画的基础上的.由描述逻辑 ELU 到一阶逻辑的

翻译可以看出:ELU 的概念翻译为一阶逻辑的包含一个自由变元的开公式,而 TBox T 翻译为一阶逻辑的闭公

式.由此,一个自然的想法是将 ELU 模拟关系从“局部”提升为“全局”模拟关系. 

定义 7. 任意给定描述逻辑的两个解释 I1 和 I2,一个 I1 至 I2 的 ELU 全局模拟关系(记作 I1 ELUI2),如果下 

面两个条件成立: 

(1) 对任意的 d1∈ 1 ,IΔ 都存在 d2∈ 2 ,IΔ 使得 Z1:(I1,d1)`ELU(I2,d2)并且 Z2:(I2,d2)`ELU(I1,d1); 

(2) 对任意的 d2∈ 2 ,IΔ 都存在 d1∈ 1 ,IΔ 使得 Z2:(I2,d2)`ELU(I1,d1)并且 Z1:(I1,d1)`ELU(I2,d2). 
一阶逻辑的一个闭公式α在全局 ELU 模拟关系下是不变的,当且仅当对任意的两个解释 I1 和 I2 以及 I1 至

I2 所有的 ELU全局模拟关系,如果 I1 ELUI2,那么 I1Bα,当且仅当 I2Bα.直觉上,我们应该证明:一阶逻辑的闭公式

α等价于 ELU 的某个 TBox T,当且仅当该公式在 ELU 全局模拟下不变的.但正如文献[14]所指出的,上述刻画所

得到的将是 ELU 中的布尔型的 Tbox.这里,布尔型 TBox 是指术语公理集中允许出现形如:¬(C D),(C D)→ 

(E F),(C D)∨(E F),(C D)∧(E F)等表达式作为术语公理. 

定理 7. 令α是一阶逻辑的一个闭公式.α等价于 ELU中的某个布尔型 TBox T,当且仅当该公式在 ELU全局 

模拟下不变. 

证明思路:假设α等价于 ELU 中的某个布尔型 TBox T .对 TBox 的结构,即,分 T={C D},{¬(C D)}或者

{(C D)→(E F)}这 3 种情况讨论,可以证明α在 ELU 全局模拟下不变.假设α在 ELU 全局模拟下不变,并且令

con(α)是满足如下条件的集合:对任意的β∈con(α),都有αBβ并且存在 ELU的布尔型 TBox T ,使得 T σ=β.如果能

够证明 con(α)Bα,那么由一阶逻辑的紧致性定理,可得与α等价的 TBox T .假设 con(α)Hα.我们的目标是构造 2

个ω饱和模型 I,J,使得 IB¬α,JBα并且 I ELU J.由α在 ELU 全局模拟下不变,即可导出 IBα,IB¬α的矛盾. 

令 I 是 con(α)∪{¬α}的模型: 

Γ={ϕ|IBϕ,ϕ=(C D1 … Dn)σ或者ϕ=¬(C D1 … Dn)σ,这里的 C,D1,D2,…,Dn 为 ELU 概念}. 

用反证法,可以证明{α}∪Γ是可满足的.令 J 是{α}∪Γ的模型.由模型论的知识,对任意一个一阶逻辑的解释 
(在可数语言下)I ,总存在一个ω饱和模型 I *,使得对任意的一阶逻辑的公式ϕ,IBϕ,当且仅当 I *Bϕ.因此,不失一般

性,假定 I,J 均是ω饱和模型.证明 I ELU J,还需要证明如下两点事实: 
(1) 对任意的 d∈ΔI,存在 e∈ΔJ,使得对 ELU 任意的概念 C,d∈CI,当且仅当 e∈CJ; 
(2) 对任意的 e∈ΔJ,存在 d∈ΔI,使得对 ELU 任意的概念 C,e∈CJ,当且仅当 d∈CI. 
令 Z1 是ΔI×ΔJ 上的一个二元关系,满足如下条件:dZ1e,当且仅当对 ELU 的任意概念 C,如果 d∈CI,则 e∈CJ;

令 Z2 是ΔJ×ΔI 上的一个二元关系,满足如下条件:dZ2e,当且仅当对 ELU 的任意概念 C,如果 e∈CJ,则 d∈CI.由 I,J

均是ω饱和模型及上述 2 点事实,可以证明 I ELU J.于是就有定理 7 成立.具体的证明细节参见附录 2. □ 

3.2   TBox的表达能力刻画 
为了能够刻画 TBox 而不是布尔型 TBox,文献[14]中运用解释的不相交并来解决上述问题.令(Ii)i∈I 是一簇

描述逻辑的解释.(Ii)i∈I 的不相交并 J 定义如下: 

• ,iIJ
i I

Δ Δ
∈

=∪ 其中, ,ji jIΔ Δ∩ = ∅ i≠j; 

• ,iIJ
i I

A A
∈

=∪ A∈NC; 
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• ,iIJ
i I

r r
∈

=∪ r∈NR. 

一个一阶逻辑的闭公式α在不相交并下是不变的,当且仅当对所有不相交的解释(Ii)i∈I,IiBα,i∈I,当且仅当不

相交的并 JBα .布尔型的 TBox 在不相交的并下不是不变的.以下是文献[14]中的例子: 

例 1:令 T 1={(F A)∨(F B)}, 1 1 1 2 2 2, , ,I I I I I IA B B AΔ Δ= = ∅ = = ∅ ,则 I1 和 I2 的不相交的并 I 为 

1 2 1 2, , .I I I II I IA BΔ Δ Δ Δ Δ= ∪ = =  

显然,I1 和 I2 满足 T 1,但是 IHT 1.令 T 2={¬(F A)},显然,IBT 2,但是 I1HT 2. 

定理 8. 令α是一阶逻辑的一个闭公式.α等价于 ELU 中的某个 TBox T ,当且仅当该公式在 ELU 全局模拟 

和不相交的并下不变. 

证明思路:假设α等价于 ELU 中的某个 TBox T .不失一般性,假设 T ={C D},容易验证α在 ELU 全局模拟和

不相交的并下不变.假设α在 ELU全局模拟和不相交的并下不变,并且令 con(α)={(C D)σ|αB(C D)σ}.如果能够

证明 con(α)Bα,那么由一阶逻辑的紧致性定理就有:存在一个 TBox T 与α等价.假设 con(α)Hα,则 con(α)∪{¬α}

可满足.我们的目标是构造两个ω饱和模型 I,J,使得 IB¬α,JBα,并且 I ELU J.由α在 ELU 全局模拟下不变,即可

导出 IBα,IB¬α的矛盾.对每一个形如(C D1 … Dn)σ∉con(α),记 IC D1 … Dn 是 con(α)的一个模型,并且满足条

件 :IC D1 … DnH(C D1 … Dn). 令 I 是所有 IC D1 … Dn 及 con(α)∪{¬α} 的一个模型不相交的并 , 则

IH(C D1 … Dn),IB¬α.接下来,对每一个形如(C D1 … Dn)σ∉con(α),记 JC D1 … Dn 是α的一个模型,并且满

足条件:JC D1 … DnHC D1 … Dn.令 J 是所有 JC D1 … Dn 不相交的并,则 JHC D1 … Dn,JBα.类似于定理 7

的证明思路,证明 I ELU J,于是就有定理 8 成立.具体的证明细节参见附录 3. □ 

定理 8 的结论是文献[14]定理 17 的推广.即,将描述逻辑 EL中的 TBox 表达能力的刻画结果推广到了 ELU

的情形.假定S是比 ELU 包含更多构造子的描述逻辑系统,由定理 8 的结论,有如下推论: 
推论 9. 令S是比 ELU 包含更多构造子的描述逻辑系统.对S的任意 TBox T ,下面两个条件是等价的: 
(1) 存在 ELU 中的 TBox T '与 T 等价; 
(2) T 所对应的一阶公式在 ELU 全局模拟和不相交的并下不变. 
推论 9 表明:S中的 TBox T 能否用 ELU 中的一个等价 TBox T '重写,当且仅当 T 在 ELU 全局模拟关系和 

不相交的并下不变.在文献[18,19]中,一个 TBox 被看作是一个本体,那么在这个意义下,推论 9 刻画了在怎样的 
条件下,S中的本体与 ELU 中的本体表达能力是相同的. 

4   相关工作 

Baader[20]较早地研究了描述逻辑表达能力、形式化地给出了描述逻辑术语公理集表达能力的定义,其工作

主要侧重分析描述逻辑不同术语公理集之间表达能力的差异;而对描述逻辑的概念和术语公理集,则没有建立

相应的表达能力刻画定理. 
Borgida[21]分析不同描述逻辑与哪些一阶逻辑的子部分表达能力等价问题,其工作主要侧重于分析不同描

述逻辑概念与一阶逻辑子部分的公式在语法层次上的相互等价转换问题;而对描述逻辑的概念和术语公理集,
也没有给出相应的表达能力刻画定理. 

Kurtonina 等人[15]以描述逻辑FL−为出发点,给出了FL族的含不同构造子的描述逻辑的模拟关系,建立了

FL族的概念表达能力的刻画定理以及FL族表达能力划分结果,但是没有给出FL族术语公理集表达能力刻画 

定理. 
Lutz 等人 [14]给出了包含较多构造子的描述逻辑ALCQIO和两个包含构造子较少的描述逻辑EL,以及 

DL-Lite 的概念和术语公理集的表达能力刻画定理.本文的工作是对 Lutz 等人工作的扩展. 
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5   总结及工作展望 

表达能力和推理复杂性是一个逻辑的两个重要特征,也是一对相互制约的关系.本文给出了 ELU 的模拟关

系,并建立了 ELU 中概念和术语公理集的表达能力刻画定理.上述结果为寻求表达能力与推理复杂性之间的最 

佳平衡提供了有效的支持.后续工作包括以下 3 点: 
• 本文是将 EL 中概念和术语公理集的表达能力结果推广到增加并构造子的 ELU 的描述逻辑系统.下 

一步可以考虑增加原子概念否定构造子或角色构造子等其他构造子的情形下,描述逻辑系统概念和

术语公理集的表达能力问题. 
• 推论 6 和推论 9 仅仅是给出了用 ELU 中的概念和术语公理集重写其他描述逻辑系统的概念和术语公 

理集的初步结果,更进一步地,上述问题的可计算性以及其计算的复杂性值得做更深入的研究. 
• 在表达能力刻画定理的证明中,主要使用了一阶逻辑的紧致性定理,但不是所有的描述逻辑都能翻译

到一阶逻辑上.比如,包含带传递闭包构造子的描述逻辑就需要在一阶逻辑的语言中增加无穷并加以

表达,而包含无穷并的一阶逻辑不具有紧性[22].因此,为刻画上述描述逻辑系统的表达能力,需要给出新

的方法. 
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附录:表达能力刻画定理的证明 

在给出完整证明之前,首先介绍在证明中需要用到的两个重要结论: 
(1) 令 I 是一阶逻辑语言 L 的解释,我们称 I 是一个ω饱和模型,如果Σ是语言 L′下的公式的集合,其中,L′

是 L 通过增加有穷多个新的个体符号所得的,并且每个Σ的有穷子集在 I 的 L′-膨胀模型下可满足,
那么Σ也在 I 的 L′-膨胀模型下可满足; 

(2) 对任意一个一阶逻辑的解释(在可数语言下)I,总存在一个饱和ω模型 I *,使得对任意的一阶逻辑的公 
 式ϕ,IBϕ,当且仅当 I *Bϕ. 

上述两个结论,在模型论的书籍中均可查到,更多有关模型论方面的知识可以参见文献[23]. 

附录1:ELU概念表达能力刻画定理的证明 

定理 5. 令α(x)是一阶逻辑的一个开公式.α(x)等价于描述逻辑 ELU 的某个概念 C,当且仅当该公式在 ELU 

模拟下是被保持的. 
证明:⇒施归纳于概念 C 的结构. 
• 情形 1:C 为原子概念名. 
由定义 6 的条件(1)可得,α(x)在 ELU 模拟下是被保持的. 

• 情形 2:C=A B. 

假设 d1Zd2,d1∈(A B) 1 ,I 于是有 1 1
1 2, .I Id A d B∈ ∈ 由归纳假设 1 1

2 2, .I Id A d B∈ ∈ 即 d2∈(A B) 2 .I  
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• 情形 3:C=A B. 

假设 d1Zd2,d1∈(A B) 1 ,I 于是有 1
1 ,Id A∈ 或者 1

1 .Id B∈ 由归纳假设 1
2 ,Id A∈ 或者 1

2 .Id B∈ 即 d2∈(A B) 2 .I  

• 情形 4:C=∃r.D. 

假设 d1Zd2, 1
1 ( . ) .Id r D∈ ∃ 因为 1

1 ( . ) ,Id r D∈ ∃ 所以存在 e1∈ 1 ,IΔ 使得(d1,e1)∈ 1 ,Ir 并且 e1∈ 1 .ID 由 ELU的模拟定

义的条件(2),存在 e2∈ 2 .IΔ 使得(d2,e2)∈ 2Ir 并且 e1Ze2.由归纳假设,e2∈ 2 .ID 即 2
2 ( . ) .Id r D∈ ∃  

⇐假设α(x)在 ELU模拟下是被保持的,并且令 con(α(x))是满足如下条件的集合:对任意的β∈con(α(x)),都有

α(x)Bβ,并且存在 ELU 的概念 C,使得 .xCσ β= 先证明如下引理: 
引理 1. 如果 con(α(x))Bα(x),那么存在 ELU 的某个概念 C,使得α(x)与 C 等价. 
证明:因为 con(α(x))Bα(x),所以由一阶逻辑的紧致性定理,就有β1,…,βn∈con(α(x)),并且β1∧…∧βnBα(x).令

C=C1 … Cn,其中, 1 1,..., ,x x
n nC Cσ σβ β= = 则α(x)与 C 等价. 

下面证明 con(α(x))Bα(x).假设 con(α(x))Hα(x),那么存在解释 I,使得 IBcon(α(x))[x/w],但是 IHα(x)[x/w].令

Γ={ xCσ¬ |C 是 ELU 的概念并且 w∉CI}. □ 

引理 2. {α(x)}∪Γ是可满足的. 

证明:假设{α(x)}∪Γ是不可满足的,那么存在 1 ,...,x x
nC Cσ σ¬ ¬ ∈Γ ,使得α(x)B 1( ... ),x x

nC Cσ σ¬ ¬ ∧ ∧ ¬ 即 

α(x)B 1 ... .x x
nC Cσ σ∨ ∨  

又因为 IBcon(α(x))[x/w],所以 IB( 1 ...x x
nC Cσ σ∨ ∨ )[x/w].由命题 1,w∈(C1 … Cn)I.于是存在某个 i,1≤i≤n,使

得 I
iw C∈ .这与Γ的构造矛盾.  □ 

引理 3. 令 J 是满足{α(x)}∪Γ的模型.即,JBα(x)[x/v],并且 JBΓ [x/v].对任意的 ELU 的概念 D,如果 v∈DJ,那 

么,w∈DI. 

证明:假设 w∉DI,那么 xDσ¬ ∈Γ .于是 JB xDσ¬ [x/v].即 JH xDσ [x/v],也就是说,v∉DJ. □ 

令 I *是 I 的ω饱和模型.令 Z 是
*J IΔ Δ× 上的一个二元关系,满足如下条件:d1Zd2,当且仅当对的任意 ELU 概

念 D,如果 d1∈DJ,则 d2∈
*
.ID 下面证明 Z 是一个 ELU 模拟. 

引理 4. Z 是一个 ELU 模拟. 

证明:定义 6 的第 1 个条件是显然成立的.下面验证条件(2).对任意的角色名 r,假设(d1,e1)∈rJ,d1Zd2. 

令Σ ={D|D 是 ELU 概念并且 e1∈DJ}.对任意的 D1,…,Dn∈Σ ,就有 e1∈(D1 … Dn)J.因为(d1,e1)∈rJ,所以

d1∈∃r.(D1 … Dn)J.由 d1Zd2,有 d2∈∃r.(D1 … Dn)
*
.I 即,存在 e2∈

*
,IΔ 使得(d2,e2)∈

*Ir 并且 e2∈(D1 … Dn)
*
.I  

即,e1Ze2.由此,我们已经证明Σ的任意有穷子集都在 I *下可满足,而 I *又是ω饱和模型,于是,Σ在 I *下可满足.即, 

如果(d1,e1)∈rJ,d1Zd2,那么存在 e2∈
*
,IΔ 使得(d2,e2)∈

*Ir 并且 e1Ze2. 

最后,因为 I *是 I 的ω饱和模型,所以对任意的 ELU 的概念 D,w∈DI,当且仅当 w∈
*
.ID 由引理 3 和引理 4,存

在 ELU 的模拟,使得 v∈ΔI 与 w∈
*IΔ 具有 Z 关系.又因为α(x)是在 ELU 模拟下被保持的,所以由 JBα(x)[x/v],有

IBα(x)[x/w].这与 IHα(x)[x/w]矛盾.于是,con(α(x))Bα(x)结论成立.再由引理 1 可知,定理 5 成立. □ 

附录2:布尔型TBox表达能力刻画定理的证明 

定理 7. α是一阶逻辑的一个闭公式.α等价于 ELU中的某个布尔型 TBox T ,当且仅当该公式在 ELU全局模 

拟下不变. 
证明:⇒下面分 3 种情况讨论: 

• 情形 1:T={C D}. 

令 I1 和 I2 是任意两个解释,并且 I1 ELU I2.假设 I1Bα.因为 T σ与α等价,所以 I1BT σ.即,I1B ( ).x xx C Dσ σ∀ → 下

面证明 I2Bα.假设对任意的 d2∈ 2 ,IΔ 都有 I2B xCσ [x/d2].因为 I1 ELU I2,所以存在 d1∈ 1IΔ ,使得 I1B xCσ [x/d1],于是
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就有 I1B xDσ [x/d1].又因为(I1,d1)`ELU(I2,d2),所以 I2B xDσ [x/d2],即 I2B ( )x xx C Dσ σ∀ → .类似地可以证明:如果

I2Bα,那么 I1Bα. 

• 情形 2:T ={¬(C D)}. 

假设 I1Bα.因为 T σ与α等价,所以 I1B ( )x xx C Dσ σ¬∀ → .即,I1H ( )x xx C Dσ σ∀ → . 

由归纳假设就有:I2H ( )x xx C Dσ σ∀ → .即 I2B ( )x xx C Dσ σ¬∀ → .类似地可以证明:如果 I2Bα,那么 I1Bα. 

• 情形 3:T ={(C D)→(E F)}. 

假设 I1Bα.因为 T σ与α等价 ,所以 I1B (( ) ( ))x x x xx C D E Fσ σ σ σ∀ → → → .即:如果 I1B ( )x xx C Dσ σ∀ → ,那么

I1B ( )x xx E Fσ σ∀ → .由归纳假设就有:如果 I2B ( )x xx C Dσ σ∀ → ,那么 I2B ( )x xx E Fσ σ∀ → .即,I2Bα.类似地可以证明:
如果 I2Bα,那么 I1Bα. 

由上述 3 种情形可得:如果α等价于 ELU 中的某个布尔型 TBox T ,那么α在 ELU 全局模拟下不变. 
⇐假设α在 ELU 全局模拟下不变,并且令 con(α)是满足如下条件的集合:对任意的β∈con(α),都有αBβ,并且

存在 ELU 的布尔型 TBox T,使得 T σ=β.先证明如下引理: 
引理 5. 如果 con(α)Bα,那么存在 ELU 中的布尔型 TBox T ,使得α与 T 等价. 

证明:因为 con(α)Bα,所以由一阶逻辑的紧致性定理,就有β1,…,βn∈con(α),并且β1∧…∧βnBα. 

令 1 ... ,n
σ σ σ= ∧ ∧T T T 其中 1 1,..., ,n n

σ σβ β= =T T 则α与 T 等价. 

下面证明 con(α)Bα.假设 con(α)Hα,则 con(α)∪{¬α}可满足 .令 I 是 con(α)∪{¬α}的模型 ,Γ={ϕ|IBϕ, 

ϕ=(C D1 … Dn)σ,或者ϕ=¬(C D1 … Dn)σ,这里,C,D1,…,Dn 为 ELU 的概念}. □ 

引理 6. {α}∪Γ是可满足的. 
证明:假设{α}∪Γ是不可满足的,那么存在ϕ1,…,ϕn∈Γ ,使得αB¬(ϕ1∧…∧ϕn).即αB¬ϕ1∨…∨¬ϕn. 
又因为 IBcon(α),所以存在某个 i,1≤i≤n,使得 IB¬ϕi.这与Γ的构造矛盾. 

令 J 是{α}∪Γ的模型.由模型论的知识,对任意一个一阶逻辑的解释(在可数语言下)I,总存在一个ω饱和模 
型 I *,使得对任意的一阶逻辑的公式ϕ,IBϕ,当且仅当 I *Bϕ.因此不失一般性,假定 I,J 均是ω饱和模型. 

如果 I ELU J,那么由α在 ELU 全局模拟下不变,便有 IBα,JBα.这与 I 是 con(α)∪{¬α}的模型矛盾.即,假设

con(α)Hα错误.由引理 5,于是有定理 7 成立.下面证明 I ELU J.  □ 

引理 7. 对任意的 d∈ΔI,存在 e∈ΔJ,使得对 ELU 任意的概念 C,d∈CI,当且仅当 e∈CJ. 
证明:对任意的 d∈ΔI,令Σ +={C|d∈CI,C 为 ELU 概念},Σ −={C|d∉CI,C 为 ELU 概念}. 

对任意的 1 1,..., , ,..., ,n nC C C CΣ Σ+ + + − − −∈ ∈ 因为 d∈( 1C+ … nC+ )I,但是 d∉( 1C− … nC− )I,所以, 

IH 1C+ … nC+
1C− … .nC−  

又因为 I,J 满足相同形如 C D1 … Dn 术语公理,所以 JH 1C+ … nC+
1C− … .nC− 即 

JB 1 1( ... ... ).x x x x
n nx C C C Cσ σ σ σ+ + − −∃ ∧ ∧ ∧ ¬ ∧ ∧ ¬  

于是有:存在 e′∈ΔJ,使得 e′∈( 1C+ … nC+ )J,但是 e′∉( 1C− … nC− )J.由 J 是饱和模型,所以对任意的 d∈ΔI, 

存在 e∈ΔJ,使得对任意的 C∈Σ +,若 d∈CI,则 e∈CJ 和任意的 C∈Σ −;若 d∉CI,则 e∉CJ.即,d∈CI,当且仅当 e∈CJ 成立. 
引理 7 成立. □ 

引理 8. 对任意的 e∈ΔJ,存在 d∈ΔI,使得对 ELU 任意的概念 C,e∈CJ,当且仅当 d∈CI. 

证明:与引理 7 的证明类似. 
令 Z1 是ΔI×ΔJ 上的一个二元关系,满足如下条件:dZ1e,当且仅当 ELU 的任意概念 C,如果 d∈CI,则 e∈CJ; 
令 Z2 是ΔJ×ΔI 上的一个二元关系,满足如下条件:eZ2d,当且仅当对 ELU 的任意概念 C,如果 e∈CJ,则 d∈CI. 

类似引理 4,可以证明 Z1,Z2 是两个 ELU 模拟关系.再由引理 7 和引理 8,就有 I ELU J,从而定理 7 成立. □ 
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附录3:TBox表达能力刻画定理的证明 

定理 8. 令是α一阶逻辑的一个闭公式.α等价于 ELU 中的某个 TBox T ,当且仅当该公式在 ELU 全局模拟 

和不相交的并下不变. 

证明:⇒不失一般性,假设 T={C D}.由定理 7 情形 1 的证明可知,α在 ELU 全局模拟下不变.令(Ii)i∈I 是一簇

描述逻辑的解释,I 是其不交的并.如果对所有的 i∈I,IiBC D,那么由 I 的构造,就有 IBC D;反之,如果 IBC D,

那么 .I I
i ii I i I

C D
∈ ∈

⊆∪ ∪ 由 ,I I
i j i jΔ Δ∩ = ∅ ≠ ,有:对所有的 i∈I, .I I

i iC D⊆ 即 IiBC D,i∈I. 

⇐假设α在 ELU 全局模拟和不相交的并下不变 ,并且令 con(α)={(C D)σ|αB(C D)σ}.如果能够证明

con(α)Bα,那么由一阶逻辑的紧致性定理有:存在一个 TBox T 与α等价. 

假设 con(α)Hα,则 con(α)∪{¬α}可满足.对每一个形如(C D1 … Dn)σ∉con(α),记 IC D1 … Dn是 con(α)的一

个模型,并且满足条件:IC D1 … DnHC D1 … Dn.令 I 是所有 IC D1 … Dn 及 con(α)∪{¬α}的一个模型不相交的

并,则 IHC D1 … Dn,IB¬α. 

接下来,对每一个形如(C D1 … Dn)σ∉con(α),IC D1 … Dn 是α的一个模型,并且满足条件: 

IC D1 … DnHC D1 … Dn. 

令 J 是所有 IC D1 … Dn 不相交的并,则 JHC D1 … Dn,JBα. 

如果 I ELU J,那么由α在 ELU 全局模拟下不变,于是有 IBα,JBα.这与 IB¬α矛盾.即,假设 con(α)Hα错误,

于是有定理 8 成立.下面证明 I ELU J.  □ 

引理 9. 对任意的 d∈ΔI,存在 e∈ΔJ,使得对 ELU 任意的概念 C,d∈CI,当且仅当 e∈CJ. 

证明:与引理 7 的证明类似.  □ 
引理 10. 对任意的 e∈ΔJ,存在 d∈ΔI,使得对 ELU 任意的概念 C,e∈CJ,当且仅当 d∈ΔI. 
令 Z1 是ΔI×ΔJ 上的一个二元关系,满足如下条件:dZ1e,当且仅当对 ELU 的任意概念 C,如果 d∈ΔI,则 e∈ΔJ; 
令 Z2 是ΔJ×ΔI 上的一个二元关系,满足如下条件:eZ2d,当且仅当对 ELU 的任意概念 C,如果 e∈ΔJ,则 d∈CI. 

类似于引理 4,可以证明 Z1,Z2 是两个 ELU 模拟关系.再由引理 9 和引理 10,有 I ELU J,从而定理 8        
成立. □ 
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