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摘  要: 状态空间爆炸问题是模型检测的最大障碍.从余归纳(特别是余代数)的角度研究了这个问题.用余归 
纳的方法证明:(1) 对于任意给定的一类 Kripke 结构(记为K),在互模拟等价意义下K中最小 Kripke 结构(记为

K0)的存在唯一性.K0描述了K中所有Kripke结构的行为而且没有冗余的状态;(2) 对于任意的M∈K(M可能包含 

无穷多个状态),在互模拟等价意义下的相对于(M 且基于 K0)的最小 Kripke 结构(记为 KM)的存在唯一性.由此提

出一种求解 KM 的算法,并用 Ocaml 予以简单实现.其应用之一在于可以用状态空间更小的 KM 代替 M 进行模型

检测.该方法可自然地推广到基于其他类型函子的余代数结构. 
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Abstract:  State explosion problem is the main obstacle of model checking. This problem is addressed in the paper from a coalgebraic 
point of view. By coninduction principle, the paper proves that: (1) Given any class of Kripke Structures (denoted by K), there exists a 
unique smallest Kripke structure (denoted by K0) with respect to bisimilarity which describes all behaviors of the Kripke structures with 
no redundancy. (2) For any Kripke Structure M∈K (the state space of M may be infinite), there exists a unique concrete smallest Kripke 
structure KM. Base on this idea, an algorithm is established for minimization of Kripke Structures. A naive implementation of this 
algorithm is developed in Ocaml. One of its applications is that instead of M, KM can be used with a smaller state space to verify 
properties for M in the process of Model Checking. 
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状态空间爆炸问题是模型检测的 大障碍.本文从余归纳定义(特别是余代数)和余归纳证明的角度来研究

这个问题.众所周知,余代数是代数的对偶概念,通常用其来描述无穷状态的动态的结构,进而从观察的角度来

考察结构的性质.粗略地说,不同于基于构造算子(constructor operations)的代数结构及其归纳法则,余代数结构
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则依赖于其观察算子(observer operations),其相应的证明法则是余归纳法则.Jacobs 和 Rutten 详细描述了代数和

余代数的对偶性[1].Sangiorgi 用函子、推演规则和不动点这 3 种方式描述了余归纳的定义和余归纳证明法则,
并证明了 3 种定义的等价性[2].Aczel 和 Mendler 提出并证明了一个一般的终余代数定理[3]:每个基于范畴 Set
的函子都有一个终余代数.Rutten 和 Turi 提出了一种能行(efficient)的方法,并由此证明了基于范畴 Set 的标号迁

移系统函子的终余代数的存在性[4]. 
互模拟概念是一个余归纳定义的典型实例,互模拟等价的证明是一个余归纳证明法则的典型应用,求解互

模拟等价是构造 小模型的一种有效方法.对于有穷状态系统而言,求解互模拟等价的算法已很成熟[5,6].对于

无穷状态系统而言,Bonchi 和 Montanari 研究了符号互模拟关系的求法[7],Burkart 等人研究了进程重写系统

(process rewrite system)的互模拟关系的求解方法[8]. 
本文从余归纳的角度来研究模型检测中的状态空间爆炸问题.基于余归纳的方法,我们证明了: 
(1) 对任给原子命题集合 AP,对于由基于 AP 的所有 Kripke 结构所构成的类K,在互模拟等价意义下的

小 Kripke 结构 K0 的存在唯一性.K0 描述了K中所有 Kripke 结构的行为且 K0 没有冗余的状态,即:对
任意的 M∈K,都存在唯一的同态 f:M→K0,使得对 M 的任意两个状态 s 和 s′互模拟等价当且仅当 

 f(s)=f(s′); 
(2) 对任意 M∈K(M 可能包含无穷多个状态),相对于 M 的 小 Kripke 结构 KM 的存在唯一性,即:M 和 

 KM 互模拟等价且 KM 是 K0 中 M 的像.由此提出一种求解 KM 的算法,并用 Ocaml 予以简单实现. 
本文的工作基于终余代数的存在唯一性[3].我们所提出的求解终余代数的方法是受文献[4]的启发,与其不 

同之处在于:首先,文献[4]中所构造的是相对于标号迁移系统函子,即:Pf(A×⋅)的终余代数,而我们所构造的是相

对于 Kripke 结构函子,即:Pf(AP)×Pf(⋅)的终余代数;其次,文献[4]旨在研究标号迁移系统的始代数和终余代数语 

义(initial algebra and final coalgebra semantics),而我们的工作在于求解在互模拟等价意义下的 小模型.Joost
等人用划分等价类的方法对 Markov Chain 进行极小化[9].而用等价类的方法只是本文的一个特例,本文的方法

可以应用于 Markov Chain 的极小化.值得指出的是,对于某些无穷状态的 Kripke 结构 M,其 小 Kripke 结构 KM 

的状态空间是有穷的.事实上,对于每一个 CTL*公式ϕ,M ϕ当且仅当 KM ϕ,即:M 和 KM 满足相同的可用 CTL*公 

式表达的性质[5].因此,我们可以用状态空间更小的 KM 来代替 M 进行模型检测.该方法可自然地推广到基于其

他函子的余代数结构. 
本文第 1 节简单介绍本研究所需要的范畴论和模型检测的基础知识.第 2 节给出 Kripke 结构的余代数表

述并证明了其相关性质.第 3 节构造 Kripke 结构函子的终余代数及由此所产生的 小 Kripke 结构 K0.第 4 节对

任意给定的 Kripke 结构 M,构造其相应的 小 Kripke 结构 KM,给出计算 KM 的算法并举例说明.第 5 节是总结. 

1   基础知识 

本节简单介绍余代数和模型检测的基础知识,其中的定义、定理出自文献[4,5],更详细的内容见文献[1,10].
分别用 A×B={(a,b)|a∈A,b∈B}和 A+B={(a,0)|a∈A}∪{(b,1)|b∈B}表示集合 A,B 的笛卡尔积(Cartesian product)和
不相交并(disjoint union). 

1.1   余代数 

定义 1(函子). 令 C 和 D 为两个范畴.函子 F:C→D 是一个映射,它将 C 中的每一个对象 A 映射到 D 中的对

象 F(A),并且将 C 中的每一个态射 f:A→B 映射到 D 中的态射 F(f ):F(A)→F(B),使得对于 C 中的每一个对象 A 
以及可复合的态射 f 和 g,满足:(1) F(idA)=idF(A);(2) F(f g)=F(f ) F(g). 

若不特别说明,以下函子均指范畴 Set 上的自函子,即:范畴 Set 到 Set 的函子. 
定义 2(F-余代数,F-同态,终余代数). 令 F 为范畴 C 上的一个函子.对于 C 中的对象 A,如果存在映射α:A→ 

F(A),则称二元组(A,α)是一个 F-余代数.给定 F-余代数(A,α)和(B,β),如果存在映射 h:A→B 使得β h=F(h) α,则称 

h 为从(A,α)到(B,β)的 F-同态(简称同态,记为 h:(A,α)→(B,β));若 h 为双射,则称其为 F-同构(简称同构).F-余代数
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(A,α)是终结的,如果对任意 F-余代数(B,β)都存在唯一的同态 h:(B,β)→(A,α).F-余代数(A,α)是弱终结的,如果对

任意 F-余代数(B,β)都存在至少一个同态 h:(B,β)→(A,α). 
定理 1. 若函子 F的终余代数存在,则在同构意义下是唯一的;F的终余代数(A,α)是F的不动点,即:A和 F(A)

是等势的[1]. 
定义 3(互模拟). 令(A,α)和(B,β)为 F-余代数,我们称 A×B 的子集 R 为(A,α)和(B,β)的互模拟,如果存在函数

γ:R→F(R),使得投影函数π1:R→A 是从(R,γ)到(A,α)的 F-同态,投影函数π2:R→B 是从(R,γ)到(B,β)的 F-同态.特别

地,当(A,α)→(B,β)时,我们称 R 为(A,α)上的互模拟. 
事实上,给定函子 F,所有 F-余代数形成一个以 F-余代数为对象、以余代数之间的互模拟为态射的范畴. 
定义 4(互模拟等价). F-余代数(A,α)上的互模拟等价(记为~A)是指(A,α)上的所有互模拟的并: 

~A={R⊆A×A|R 是(A,α)上的互模拟}. 
在不引起歧义的情况下,我们把~A 简写为~. 
定理 2. 函子 F 的终余代数(A,α)是强外延的,即:对于所有的 a,a′∈A,如果 a~a′,那么 a=a′[4]. 
定义 5(核,弱保核). 函数 f:A→B 的核是指{(a,a′)|f(a)=f(a′)}(记为 Kh).令 F 为函子,如果对范畴 Set 中的每一

个映射 f,都存在一个单射 i:KF(f)→F(Kf),则称 F 是弱保核的. 
定理 3. 令(A,α)为弱保核函子 F 的终余代数,h 为 F-余代数(B,β)到终余代数(A,α)的 F-同态,对于任意的

b,b′∈B,b~b′⇔h(b)=h(b′)[4]. 
定义 6(链). 在范畴 Set 中,我们称 0 1 2

0 1 2 ...f f fX X XΔ = ←⎯⎯ ←⎯⎯ ←⎯⎯ 为链. 

定义 7(极限). 在范畴 Set 中,链 0 1 2
0 1 2 ...f f fX X XΔ = ←⎯⎯ ←⎯⎯ ←⎯⎯ 的极限是指满足以下两个性质的对象 Z

以及映射类 ( )n
n n NZ Xζ

∈⎯⎯→ :(1) fn ζn+1=ζn;(2) 对每个使得 fn gn+1=gn成立的对象 Y 以及映射类 ( )n
n n NY Xζ

∈⎯⎯→ ,

都存在唯一的映射 h:Y→Z 使得ζn h=gn. 

定义 8(ω-连续). 令 F 为函子,若对任意链 0 1 2
0 1 2 ...f f fX X XΔ = ←⎯⎯ ←⎯⎯ ←⎯⎯ 及其极限 Z 和 ( )n

n n NZ Xζ
∈⎯⎯→  

有 Z 和 F(Z)是等势的,则称 F 是ω-连续的. 

定理 4. 在范畴 Set 中,链 0 1 2
0 1 2 ...f f fD D DΔ = ←⎯⎯ ←⎯⎯ ←⎯⎯ 的极限是无穷笛卡尔积 nn

D
∈∏ 的子集: 

Z={(d0,d1,…)|∀n∈ .dn∈Dn∧fn(dn+1)=dn}. 

定理 5. ω-连续函子 F 存在终余代数(Z,α:Z→F(Z)),其中,Z 是链 (!)1( (1))
nFn n

nF F+
∈⎯⎯⎯→ 的极限,1 为范畴 Set 

的终对象,!为 F(1)到 1 的映射. 

定义 9(自然转换). 函子F到函子G的自然转换(记为 •F G⎯⎯→ )是一个映射:把集合X映射到函数πX:F(X)→ 
G(X),使得对每一个函数 f:X→Y,πY F(f )=G(f ) πX. 

定理 6. 令 •F G⎯⎯→ 为函子 F 到函子 G 的自然转换.如果对每一个集合 X,πX 都是满射,并且 F 有终余代数, 
那么 G 也有终余代数[4]. 

1.2   模型检测 

定义 10(Kripke 结构). 令 AP 为原子命题集合.一个基于 AP 的 Kripke 结构是一个四元组(S,S0,R,L),其中,S
为有穷状态集合;S0⊆S 为初始状态集合;R⊆S×S 为一个完全的迁移关系,即:对每个 s∈S 存在 s′使得 R(s,s′);L:S→ 
2AP 为标号函数. 

以下我们用K表示由基于 AP 的所有 Kripke 结构所构成的类. 
定义 11(互模拟关系). 令 M=(S,S0,R,L)和 0( , , , )M S S R L′ ′ ′ ′ ′= 为基于 AP 的 Kripke 结构.令 B 为 S×S 的子集, 

如果对任意的 s∈S,s′∈S′,B(s,s′)有: 
(1) L(s)=L(s′); 
(2) 对于任意的状态 s1 使得 R(s,s1)存在 1s S′ ′∈ 使得 1( , )R s s′ ′ ′ 并且 1 1( , );B s s′  
(3) 对于任意的状态 1s S′ ′∈ 使得 1( , )R s s′ ′ ′ 存在 s1∈S 使得 R(s,s1)并且 1 1( , ),B s s′  
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则称 B 为互模拟关系.特别地,当 M′=M 时,我们称 B 为 M 上的互模拟. 
我们把 { | }B S S B M⊆ ×∪ 是 上的互模拟关系 记为≈M,在不引起歧义的情况下,把≈M 简写为≈. 

定义 12(互模拟等价). 我们称 Kripke 结构 M,M′是互模拟等价的(记为 M≡M′),如果存在一个互模拟关系 B 
使得:对 M 的每个初始状态 s0,都存在一个 M′的初始状态 s0 使得 0 0( , );B s s′ 对 M′的每个初始状态 0s′ ,都存在一个

M 的初始状态 s0 使得 0 0( , ).B s s′  

定理 7. M≡M′当且仅当对于任意的 CTL*公式ϕ,M ϕ⇔M′ ϕ[5]. 

2   Kripke 结构的函子及其性质 

令 AP 为原子命题集合,我们将定义能够描述基于 AP 的所有 Kripke 结构的函子,并研究其性质. 

2.1   Kripke结构的函子 

在本节中,我们引入函子P(AP)×P(⋅),其形式定义如下: 
• 对任意的集合 S,P(AP)×P(S)={(B,V)|B⊆AP,V⊆S,V≠∅}(V≠∅是因为 Kripke 结构的迁移关系是完全 

关系); 
• 对任意的函数 f:S→T,P(AP)×P(f ):P(AP)×P(S)→P(AP)×P(T),即:(B,V) (B,{f(s)|s∈V}). 

定义 13(余代数 Kripke 结构). 给定原子命题集合 AP,一个基于 AP 的余代数 Kripke 结构是一个二元组 
(A,I),其中,A为P(AP)×P(⋅)-余代数(A,α),I⊆A. 

以下我们用C表示由所有基于 AP 的余代数 Kripke 结构所构成的类. 
命题 1. K和C是等势的. 
证明:我们只需证明存在两个函数 f:K→C,g:C→K使得 f g id= C 且 g f id= K .事实上,我们定义: 

• f((S,S0,R,L))=((S,γ),S0),其中,γ(s)=(L(s),{s′|(s,s′)∈R}); 
• g(((S,γ),S0))=(S,S0,R,L),其中,L(s)=π1(γ(s))且 R={(s1,s2)|s2∈π2(γ(s1))}. □ 
根据函数 f 和 g 定义,我们可以证明 f g id= C 以及 g f id= K . 

以下我们用(AM,IM)表示与 Kripke 结构 M 对应的余代数 Kripke 结构. 
函子P(AP)×P(⋅)可表示所有基于 AP 的 Kripke 结构,但该函子不存在终余代数(定理 1).为此,我们将函子

P(AP)×P(⋅)修正为函子Pf(AP)×Pf(⋅),其不同之处在于,Pf(AP)×Pf(⋅)={(B,V)∈P(AP)×P(S)|B,V是有穷集合}.为了简

便起见,我们把Pf(AP)×Pf(⋅)记为G(⋅),其描述了基于 AP 的有穷分支的所有 Kripke 结构,即:Kripke 结构的每一个 

状态有有穷多个直接后继. 
引理 1. 函子G(⋅)是弱保核的. 
证明:根据定义 5,我们需要证明对任意的函数 f:A→B,都存在一个单射 ( ): ( ).f fi K K→G G  

令 i:((S,V1),(S,V2)) (S,{(v1,v2)|v1∈V1,v2∈V2,f(v1)=f(v2)}),显然,i 是一个单射,所以函子G(⋅)是弱保核的.  □ 

2.2   互模拟等价 

我们证明:基于 AP 的 Kripke 结构之间的互模拟关系和G(⋅)-余代数之间的互模拟是相互吻合的.为此,我们 

引入余代数 Kripke 结构之间的互模拟等价. 
定义 14(余代数Kripke结构的互模拟等价). 我们称余代数 Kripke结构(A,I)和(A′,I′)是互模拟等价的(记为

(A,I) (A′,I′))如果存在A和A′的互模拟 B,使得:(1) 对每个 s∈I 存在 s′∈I′使得 B(s,s′);(2) 对每个 s′∈I′存在 s∈I 

使得 B(s,s′). 
命题 2. 令 M,M′∈K,则 M≡M′⇔(AM,IM) (AM′,IM′). 

证明:假设 M=(S,S0,R,L), 0( , , , ).M S S R L′ ′ ′ ′ ′= 根据命题 1 的证明,存在α,α′使得AM=(S,α),AM′=(S′,α′). 

我们只需证明:对任意的 B⊆S×S′,B 是 M 和 M′的互模拟关系当且仅当 B 是AM 和AM′的互模拟. 

充分性: 
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令γ:B→G(⋅),使得 1 2 1 1 2 1 1 2 2( , ) ( ( ),{( , ) | ( , ) ,( , ) })s s L s s s B s s R s s Rγ ′ ′ ′ ′ ′= ∈ ∈ ∈ .证明下图中左子图是可交换的: 

 
 
 
 
 
 

对任意(s1,s2)∈B,我们有: 

1 1 2 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1

( , ) ( )( )
                   ( ( ),{ | ( , ) })( 1 )
                   ( ( ),{ | .( , ) ,( , ) ,( , ) })( )
                   ( )( ( ),{( ,

s s s
L s s s s R
L s s s s s B s s R s s R B

L s s

α π α π

π

=
′ ′= ∈
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ∃ ∈ ∈ ∈

′ ′=

的定义

命题的证明

是互模拟关系

G 2 1 1 2 1

1 1 2

) | ( , ) ,( , ) })
                   ( ) ( , ),

s s s R s s R
s sπ γ

′ ′ ′∈ ∈
= G

 

故α π1=G(π1) γ,即:左子图是可交换的.同理可证右子图是可交换的. 

必要性: 
对任意的(s1,s2)∈B: 
1. L(s1)=L′(s2): 

1 1 1

1 1 1 2 1

1 1 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 2

2

( ) ( ( ))( 1 )
        ( ( , ))( )
        ( ( ) ( , ))( )
        ( ( ) ( , ))( ( ) )
        ( ( , ))( )
        ( ( ))( )
        (

L s s
s s

s s
s s

s s
s

L s

π α
π α π π
π π γ
π π γ
π β π
π β π

=

=

=

= ⋅

=

=
′=

命题的证明

的定义

左子图的可交换性

的定义

右子图的可交换性

的定义

G

G G

)( 1 );命题的证明

 

2. 对于任意的 1s S′ ∈ 使得 1 1( , ),R s s′ 存在 2s S′ ′∈ 使得 2 2( , )R s s′ ′ 且 1 2( , ) :B s s′ ′  

1 2 1

2 1 1 2 2

2 1 1 2

1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

( ) ( ( ))( 1 )
        ( ( , ))( )
        ( ( ) ( , ))( )
        { | .( , ) ( ( , ))}( ( ) )
        { | .( , ) ( ( , )),( , ) }(

R s s
s s

s s
s s s s s s
s s s s s s s s B

π α
π α π π
π π γ

π γ
π β π

=

=

=
′ ′ ′ ′= ∃ ∈ ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′= ∃ ∈ ∈

命题的证明

的定义

左子图的可交换性

的定义

G

G

1 2 2 2 2 1 2 2

1 2 2 2 1 2

)
        { | . ( ( )),( , ) }( )
        { | . ( ),( , ) }( 1 );

s s s s s s B
s s s R s s s B

π β π′ ′ ′ ′ ′= ∃ ∈ ∈
′ ′ ′ ′ ′ ′= ∃ ∈ ∈

右子图的可交换性

的定义

命题的证明

 

3. 对于任意的 2s S′ ′∈ 使得 2 2( , ),R s s′ ′ 存在 1s S′ ∈ 使得 1 1( , )R s s′ 且 1 2( , ) :B s s′ ′ 证明同上.  □ 

3   K0 的求解 

本节首先证明函子G(⋅)的终余代数的存在唯一性,在此基础上,我们构造类K的 小 Kripke 结构 K0. 

3.1   函子G(⋅)的终余代数的存在唯一性 

根据定理 1,我们只需证明函子G(⋅)的终余代数的存在性.根据定理 6,我们需要构造一个具有终余代数的函

子F和一个自然转换 •:π ⎯⎯→F G ,使得对每一个集合 X,πX 是一个满射. 
首先,我们构造函子F,其形式定义如下: 

• 对任意的集合 X,
1

( ) ( ) ;n n

n
X X AP X

ω
= + ×∑

≤ ≤

F  

G(π1) G(π2)
G(S′)G(S) G(B)

α′α γ

S′S Bπ1 π2 
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• 对任意的函数 f:X→Y,F(f ):F(X)→F(Y): 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ( ), ( ),..., ( )),                        ( , ,..., )
( )( ) .

(( , ( )),( , ( )),..., ( , ( )),  (( , ),( , ),..., ( , )
n n

m m m m

f x f x f x Z x x x
f Z

a f x a f x a f x Z a x a x a x
=⎧

= ⎨ =⎩

若

若
F  

其次,我们证明函子F具有终余代数.为此,我们首先证明函子F是ω-连续的. 

根据定理 4,链 0 1 2
0 1 2 ...f f fD D DΔ = ←⎯⎯ ←⎯⎯ ←⎯⎯ 的极限是 Z={(d0,d1,…)|∀n∈ .dn∈Dn∧fn(dn+1)=dn}.将链Δ输

入F得到链 0 1 2( ) ( ) ( )
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ...f f fD D DΔ = ←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯F F FF F F F  

同样地,链F(Δ)的极限是 0 1 1{( , ,...) | . ( ) ( )( ) }n n n n nZ d d n d D f d d+′ ′ ′ ′ ′ ′= ∀ ∈ ∈ ∧ =F F .根据定义 8,我们只需证明

F(Z)和 Z′是等势的,即:存在函数γ:F(Z)→Z′,θ:Z′→F(Z)使得 ( )Zidθ γ = F 且γ θ=idZ′.函数γ:F(Z)→Z′的构造如下: 
0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1

(( , ,..., ),( , ,..., ),...),                      (( , ,...),..., ( , ,...))
( )

((( , ),...,( , )),(( , ),...,( , )),...),  (( ,( , ,...)),..., ( ,( , ,.

n n n n

n n n n
n n n

d d d d d d x d d d d
x

a d a d a d a d x a d d a d d
γ

=
=

=
若

若
.

..)))
⎧⎪
⎨
⎪⎩

 

函数θ:Z′→F(Z)的构造如下所示: 
0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1

(( , ,...),...,( , ,...)),                 (( , ,..., ),( , ,..., ),...)
( )

(( ,( , ,...)),...,( ,( , ,...))),  ((( , ),..., ( , )),(( , ),..., ( , )),...)

n n n n

n n n n
n n n

d d d d x d d d d d d
x

a d d a d d x a d a d a d a d
θ

=
=

=
若

若
.

⎧⎪
⎨
⎪⎩

 

显然, ( )Zidθ γ = F ,γ θ=idZ′. 

根据定理 5,函子F的终余代数为(T,τ),其状态空间 T 是链
2

1( )(!)! 21 (1) (1) ...f←⎯⎯ ←⎯⎯⎯ ←⎯⎯⎯FFF F 的极限.T 的元

素是标号属于
0

n

n
AP

ω
∑

≤ ≤

的所有有穷分支的有序有穷树 ;其结构τ :T→F(T)把根为(a1,a2,…,an)、直接子树 

(immediate sub-tree)为(t1,t2,…,tn)的树 t∈T 映射到((a1,t1),(a2,t2),…,(an,tn)). 

后,我们构造映射 •:π ⎯⎯→F G ,对于每个集合 X,我们定义πX:F(X)→G(X): 

0 1 0 1

1 2 0 1 0 0

( ,{ , ,..., }),                   ( , ,..., )
( ) .

({ , ,..., },{ , ,..., }),  (( , ),...,( , ))
n n

X
n n n n

x x x x x x x
x

a a a x x x x a x a x
π

∅ =⎧
= ⎨ =⎩

若

若
 

容易证明:π是从F到G的自然转换,并且每一个πX 都是满射的.根据定理 6,函子G有一个终余代数. 

3.2   函子G的终余代数 

我们在上节证明了函子G的终余代数的存在性,本节我们将给出该终余代数的具体构造.首先,我们引入一

些基础知识 :给定G-余代数(S,α),对(S,α)上的任意互模拟 R 及任意 s∈S,我们定义 :[s]R={s′∈S |(s ,s′)∈R}; 
SR={[s]R|s∈S};ξR:S→SR,使得ξR(s)=[s]R;αR:SR→G(SR),使得αR([s]R)=(π1(α(s)),{[s′]R|s′∈π2(α(s))}):SR→G(SR).容易证

明:对于互模拟等价关系~而言,ξ~是一个同态函数;(S~,α~)是强外延的(见定理 2);对于任意的G-余代数(A,α),若 

f,g:(A,α)→(S~,α~)是两个同态,则 f=g. 
命题 3. (T~,(πT τ)~)是G的终余代数,其中,(T,τ)是F的终余代数. 

证明:根据定义 2,我们只需证明: (1) (T~,(πT τ)~)是一个G-余代数;(2) 对任意的G-余代数(X,α),都存在一个G-

同态 h:X→T~;(3) 对任意的G-余代数(X,α),若有两个G-同态 f,g:X→T~,则 f=g. 

我们仅证明第 2 点,即:下图中的 D1,D2,D3 分别是可交换子图. 
 
 
 
 
 
 
 
 

D1

(πT τ)~

T~TX 

τ ρ α 

ξ~f

πX πTD2

D3F(X) F(T)
F(f)

G(X) G(T) G(T~)
G(ξ~)G(f)
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• D1 是可交换的:任给G-余代数(X,α),因为πX 是满射,故存在函数ρ:G(X)→F(X)使得 ( ) ,X Xidπ ρ = G 且

(X,ρ α)是一个F-余代数.由定义 2 可知,存在唯一一个从(X,ρ α)到(T,τ)的F-同态,即:子图 D1 是可交 

换的; 
• D2 是可交换的:由定义 9 可得; 
• D3 是可交换的:因为ξ~是从(T,(πT τ))到(T~,(πT τ)~)的G-同态,根据定义 2,我们有:子图 D3 是可交换的. 

由上可知,ξ~ f:X→T~是从(X,α)到(T~,(πT τ)~)的G-同态.  □ 

3.3   K0的定义、性质及求解 

定义 15(Kripke 结构的同态). 我们称函数 h:S→S′是从 Kripke 结构(S,S0,R,L)到 Kripke 结构 0( , , , )S S R L′ ′ ′ ′ 的

同态,如果对任意 s∈S, 0 0( )s S h s S′∈ ⇒ ∈ ;h(R(s))=R′(h(s));L(s)=L′(h(s)),若 h 为双射,则称其为同构. 

定义 16(基于 AP 的最小 Kripke 结构). K中的元素 M 被称为基于 AP 的 小 Kripke 结构(记为 0
0 ( ,K S=  

0 0 0
0 , , )S R L ),若其满足下述条件:对任意 M′∈K,存在唯一一个从 M′到 M 的同态 h,使得对 M′的任意两个状态 s,s′ 

而言,s≈s′⇔h(s)=h(s′). 
命题 4. 令 K 为对应于余代数 Kripke 结构((T~,(πT τ)~),T~)的 Kripke 结构,则 K 是基于 AP 的 小 Kripke 

结构. 
证明:任给 Kripke 结构 M=(S,S0,R,L),我们需要证明:存在唯一一个从 M 到 K 的同态 h,使得对任意的 s,s′∈S, 

s≈s′⇔h(s)=h(s′).根据命题 1 的证明,((S,α),S0)为 M 的余代数 Kripke 结构,其中,α(s)=(L(s),{s′|(s,s′)∈R}).同样地, 

我们有 0( , , , )K K K KK S S R L= ,其中, 0 ~
K KS S T= = ,RK={(s1,s2)|s2∈π2((πT τ)~)(s1)},LK(s)=π1((πT τ)~)(s). 

根据定义 2,存在唯一一个从G-余代数(S,α)到(T~,(πT τ)~)的同态 h:S→T~. 

首先我们证明:h 是从 M 到 K 的同态(存在性).根据定义 15,需证:对任意的 s∈S:(1) 0 0( ) Ks S h s S∈ ⇒ ∈ ; 

(2) L(s)=LK(h(s));(3) h(R(s))=RK(h(s)). 

1. 0 ~ 0( ) Ks S h s T S∈ ⇒ ∈ = ; 

2. L(s)=π1(α(s))=π1(G(h) α(s))=π1((πT τ)~) h(s)=LK(h(s)); 

3. h(R(s))=h({s′|(s,s′)∈R})=h(π2(α(s)))=π2(G(h) α(s))=π2((πT τ)~) h(s)=RK(h(s)). 

其次我们证明:若 h 是从 M 到 K 的同态,则 h 是从(S,α)到(T~,(πT τ)~)的同态(唯一性);若 h:S→SK 是从 M 到 K

的同态 ,则对任意的 s∈S,我们有G(h) α(s)=G(h)((L(s),R(s)))=(L(s),h(R(s)))=(L(s),RK(h(s)))=(πT τ)~ h(s).因此 , 

h:S→SK 是一个从(S,α)到(T~,(πT τ)~)的同态,从而可得 h 是唯一的. 

后我们证明:对任意两个状态 s,s′而言,s≈s′⇔h(s)=h(s′):由定理 3、引理 1 及命题 2 的证明可得.  □ 
定理 8. 存在唯一一个基于 AP 的 小 Kripke 结构. 
证明:由定理 1 和命题 4 的证明可得.  □ 

4   KM的求解 

本节我们证明:对任意 M∈K,在互模拟等价的意义下,存在唯一一个相对于 M 的 小 Kripke 结构(记为 KM). 

4.1   KM的定义及性质 

定义 17(相对于 M 的最小 Kripke 结构). 令 M∈K,我们称K中的元素 0( , , , )M M M MS S R L 为相对于 M 的 小 

Kripke 结构(记为 KM),若其满足下述性质: 
• M≡KM; 
• 

MKs s s s′ ′≈ ⇔ = ; 

• 对任意的 s∈SM,s 是可达的,即:存在 s0,s1,…,sn∈SM 使得 0 0 ,Ms S∈ RM(si,si+1),sn=s. 

定理 9. 对任意的 M∈K,在同构意义下,存在唯一一个 KM. 
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证明:我们首先证明 KM 的存在性,然后证明其唯一性. 
 存在性: 

令 M=(S,S0,R,L),h:S→S0 为 M 到 K 的同态.令 0( , , , )K K K KK S S R L= ,其中, 

• SK={s0∈S0|存在可达的状态 s∈S 使得 h(s)=s0}; 

• 0
0 0 0 0 0{ | ( ) }K K K

KS s S s S h s s= ∈ ∈ =存在 使得 ; 

• RK={(sK,tK)∈SK×SK|存在 s,t∈S,R(s,t),h(s)=sK,h(t)=tK}; 
• LK:s L0(s). 

容易验证 K∈K.下面证明 K 是 M 的 小 Kripke 结构: 

(a) K≡M:容易证明 B={(s,h(s))|s∈S}是 K 和 M 的互模拟关系.根据 K 的构造,对任意 s0∈S0,我们有

B=(s0,h(s0)),反之亦然; 
(b) sK≈KtK⇔sK=tK:由 K 的构造可知,存在 s,t∈S 使得 h(s)=sK,h(t)=tK.根据定义 15,我们有 sK≈KtK⇔sK=tK; 
(c) 对任意的 sK∈SK,sK 是可达的:由 K 的构造可知,存在 s∈S 使得 h(s)=sK.由于 s 是可达的,则存在 s0,…, 

 sn∈S 使得 s0∈S0,R(si,si+1),sn=s,且 0 0( ) Kh s S∈ ,RK(h(si),h(si+1)),h(sn)=sK. 

 唯一性: 

假设相对于 M 存在两个 小的 Kripke 结构 1 1 1 1 2 2 2 2
1 0 2 0( , , , ), ( , , , ),M S S R L M S S R L= = 我们只需证明 S1 和 S2 

是等势的.为此,只需证明在 S1 和 S2 之间存在一个一一对应. 

根据命题 1,存在函数α,β使得 1 1 2 2
0 0(( , ), ),(( , ), )S S S Sα β 分别为 M1,M2 的余代数 Kripke 结构.根据定义 17,我们

有 M1≡M2≡M3.根据命题 2,我们有 1 1 2 2
0 0(( , ), ) (( , ), )S S S Sα β .根据定义 14,存在(S1,α)和(S2,β)之间的互模拟关系 C

以及映射γ,g,f 使得下图是可交换的,即:α π1=G(π1) γ,β π2=G(π2) γ,(πT τ)~ g=G(g) α,(πT τ)~ f=G(f ) β. 

 
 
 
 
 
 

下面证明 C 是 S1 和 S2 之间的一一对应.根据定义 14, 1
0 1( )S Cπ⊆ .因为 M1 是 M 的 小的 Kripke 结构,对任

意 s∈S1 而言,s 是可达的,所以 S1⊆π1(C).同理,S2⊆π2(C).由于 g π1 和 f π2 都是从(C,γ)到(T~,(πT τ)~)的同态,根据定

义 2,g π1=f π2.假设存在 s∈S1,s′,s″∈S2 使得 C(s,s′)和 C(s,s″)且 s′=s″,我们有 g(s)=g π1(s,s′)=f π2(s,s′)=f(s′).同理,
我们有 g(s)=f(s″).因此,f(s″)=f(s′).根据定理 3,我们有 2~

M
s s′ ′′ ;又因为 M2 是 小的,所以 s′=s″,与假设矛盾.因此, 

对于任意 s∈S1 都存在唯一的 s′∈S2 使得 C(s,s′);同理,对于任意 s∈S2 都存在唯一的 s′∈S1 使得 C(s′,s).  □ 

4.2   求解KM的算法 

令 h 为 M 到 K0 的同态,根据定理 9 的证明,KM 为 M 在 h 下的像.根据定义 16,我们有 s≈s′⇔h(s)=h(s′),因此, 

SM={[s]≈|s∈S},SM={[s]≈|s∈S}, 0 0{[ ] | }MS s s S≈= ∈ ,RM={[s]≈,[t]≈|R(s,t)},LM([s]≈)=L(s),其中,[s]≈={s′|s≈s′}.由此,我们 

给出求解 KM 的算法,详见算法 1. 
算法 1 的输入是一个由简单图文法(SGG)所表示的 Kripke 结构.这里,我们仅简单介绍 SGG,详细内容请见 

文献[11].一个 SGG 为一个二元组G0=(G0,A),其中, 0
0 0 00 0( , , , )G

G G GG S S R L= 为K的一个元素,G0 有 N 个接口状态

1( )N
iex ;A=(SA,∅,RA,LA)为K的一个元素,A 有 2N 个接口状态 1( )N

iin 和 1( )N
iout ;并且

0
( ) ( ) ( )G i A i A iL ex L in L out= = .G0

所表示的 Kripke 结构为G0 和 A 叠加所得到的 Kripke 结构(将 1( )N
iex 与 1( )N

iin 重叠,将 1( )N
iin 与 1( )N

iout 重叠).其

中,
0 1( )N

G iS ex 和 1( )N
A iS out 分别相对于 1( )N

iin 和 1( )N
iout 是不可达的,否则,KM 是无穷状态的 Kripke 结构.特别地, 

S1
 

(πT τ)~ 

T~

α 

f

G(S1) G(T~)
G(f )

G(C) G(S2)G(T~) 
G(g) G(π1) G(π2)

(πT τ)~ γ β

T~
g 

S2C
π1 π2
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若 G0 表示一个有穷状态的 Kripke 结构,则 SA=∅. 

在算法 1 中,由(G0,A)转化得到的 Kripke 结构 M 的状态空间 0| | | | | |S G A= + .虽然算法 1 循环层次很多,但是 

只有第 26 行~第 35 行的代码用了两层状态级别的循环(其中一个是∀G((R(s′)∩G==∅)==(R(S)∩G==∅))).所以, 

算法 1 的时间复杂度为 2
0((| | | |) )O G A+ . 

算法 1. Kripke 结构的 小化. 
MinimizeInf(G0;A)       /*the input is an SGG(G0;A)*/ 

1.  ( )0 1 1( ) ( ) ;N N
G A i iS S S in out= ∪     /*transform SGG(G0,A) to M*/ 

2.  0
0 0 ;GS S=  

3.  
0 1 2 1 2 1 1{( , ) | , ( ) ) ( ) }N N

G A i iR R s s R s s in out= ∪ ∈ ∉ ∪ ∪  

1 1 1 1 1{( , ) | ( , ) ( , ) , [1, ]} {( , ) | ( , ) }i i A i A i i As ex s in R s out R i N ex s in s R∈ ∨ ∈ ∈ ∪ ∈  

4.  if s∈G0 then 
5.    

0
( ) ( );GL s L s=  

6.  else 
7.    L(s)=LA(s); 
8.  end if 
9.  M=(S,S0,R,L);       /*minimize M*/ 
10. initialize a set Π=∅; 
11. for s∈S do        /*allocate states with same label in the same set*/ 
12.   initialize a new state set Gnew={s}, where s∈S; 
13.   for each s′∈S do 
14.     if L(s′)=L(s) then 
15.       Gnew=Gnew∪{s}; 
16.       S=S−{s′}; 
17.     end if 
18.   end for 
19.   Π=Π∪Gnew; 
20. end for 
21. initialize a new set Πnew=∅; 
22. while Πnew!=Π do 
23.   Πnew=Π; 
24.   for G∈Π do 
25.     for s∈G do 
26.       initialize a new state set Gnew={s}, where s∈G; 
27.       for s′∈G do 
28.         if ∀G((R(s′)∩G==∅)==(R(S)∩G==∅)) then 
29.           Gnew=Gnew∪{s}; 
30.           G=G−{s}; 
31.         end if 
32.       end for 
33.       Π=Π∪Gnew; 
34.     end for 
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35.   end for 
36. end while 
37. SM=Π; 
38. 0 0{ | }MS Sπ Π π= ∈ ∩ ≠ ∅ ; 

39. RM={(π1,π2)∈Π×Π|∃s1,s2(s1∈π1∧s2∈π2∧R(s1,s2))}; 
40. LM:Π→2AP,π L(s) with s∈π ; 

41. 0( , , , );M
M M M MK S S R L=  

42. return KM; 

4.3   例  子 

本节简单介绍两个求解 KM 的例子. 
例 1:对于图 1 中的 Kripke 结构 M,应用算法 1 可获得其 小 Kripke 结构 KM. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  An example of finite Kripke structure 
图 1  有穷状态 Kripke 结构的例子 

例 2:令 M=(ω,I,R,L)为基于 AP={p0,p1,p2,p3,p4}的无穷状态 Kripke 结构,其中,ω为自然数集,I={0}, 

R={(n,n+1)|n∈ω},L(n)={pi|i=n%5}.应用算法 1,KM 为有穷状态的 Kripke 结构 0( , , , )M M M MS S R L ,其中,SM={s0,s1,s2, 

s3,s4}, 0 0{ }MS s= ,RM={(s0,s1),(s1,s2),(s2,s3),(s3,s4),(s4,s0)},LM(si)={pi}. 

5   总  结 

我们为由基于AP的所有Kripke结构所构成的类K构造了函子Pf(AP)×Pf(⋅),并且求出其终余代数.对K而言,
我们证明了在互模拟等价意义下的 小 Kripke 结构(记为 K0)的存在唯一性.进而,对于任意的 M∈K,我们证明 

了其 小 Kripke 结构 KM的存在唯一性,提出了一种求解 KM的算法,并用 Ocaml 予以简单实现.该算法可以应用

于一些Rational Kripke模型的 小化,但不适用于无穷分支的Rational Kripke模型(其状态可能有无穷多个直接 
后继)[12],这是由于我们的算法是基于函子Pf(AP)×Pf(⋅)的终余代数的存在唯一性.本文的应用之一在于:可以用 

状态空间更小的 KM 代替 M 进行模型检测(见定理 7).该方法可自然地推广到基于其他类型函子的余代数结构,
比如 Markov Chain 等. 
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