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摘  要: 噪声可学习性理论指出,有监督学习方法的性能会受到训练样本标记噪声的严重影响.然而,已有相关理

论研究仅针对二类分类问题.致力于探究结构化学习问题受噪声影响的规律性.首先,注意到在结构化学习问题中,
标注数据的噪声会在训练过程中被放大,使得训练过程中标记样本的噪声率高于标记样本的错误率.传统的噪声可

学习性理论并未考虑结构化学习中的这一现象,从而低估了问题的复杂性.从结构化学习问题的噪声放大现象出发,
提出了新的结构化学习问题的噪声可学习性理论.在此基础上,提出了有效训练数据规模的概念,这一指标可用于在

实践中描述噪声学习问题的数据质量,并进一步分析了实际应用中的结构化学习模型在高噪声环境下向低阶模型

回退的情况.实验结果证明了该理论的正确性及其在跨语言映射和协同训练方法中的应用价值和指导意义. 
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Abstract:  Performance of supervised machine learning can be badly affected by noises of labeled data, as indicated by existing well 
studied theories on learning with noisy data. However these theories only focus on two-class classification problems. This paper studies 
the relation between noise examples and their effects on structured learning. Firstly, the paper founds that noise of labeled data increases 
in structured learning problems, leading to a higher noise rate in training procedure than on labeled data. Existing theories do not consider 
noise increament in structured learning, thus underestimate the complexities of learning problems. This paper provides a new theory on 
learning from noise data with structured predictions. Based on the theory, the concept of “effective size of training data” is proposed to 
describe the qualities of noisy training data sets in practice. The paper also analyzes the situations when structured learning models will go 
back to lower order ones in applications. Experimental results are given to confirm the correctness of these theories as well as their 
practical values on cross-lingual projection and co-training. 
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有监督机器学习方法是机器学习领域 重要和 成熟的研究方向,并在如自然语言处理在内的很多具体
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任务中得到了广泛的应用.有监督学习方法的性能不仅依赖于标记样本的数量,也依赖于标记样本的质量.当标

记样本中发生了错误,即当标记存在着噪声时,学习得到的分类器的精确率会受到影响.为了刻画数据噪声对有

监督学习过程的影响,学习问题的噪声可学习性被提了出来[1,2].由于在实际应用中,无论样本的标记是自动获

得的还是由人标记的,标记出现错误是难免的,因此,噪声可学习性理论作为无噪声环境下的经典学习理论的推

广,对于实际应用有着重要的指导意义.另一方面,为了解决标注数据不足的问题,一些半监督学习方法被提了

出来,其中,以协同训练为代表的一系列得到广泛应用的方法,其主要思想都是对无标记数据进行自动标记并将

标记结果用于训练.而这些算法的有效性,则被建立在噪声可学习性理论的基础上.综上,在有监督学习问题中,
噪声学习理论对于提高标记数据的质和量都有着重要的指导意义. 

现有的噪声可学习性理论在应用上受到限制的原因之一是:这些理论都针对二类分类问题进行分析,然而

实际应用中的问题往往并非二类分类问题,而是具有多个分类类别,甚至分类的目标是得到一种结构化的信息.
具有结构化输出的在现实中具有广泛的存在性,比如自然语言处理中的词性标注/句法分析、图像处理领域中

的物体识别以及生物信息学领域的基因片段识别和蛋白质结构预测,我们将这一类问题称为结构化学习问题.
在对这些问题进行噪声可学习性的分析时,二类分类问题的噪声可学习性理论往往并不适用. 

与理论发展不充分形成对比的是,结构化学习问题往往更容易遭遇到数据噪声的影响,因此对于噪声可学

习性理论有着更大的需求.首先,结构化学习问题由于其标注的复杂性,对标注人员的专业知识有更高的需求,
发生标注错误或标注过程中存在不一致性的情况也更容易发生,使得结构化学习在噪声环境下进行这一现象

更为普遍;其次,由于结构化学习问题标注的困难性,可用于结构化学习的有标记数据往往较为稀少,从而导致

结构化学习问题对半监督学习方法提出了更多的需求,因此需要相应的结构化学习的噪声学习理论对半监督

学习方法进行指导. 
本文主要关注这一类结构化学习问题在噪声环境下的学习行为.到目前为止,虽然研究人员们在结构化学

习问题上开展了很多理论分析,但据我们所知,关于结构化学习的噪声可学习性理论的研究还是空白.在本文

中,我们基于随机分类噪声假设[1],从结构化学习问题的噪声放大现象出发,对结构化学习问题的噪声可学习性

进行了分析.噪声放大问题是指,在结构化学习中,标注数据的噪声会在训练过程中得到放大,使得训练过程中

标记样本的噪声率高于标记样本的错误率.已有的噪声学习理论由于忽略了噪声放大现象,会倾向于低估噪声

学习问题的复杂性.本文的工作首先把二类分类问题的噪声学习理论推广到多类上,通过将结构化学习问题简

化为因子图[3]学习问题,并将因子图学习问题归纳为多类分类问题,从而实现了结构化学习问题的噪声可学习

性的形式化分析.在此基础上,本文提出了有效训练数据规模的概念,用于描述噪声学习问题的数据质量.更进

一步地,我们考虑实际应用中的结构化学习模型,对其在高噪声环境下向低阶模型回退的情况进行了研究.本文

以词性标注为例,对上述理论进行了验证,说明本文的理论可以很好地对噪声环境下结构化学习方法的行为进

行描述. 
本文提出的结构化学习的噪声可学习性理论具有重要的应用意义,本文使用该理论对两个应用场景进行

了分析.其中, 
第 1 个应用是自然语言的跨语言映射问题中[4]. 
跨语言映射是把语言学标记从一种语言(源语言)映射到另一种语言(目标语言),从而为目标语言构造语料

库资源的过程.以词性标注的跨语言映射为例,源语言中词汇的词性标记通过词对齐信息对目标语言的词进行

词性标记.在映射得到的数据上,我们可以训练得到目标语言端的词性标注模型.由于双语的语法异构和词对齐

错误的存在,跨语言映射所得到的标注数据存在着噪声.而本文的理论可以解释跨语言映射中使用一对一词对

齐映射能够得到更好结果[4]的原因. 
本文所选择的另一个应用是结构化学习中的协同训练方法[5]. 
协同训练方法是噪声学习理论在半监督学习中的直接应用,然而在结构化学习任务中,直接使用协同训练

选择整个结构并非一种合理的选择,因为即使是较为准确的结构化标注数据之中也会存在一些标注不准确的

子结构.为此,本文在基本的协同训练算法上改进得到了一种基于子结构选择的协同训练算法.这一改进的核心
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思想基于前面的噪声可学习性理论,期望减少每轮迭代过程中新的训练数据噪声,并使其具有更高的有效数据

规模.我们将这一方法应用于词性标注的跨语言映射任务中,其实验结果很好地符合了这一期望. 
本文的主要贡献包括以下几个方面: 
1) 本文描述了结构化学习问题中的噪声放大问题,并对其进行理论分析,得到了结构化学习问题的噪

声可学习性理论(第 2 节).更进一步地,考虑到现实应用中的结构化学习模型往往是多阶模型的插值

组合,本文将这一理论进行了扩展,从而对高阶结构化学习模型在噪声环境下向低阶模型退化的现

象进行分析(第 3 节); 
2) 本文提出两种实验方案对上述理论进行验证,实验结果表明,本文提出的理论能够更好地解释噪声

环境下结构化学习的实验现象(第 4.4节).本文的实验同时将跨语言映射问题与噪声可学习性问题建

立了关联,这是据我们所知的首次从机器学习角度对跨语言映射问题进行的理论分析; 
3) 基于本文所提出的理论,我们将协同训练方法在结构化学习问题上进行了推广和改进,这一方法的

原理是:在每轮迭代中选取置信度 高的子序列,从而减小噪声放大问题对协同训练过程的影响.本
文在词性标注的跨语言映射任务上对新算法的有效性进行了验证(第 4.5节),说明该理论对于实际应

用中的算法设计具有较好的指导意义. 

1   相关工作 

自从文献[1]提出噪声条件下二类分类问题的 PAC 可学习性理论以后,分类问题的噪声可学习性得到了研

究人员的广泛关注,文献[6]证明了任何基于统计队列可学习的问题是噪声条件下可学习的.在此基础上的大部

分工作[7,8]致力于探究如何获得随机分类噪声环境下的高效学习算法.近年来,研究人员们更多地关注训练样本

具有的噪声并非随机分类噪声的情况,比如,文献[9−11]等工作对自然语言处理问题中的标注噪声及其对学习

系统引入的固有偏差进行了研究. 
大部分机器学习理论的工作都针对二类分类展开,由于现实中的问题往往不能简单地归纳为二类分类问

题,一些研究人员对结构化学习问题的可学习性进行了研究,并证明了其推广能力的界.文献[12]在基于 0-1 损

失函数的大边缘学习方法中,证明了线性模型的期望风险的界.文献[13]则证明,当损失函数为汉明距离时,大边

缘学习方法的期望风险的界.文献[14]对上述两项工作中得到的推广能力的界进行了改进,并且对结构化学习

优化算法的渐进一致性进行了分析.同时,与本文类似,文献[14]也对结构化输出分解成因子图的情况进行了 
分析. 

尽管噪声可学习性和结构化学习问题的可学习性理论都得到了较为充分的发展,但据我们所知,当前在结

构化学习问题的噪声可学习性理论方面还缺乏相关的研究.正如本文所说明的,由于在实际应用场景中复杂的

结构标注更容易出现错误,在结构化学习问题上发展噪声可学习性研究是十分必要的.同时,结构化学习问题的

噪声可学习性对半监督结构化学习算法的研究有着重要的指导作用. 

2   结构化学习的噪声可学习性分析 

2.1   结构化学习中的噪声放大问题 

当训练数据带有噪声时,分类器的学习会变得比无噪声环境下的学习更加困难.一些研究人员已经证明,训
练数据的噪声会对模型的推广能力产生影响,其中一个有代表性的工作为文献[1]在标准分类噪声上得到的结

论.在二类分类问题中,噪声对于学习问题的推广能力的影响可以表示为如下定理: 
定理 1(噪声数据的 PAC 可学习性)(Laird,1988). 若训练数据在采样过程中其标记具有为η的噪声,则 L*是

假设空间中的 优假设(真实函数),Li是在训练样本上得到的 优假设,且假设Li与L*在样本分布上输出不一致

的概率为 d(Li,L*).那么,当 Pr(d(Li,L*)≥ε)<δ时,训练样本集合的大小 m 需满足: 
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其中,N 是假设空间的大小,ηb 是η的一个上界(关于ηb 的确定,见文献[1]). 
由定理 1 可以看到,当噪声η<1/2 时,问题是噪声可学习的,且η越大,为了得到同样精度的分类器,理论上需

要的样本就越多. 
然而,当问题具有结构化输出时,数据标记的错误率与训练时的样本噪声两者并不完全等同.如图 1 所示,我

们以标注具有噪声的链式条件随机场模型[15]为例来说明这一现象. 
 
 
 
 
 

Fig.1  Enlargement of noises in chain CRF 
图 1  链式条件随机场的噪声放大现象 

图 1 中:X={xi}代表序列的输入;Y={yi}代表序列的标记,标记可能带有噪音.假设图中 y3 对应的节点发生标

记错误时,其他节点标注正确,则对于例子中这个长度为 5 的链,标记的错误率为 1/5.然而,当这一数据被用于训

练一阶的条件随机场模型时,训练过程中的样本错误率可能不再是 1/5,而是有了一个“放大”.为了便于说明问

题,我们将链式条件随机场的训练问题简化为以每个节点为单独样本的多类分类问题,对于每个节点 i,对应的

分类任务是以{X,yi−1,yi+1}为特征,对节点的标记 yi 进行分类.从而在训练过程中,基于图 1 所示的结构可以为节

点 i 构造训练数据(yi,{X,yi−1,yi+1}).从图 1 中可以构造 5 个这样的训练样本. 
那么,在这 5 个训练样本上的标注错误率是多少呢?由于 y3 是错误的标记,(y3,{X,y2,y4})显然是标注错误的

噪声样本.另一方面,考虑样本(y2,{X,y1,y3})和(y4,{X,y3,y5}),虽然 y2和 y4的标注是正确的,然而 y3存在的标注错误 
会导致样本的特征发生改变.不妨设第 3 个节点的真实标记为 3y′ ,则对节点 2,训练样本从 2 1 3( ,{ , , })y X y y′ 变成了 

另一个样本(y2,{X,y1,y3}),两个样本具有不同的特征,因此,原来正确的标记 y2 对于这个新样本来说可能不再是

正确的.更进一步地,样本(y2,{X,y1,y3})在原始问题的数据分布中可能具有很小的概率或者概率为 0,从而为问题

的解决提供了无用的甚至是错误的样本.同理,节点 4 也会出现这一情况.由此,在 1 阶模型中,若一个链式结构中

有一个节点被标记错误,则当这一链式结构被用作训练数据时,受到这个错误标记影响的节点 多可能有 3 个.
在 坏情况下,这 3 个节点都构成错误样本.从而在上述简化的多类分类问题中,样本的噪声被放大为 3/5.我们

将这一现象称为结构化学习的噪声放大问题. 
综上,在结构化学习中,当标注数据带有噪声时,这一噪声会在训练过程中被放大,从而使得训练过程中标

记样本的噪声率高于标记样本的错误率.在链式条件随机场的例子中,这一噪声会被放大到η~3η之间.结构化

学习的噪声放大问题说明,定理 1 形式的噪声可学习性理论低估了数据标记的噪声对训练过程产生的影响.为
了形式化地刻画噪声放大问题,从而为结构化学习的噪声可学习性建立更合适的理论,在下一节中,我们将考虑

链式的生成式分类模型,在这一相对简化的问题上对结构化输出问题的噪声可学习性进行分析,并给出基于

PAC 的模型推广能力的界.注意,在本文中,我们只使用 PAC 理论为例进行分析,对于无穷假设集合,可以使用文

献[6]的方式将类似的证明过程推广到 VC 理论[16]上. 

2.2   基于因子图的结构化输出问题的噪声可学习性分析 

二类分类问题的噪声可学习性理论可以较容易地推广到多类情况(见下文定理 2 的证明),然而将这一理论

推广到结构化学习问题并不直接. 大的困难在于:结构化学习问题的类别集合不固定,直接把模型的整个输出

看作数据的类别标记会遭遇一些困难.比如在序列标注问题中,一个长度为 L 的序列可能的标记方式有 CL 种.
因为这一问题的类别数与序列长度相关,而输入序列的长度不固定,从而使得结构化学习问题难以带入到定理

x1 x2 x3 x4 x5

y1 y2 y3 y4 y5
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1 的框架中进行分析. 
为了解决这一问题,我们考虑把输出结构拆分成子结构进行分析,而不是简单地看作一个整体.在这里,我

们考虑基于概率图模型的结构化学习问题,将模型表示为因子图[3],并以因子为 小单位进行分析.图 2 所示为

图 1 中链式条件随机场对应的因子图,其中,“□”代表因子,与因子向量相连的节点为因子的变量. 
 
 
 
 
 

Fig.2  Factor graph of sequential labeling models 
图 2  序列标注模型的因子图表示 

在因子图中,整个图模型的概率可以根据因子图进行分解,并表示为正比于各因子势函数的乘积.在链式条

件随机场中,模型的参数具有时序(位置)不变性,即不同位置的因子共用同一套参数表示.因此对于上述因子图,
其联合概率可以表示为 

 ( ) ( )
1 11 1

( , ) exp{ ( , , )} exp{ ( , , )}L X L X
i i j j i ii i j

P X Y y y X Z f y y X Zψ λ+ += =
= =∑ ∑ ∑  (2) 

其中,exp{ψ(yi,yi+1,X)}是节点(yi,yi+1,X)对应因子的势函数,fj 是定义在因子上的特征,λj 是特征 fj 的取值,L(X)是序

列长度.可见,在序列标注的概率模型中,模型的参数只描述链上的因子,因此,模型空间中的每个假设可以唯一

地表示为对应的因子图参数{λj}.从而基于因子图,我们为生成式结构化学习问题的模型参数和因子图的参数

建立起了一一对应的关系,将结构化输出任务的可学习性转化为因子图参数的可学习性. 
更进一步地,我们考虑生成式模型的优化目标和因子图的优化目标之间的关系:对于生成式模型,在训练时

对训练集 D 进行极大似然估计,其优化目标为 
( )

1 ( )1
( , ) ( , )

arg max log( ( , | )) ( log( ( , , ; )) log ( )) log( ( , , ; )) ( ).L X
i i L Xi

X Y D X Y D
P X Y y y X Z y y X Rθ

ψ
θ ψ θ θ ψ θ θ+=

∈ ∈

′= − = −∑ ∑ ∑ ∑  

这一目标可以看作是对训练数据中的所有因子图进行极大似然,由于 ( )( , )
( ) log ( )L XX Y D

R Zθ θ
∈

= −∑ 与训练 

数据的取值无关,因此可以看作一种基于结构化信息的正则项.当 Z(θ)=1(如HMM)或 Z(θ)可以分解到因子图(如
局部归一化模型),即与θ无关时,这一优化目标等价于以每个因子ψ为独立样本进行极大似然的结果.此时,对于

生成式模型,因子图的结构化学习问题的优化目标与以因子为基本元素的学习问题等价,本文的理论主要考虑

这种情况.当 Z(θ)与θ相关且不可分解时,本文的理论只能得到近似的结果.这是因为本文基于 PAC 可学习性,相
当于经验风险 小化,不包含正则项对应的结构风险.我们将在后续工作中把理论推广到 VC 理论中,并对这一

现象进行精确分析. 
基于上述分析,结构化输出问题的核心是如何估计因子的势函数.一旦因子图的参数估计正确,那么结构化

学习的模型也就得到了正确的估计.因此,我们可以将结构化学习模型的可学习性简化为模型因子图上势函数

的参数可学习性.为了描述因子图的可学习性,我们首先引入如下定理: 
定理 2(多类分类任务的噪声 PAC 可学习性). 若训练数据在采样过程中其标记具有为η的噪声,且假设有

噪声样本标记成任何一个其他类别的概率相同,L*是假设空间中的 优假设,Li 是在训练样本上得到的 优假

设,且假设 Li 与 L*在样本分布上输出不一致的概率为 d(Li,L*).那么,当 Pr(d(Li,L*)≥ε)<δ时,训练样本集合的大小

m 需满足: 

 2
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2 2ln
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δ

ε η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
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≥  (3) 

其中,N 是假设空间的大小,ηb 是η的一个上界. 
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其证明可见附录 1. 
这一定理的结论与多类分类问题的弱分类器的直观定义相符合.即,在类别平衡的数据上,多类分类问题的

弱分类器应满足分类的准确率大于 1/C,对应的错误率η<(C−1)/C.基于定理 2 的结论,如果我们将因子图的势函

数学习问题看成是一个因子图上的多类分类问题,所有输出节点可能的输出组合构成了类别集合,则可以得到

如下定理 3. 
定理 3(生成式 1 阶序列标注模型势函数的噪声 PAC 可学习性). 对于图 2 所示的因子图,假设每个输出节

点具有 C 个类别.若训练数据在采样过程中其标记具有为η的噪声,且假设有噪声样本标记成任何一个其他类

别的概率相同,L*={λ*j}是假设空间中的 优假设,Li={λij}是在训练样本上得到的 优假设,且假设 Li 与 L*在样

本分布上输出不一致的概率为 d(Li,L*).那么,当 Pr(d(Li,L*)≥ε)<δ时,训练样本集合包含因子数 m 需满足: 

 22
2 2

2
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1 (1 (1 ) )
1 b

Nm
C

C

δ
ε η

⎛ ⎞
⎜ ⎟
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− − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

≥  (4) 

其中,N 是假设空间的大小,ηb 是η的一个上界. 
证明:每个因子包含两个输出节点,我们将每个因子看成是一个样本,从而可以将因子图的分类任务看成是

一个多类分类问题 p(y1,y2|x),其类别对应着两个输出节点的输出(y1,y2),因此,可能的类别数为 C2 个. 
另一方面,每个节点的错误率为η,则整个势函数的类别标注错误的概率为两个节点任意一个标错或者全

标错的概率为 1−(1−η)2. 
将类别数 C2 和噪声 1−(1−η)2 代入公式(2),从而定理 3 得证. □ 

由于当η<(C−1)/C 时,有
2

2
2 (1 (1 ) )

1 1b b
C C

C C
η η− − >

− −
;另一方面,当η≥(C−1)/C 时,多类分类问题和结构化问 

题都是不可学习的.因此,定理 3 说明,在标记错误率相同的有噪声数据上,只要问题是 PAC 可学习的,则为了使

模型获得同样的准确率,具有链式结构输出的问题与每个节点具有同样类别数的多类分类问题相比,对样本有

更多的需求. 
基于定理 3 的证明,我们可以得到下面的定理 4: 
定理 4(生成式 d 阶序列标注模型势函数的噪声 PAC 可学习性). 在定理 3 的条件下,当使用 d 阶序列标注

模型时,训练样本集合包含因子数 m 需满足: 

 21
2 1

1

2 2ln

1 (1 (1 ) )
1

d
d

bd

Nm
C

C

δ
ε η

+
+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

− − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

≥  (5) 

其中 ,N 是假设空间的大小 ,ηb 是η的一个上界 .注意到 ,随着子结构变得复杂 ,整个子结构的标注噪声

(1−(1−ηb)d+1)会随之上升,从而导致公式(5)不等号右边随着 d 的增大而增大,即模型学习对样本的需求量有所增

加.同时,因子的结构越复杂,从一条链中可以抽取的有标记因子也越少(为链的长度 L−d 个),使得当样本有限时,
高阶模型的学习更加困难,甚至不能满足可学习性要求. 

定理 3 和定理 4 中对噪声的分析只是理论上的简化情况,因为在实际应用中,同一因子相邻类别节点是否

发生错误往往不会是条件独立的.然而,当把因子的所有输出节点当作一个整体时,如果能够得到这个整体的标

记错误率ηd,则可以用公式(6)替换定理 4 中的公式(5): 
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2.3   有效训练数据规模 

为了更直接地对训练噪声和分类器精度的关系进行表示,我们引入有效训练数据规模这一概念.观察公式

(5),不等式右边与除去分母中与噪声相关的多项式,形式与 PAC 可学习性的结论相同.而分母的噪声项则导致
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为了达到同样的推广能力,噪声学习相比无噪声学习,需要更多的训练数据.这也意味着,在噪声学习的设置下,
训练数据对分类模型起到的效用由于噪声的存在,要比无噪声学习设置条件下更小.因此,有噪声训练数据与同

样规模的无噪声数据相比对学习过程来说“价值更低”.我们定义有效训练数据规模 m′如下: 
定义 5(噪声学习的有效训练数据规模). 在定理 4 与公式(6)的条件下,定义噪声学习的有效训练数据规模

如下: 

 
21
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dd
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+
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基于上述定义,公式(5)可表示为 
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ε δ
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≥  (8) 

通过引入有效训练数据规模这一定义,可以清楚地看到,当训练数据有噪声时,对于同一模型,学习的推广

能力仅依赖于有效数据规模的大小,因此,定义 5 可以表示为:在具有相同噪声的数据上进行学习时,对于同一模

型,有效训练数据规模越大,模型的性能就越好. 

3   实际应用中的模型回退现象分析 

定理 4 说明,在样本噪声较大的情况下,随着模型阶数的增加,结构化噪声会随之急剧增大,导致同样的训练

集合所对应的有效训练样本规模急剧缩小.然而在实际应用中,这一现象往往不会出现,对应于定理 4,事实上是

对实际噪声放大现象的高估.这是因为在实际应用中,因子的势函数ψ(yi,yi+1,X;θ)往往可以分解为不同阶数的势

函数的乘积.在 HMM 中,表现为转移概率和发射概率;在 1 阶 CRF 中,表现为两类不同的特征 fi(yi,yi+1,X)和
gi(yi,X).从而,结构化问题的模型可以被看作高阶模型和低阶模型的组合.需注意,在实际应用中,为了使模型能

够正常工作,即使模型不会明确对势函数进行拆分,这种回退往往也是不可避免的.比如,自然语言处理任务中

常用的模型插值平滑算法就是在高阶模型处理能力受限时,模型向低阶的一种回退. 
实际应用中,势函数的这一拆分使得当样本噪声较大时,高阶模型由于噪声具有更急剧的放大,相比低阶模

型,更不可信,因此,模型中高阶模型的权重也随之降低,使得模型“回退”到低阶的情况.举例而言,对于二阶模型

HMM,当噪声较大导致标记间的三元特征不可信时(具有较为平滑的分布),若二元特征仍然具有较好的判别性,
则模型的 1 阶部分仍可以较好地工作,因此模型的行为会偏向 1 阶模型. 

在绝大多数应用任务中,标记数据的噪声都不会过高,从而单独使用定理 3 和定理 4 可以合理地描述模型

在噪声数据上学习的行为.然而,研究高阶模型在噪声数据上的回退行为,对于实际应用中高阶模型的建立、模

型阶数的选择及其行为分析(比如自然语言中常见的语言模型插值以及句法分析的平滑)都具有指导作用. 
我们可以将噪声条件下高阶模型的回退行为形式化地加以表示: 
为了简化表述,我们将 d 阶的因子图的势函数表示为ψd(y,y−1,…,y−d,X)(简记为ψd),则 lnψd 可以看作是多个 

不同阶数势函数φi(y,y−1,…,y−i,X)的线性插值结果,即
0

ln ln .d
d ii

ψ φ
=

= ∑  

在同一训练集 D 上,对于 d 阶模型,可以得到训练过程的经验风险 Ed(D),以及通过经验风险 小化得到的

模型势函数表示ψd(D).若此时有 Ed−1(D)~Ed(D),即 d−1 阶模型得到的经验风险与 d 阶模型接近,则ψd−1(D)~ 
ψd(D),即φd(D)→0.此时,d 阶模型的参数与 d−1 阶类似,即 d 阶模型向 d−1 阶发生了回退. 

在训练数据带有噪声的结构化学习任务中,阶数越高,噪声放大现象越明显,相应的 d 阶特征判别能力越接

近随机,从而有φd(D)→0,因此,模型更容易向低阶回退.当噪声很大导致标记间的上下文信息完全不可信时,模
型 终会退化到 0 阶,结构化学习问题退化到多类分类问题.此时,可以使用本文提出的定理 2,即不考虑噪声放

大的情况,对结构化学习问题的噪声可学习性进行分析. 
在无噪声的学习任务中,高阶模型可能会过拟合训练数据,从而总会导致更小的经验风险,同时具有更大的

置信风险.而低阶模型的表达能力较弱,具有更高的偏差,从而具有较大的经验风险.因此在模型选择时,需要对

模型的两种风险进行一个权衡,即考虑模型的结构风险(structural risk)[16].结构风险是统计学习理论中基于有限
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样本集对整个样本分布上的期望风险所作的估计.当将同样的思想推广到有噪声学习任务中时,需要注意到高

阶模型不仅具有更复杂的假设空间,还会遭受更严重的噪声放大,从而其置信风险会进一步增大. 
根据上述讨论以及定理 4,我们可以在噪声环境下对结构化学习任务的结构风险进行 小化(SRM).给定训

练集规模 m,如果我们可以对数据标记的噪声进行估计,则可以得到 d 阶模型的结构风险为 Sd(D): 
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其中,Nd 是 d 阶模型假设空间大小.从而在噪声环境下对结构化学习模型进行模型选择时,可以根据结构风险

小化理论,选择模型的阶数 d=argmaxiSi(D). 

4   实  验 

4.1   实验设置 

本节以使用生成式的隐马尔可夫模型(HMM)来训练的词性标注为例,验证第 2 节中提出的结构化学习问

题的噪声可学习性理论是否能够更好地符合现实中的实验现象.为了观察模型阶数对噪声放大现象的影响,我
们分别训练了一阶 HMM 和二阶 HMM,并对其性能进行比较.一阶和二阶的 HMM 的有向概率图模型及其因子

图如图 3 所示.实验中,我们使用 Hunpos[17]对模型进行训练和解码. 
 
 
 
 
 

Fig.3  Directed probabilistic graphs and factor graphs of first-order (left) and second-order (right) HMMs 
图 3  1 阶(左 1)和 2 阶(左 3)HMM 的有向概率图及其因子图(右侧)表示 

我们在以下 3 个任务上对结构化学习的噪声可学习性理论进行了实验验证: 
(1) 汉语词性标注的随机噪声实验 
以宾州中文树库[18](CTB)第 1 节~第 815 节以及第 1001 节~第 1136 节为训练数据,第 816 节~第 885 节以

及第 1137 节~第 1147 节为测试数据.训练数据包含 15 620 个句子、403 070 个词.我们在训练数据上添加为η
的随机噪声,具体做法是:对于每个词,以η的概率改变其词性,且改变到其他词性的概率为均布. 

(2) 基于跨语言映射的词性标注 
实验中,我们以词对齐信息作为桥梁,使用源语言的词信息对目标语言的词进行词性标记,并在得到的标记

数据上训练目标语言的词性标注器.选择这一实际应用作为验证的原因是:跨语言映射问题在一定程度上可以

满足定理 3 的随机噪声假设——一个目标语言句子的跨语言映射结果标注错误与否取决于相应的源语言句

子,而给定目标语言句子,对应的源语言翻译不是唯一确定的,而是具有随机性.对于同一个目标语言句子中的

词,跨语言映射标注的正确与否也因此具有随机性. 
(3) 结构化输出问题的协同训练算法 
我们在词性标注的跨语言映射任务中,对结构化输出问题的协同训练算法进行改进,并分析其受到噪声的

影响.协同训练是应用 为广泛的半监督学习方法之一,这一方法将问题的样本特征集合划分为两个视角.在每

个视角上,协同训练方法学习一个分类器,用于对无标记数据进行标记并提供给另一个视角的分类器进行学习.
协同训练的有效性基于机器学习模型的噪声可学习性:当一个分类器标注了一些无标记数据给另一个分类器

用作训练时,另一个分类器相当于在有噪声的训练数据上进行学习.因此,结构化输出问题的协同训练可以作为

本文理论的一个很自然的验证场景. 

xi−1 xi xi+1 xixi−1 xi+1xi+1 xi+1 

yi−1 yi yi yi+1 yi+1 yi−1 yi yi+1 yi−1 yi yi+1 
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4.2   汉语词性标注的随机噪声实验 

在本节中,我们在具有随机噪声的汉语词性标注任务上对本文提出的噪声放大现象和高阶模型回退现象

进行验证.首先,考虑在绝大多数的应用任务中,标记数据的噪声一般不会过高,我们基于第 4.1 节所描述的有噪

声的 CTB 数据,获取类别标记错误率为 0~0.1 范围内的噪声数据,观察模型在其上的学习行为,从而验证理论在

一般应用场景下的正确性.对于同一噪声率,我们随机产生 100 组噪声数据,在每组数据上,训练词性标注器并在

测试语料中进行测试,获取标注精度的平均值. 
由于噪声学习理论无法直接对模型精度进行预测,为了衡量理论是否能够更好地解释实验现象,我们通过

如下方法获得在某一噪声数据集上学习到的模型的理论性能:对于每一个噪声率,根据训练集的规模和噪声大

小,可以根据公式(7)得到训练集的有效训练数据规模 m′,并从无噪声的 CTB 训练集中随机获取规模为 m′的数

据训练模型(在后文中称为有效无噪声训练集),并得到另一组分类精度.通过比较这组分类精度与在噪声数据

上学习得到的分类器精度,可以观察理论与实验的拟合情况. 
图 4 描述了在噪声较小的情况下,取 d=1 和 d=2 时定理 4 与实际噪声数据上实验结果的拟合程度.图中实

线代表在噪声数据上训练得到的词性标注器的精度.我们根据公式(7)在相应噪声下进行计算得到有效无噪声

训练集,在其上训练得到的词性标注器精度用长虚线表示.为了方便对比,我们根据定理 2 的计算结果得到相应

的有效无噪声训练集,这一计算结果对应着传统的不考虑噪声放大问题的理论性结论,相当于公式(7)中 d=0 的

退化情况,其上的词性标注器精度用短虚线表示.实验结果表明,在噪声率较小的情况下,在噪声数据上训练得

到的分类器的实际精度与定理 4 的预测结果很接近.说明定理 4 计算得到的有效训练数据规模与实际情况相

符,能够较为准确地刻画结构化学习中的噪声放大现象.另一方面,定理 2 倾向于高估分类器的精度,因为定理 2
不考虑噪声放大问题,从而会对噪声数据的质量进行高估(即高估噪声数据的有效训练规模).用另一种说法,即
学习理论在不考虑噪声放大问题时,会倾向于低估噪声学习问题的难度.注意到,当噪声变大时,本文所提出理

论的估计结果会偏低,这在一定程度上是因为词性标注任务中无法观测到所有的特征和标记组合(即词和词性

的组合),当有效数据规模一致时,有噪声数据要比无噪声数据规模更大,从而包含更多的词.而新理论对应的有

效无噪声训练集规模较小,因此在测试集上的未登录词的比例较大.理论估计结果比真实的有噪声训练结果偏

低的另一个原因是模型的回退,见第 4.3 节. 
 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 1 阶模型                                      (b) 2 阶模型 

Fig.4  Relation between the accuracies of tagging and noise rates in chain CRF 
图 4  链式条件随机场标注精度和噪声率的关系图 

4.3   高噪声条件下的模型回退实验 

由第 3 节所述,在实际应用中,随着噪声的增加,高阶模型会变得不可信赖并向低阶模型回退.为了对这一现

象进行研究,我们获取错误率在 0~0.2 范围内的噪声数据,并在其上对较高的噪声环境中模型的实际学习行为

与理论的符合程度进行了分析.同样使用理论对应的有效无噪声训练集获得分类精度理论的预测结果.这里,我
们以 2 阶模型为例在噪声数据上学习词性标注器.根据第 3 节的分析,在实际应用中,模型的性能应该与相应噪

声条件下性能 好的低阶模型接近.我们通过本文中的理论,对同一噪声数据上不同阶数模型的理论性能进行

0.916

实际情况 
结构化理论 
非结构化理论 

0.914
0.912
0.910
0.908
0.906
0.904
0.902
0.900

标
注

精
度

 

0.02  0.04  0.06  0.08  0.1

噪声率 

0.930

实际情况 
结构化理论 
非结构化理论

0.925
0.920
0.915
0.910
0.905
0.900

标
注

精
度

 

0.02  0.04  0.06  0.08  0.1 

噪声率



 

 

 

于墨 等:结构化学习的噪声可学习性分析及其应用 2349 

 

估计,并期望实际结果与 优的低阶模型相近.估计理论性能的具体做法是:对于每一阶数 d,根据理论计算出 d
阶情况下噪声数据对应的有效训练数据规模,并在相应的有效无噪声训练集上训练 d 阶模型.具体地,我们使用

定义 5、d=2 的情况来估计 2 阶模型的性能(长虚线),使用定理 3 估计 1 阶模型的性能(点划线).因为实际情况下

使用 2 阶模型,因此在噪声较小时,其性能会与 2 阶的理论结果保持一致;当噪声增大时发生回退,会趋近于 1 阶

模型的结果,然而此时 2 阶模型所提供的信息并没有被完全抛弃.由于 2 阶模型使用更为复杂的特征,即使在高

噪声下,这些特征与类别标记仍然具有一定的相关性(随着噪声的上升,相关性会降低),因此,模型在主要依赖于

更具判别性的 1 阶特征的同时,仍然会利用一些 2 阶特征的有效信息,使得实际结果仍会略高于 1 阶模型的结

果,图中曲线也符合这一推断.从图 5 可以看到,当噪声较小时(η<0.1),2 阶模型性能更优,对应着实际模型的表现

与 2 阶模型的理论估计结果更为接近;当噪声较大时,实际模型的性能与定理所估计的 1 阶模型的性能相近,说
明模型回退到 1 阶模型的情况.图中高噪声下 2 阶理论结果急剧下降,这在一定程度上是由于受到第 4.2 节中所

述的未登录词的影响.实验结果表明,基于本文提出的定理 3 和定理 4,我们可以与实际情况很一致地刻画第 3
节中的高阶模型回退过程.这一结果同时也进一步证明了定理 3 和定理 4 关于有效训练数据规模描述的正 
确性. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Back-Off from 2-order model to 1-order model for large noise rates 
图 5  高噪声下 2 阶模型向 1 阶模型的回退 

4.4   跨语言映射上的噪声放大问题分析 

根据定理 3和定理 4,通过使用有效数据规模对样本和噪声两者的综合作用进行描述,我们可以对分类器在

噪声数据上训练后的准确率进行定性描述.在本节中,我们将通过对跨语言映射过程的错误率、映射结果用于

训练时的训练噪声以及目标语言端分类器的词性标注精度三者之间的关系进行考察,对这一定性描述的准确

性进行验证,从而进一步证明定理的正确性. 
实验中使用 FBIS(LDC2003E14)作为双语语料,进行从英语到汉语的词性标注跨语言映射,并使用与上一

任务相同的 CTB 测试集进行测试.我们使用文献[19]中的方法,以 CTB 第 1 节~第 20 节(237 句)作为汉语端少

量有标记数据,在其上统计得到双语词性的映射规则.英语端使用斯坦福词性标注器[20]进行标注.由于对齐语料

没有标准的词性标注,直接在其上观察映射错误率和噪声放大较为困难.为了解决这一问题,我们在 FBIS 语料

中混入了 4 173 句 CTB 训练集语料及其对应的英文翻译结果(LDC2003E07,1-315),并重新得到一组词对齐的结

果.由于新加入的对齐语料规模较小,我们认为其对对齐结果的影响较小,因而仍然能够反映 FBIS 语料的词对

齐情况.经过跨语言映射过程,这些新加入语料的汉语端得到了从英语端映射的标注,通过观察其上的标注错误

率和噪声放大情况,可以对 FBIS 上的相应信息进行估计.注意,在训练目标语言端分类器时,仍然只使用 FBIS 的

对齐结果,这些新加入的数据不会产生影响. 
实验中使用 GIZA++[21]获得双语语料的词对齐.由于在 GIZA++的输出结果中,一个目标语言的汉语词可能

对应到英语端的一个词,也可能对应到多个词甚至对空,我们采用如下两种方式对 GIZA++的输出进行处理: 
• 所有对齐:我们使用文献[19]中的方法,对词的对齐结果进行处理,将汉语词的一对多对齐处理成一对

一对齐,并将对空的汉语词的词性标为名词 NN; 
• 一对一对齐:简单地获取所有只对齐到英语端一个词的汉语词构成的子串. 
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上述两种方法处理后的对齐结果对应着两种不同规模噪声的训练集,其对应的映射结果错误率见表 1.可
见,只使用 1-1 对齐得到的映射结果比使用所有对齐具有更好的精度(5.89%). 

Table 1  Impacts of word alignments with different noise rates on projected data set 
表 1  具有不同噪声率的词对齐结果对映射结果的影响 

词对齐类型 覆盖词数 跨语言映射噪声率(%) 
所有对齐 99 934 17.33 
1-1 对齐 72 155 11.44 

另一方面,根据 HMM 的因子图表示,可以在 CTB 双语语料汉语端的映射结果上分别得到 1 阶和 2 阶 HMM
的因子输出节点错误率(即相应 HMM 训练中的噪声放大结果),从而对整个对齐语料映射结果的噪声放大和有

效数据规模进行估计.根据定理 4和公式(7),模型的精度与有效数据规模呈正相关.基于上述设置,我们对这一结

论进行了验证,结果见表 2.其中,FBIS 数据的训练数据噪声和有效训练数据规模均为使用 CTB 双语语料上的噪

声放大结果得到的估计值.注意到,由于词的重复率和语料领域差异问题,这里的有效数据规模无法与前面 CTB
的结果进行直接比较.然而,不同的跨语言映射方法对应的有效训练数据规模相对大小的比较是有意义的. 

Table 2  Relations between accuracies and noise rates in cross-lingual projection tasks (CTB tag set) 
表 2  跨语言映射任务中词性标注精度与训练数据噪声的关系(CTB 词性标注集合) 

模型阶数 词对齐类型 训练数据规模 因子图噪声(%) 有效训练数据规模 标注精度(%) 

1 阶 
所有对齐 7 053 052 31.33 3 322 700 78.79 (具体为 78.7876) 
1-1 对齐 5 398 197 21.20 3 350 163 78.79 (具体为 78.7896) 

2 阶 
所有对齐 7 053 052 42.79 2 308 179 78.67 
1-1 对齐 5 398 197 29.55 2 678 869 79.55 

实验结果表明,尽管使用所有对齐得到的训练数据规模较大,然而其上本来较高的映射错误率在结构化学

习的训练过程中被进一步放大, 终导致基于所有对齐得到的有效训练数据规模反而较小.相应地,在 1 阶和 2
阶模型中,基于一对一对齐的分类器在 CTB 的测试集上也获得了较高的分类精度.这与定理 4 的结论是相符的.
更进一步地,对于 1 阶模型,基于所有对齐得到的有效训练规模与基于一对一对齐得到的有效数据规模的差异

不大(3322700/3350163=99.18%),相比之下,2 阶模型上对应的比值(2308179/2678869=86.16%)要大得多.根据定

理 4,这对应着 2 阶模型上,基于两种对齐训练得到的分类器的性能差也应相比 1 阶模型更为明显,而实验结论

也证明了这一点.实验中,2 阶模型的性能差为 0.88%,而 1 阶模型的性能差仅为 0.002%,几乎可以忽略不计. 
为了进一步为定理 4 的正确性提供佐证,在目标语言端,我们使用通用词性标注集合[22]代替 CTB 风格的词

性标注定义,并将跨语言映射的结果和测试数据都通过文献[22]一文中提供的映射表转换为通用词性标注集

合.由于通用词性标注集合相比于 CTB,其词性的定义分类粒度较大(只对较大粒度的名词、动词、形容词等进

行),因此跨语言映射的准确率会有一定提升,从而使得在其上的实验具有较低的噪声. 
我们在通用词性标注集合上重新进行了上述实验,结果见表 3. 

Table 3  Relations between accuracies and noise rates in cross-lingual projection tasks (universal tag set) 
表 3  跨语言映射任务中词性标注精度与训练数据噪声的关系(通用词性标注集合) 

模型阶数 词对齐类型 训练数据规模 因子图噪声(%) 有效训练数据规模 标注精度(%) 

1 阶 
所有对齐 7 053 052 21.53 4 325 871 85.26 
1-1 对齐 5 398 197 14.79 3 909 804 84.78 

2 阶 
所有对齐 7 053 052 30.36 3 418 611 85.27 
1-1 对齐 5 398 197 20.85 3 380 859 85.10 

可以看到,由于通用词性标注集合上训练数据噪声普遍较低,即使在结构化数据上噪声得到了放大,无论对

1 阶模型还是 2 阶模型,使用所有对齐数据得到的有效训练数据规模均高于一对一对齐的有效训练数据规模.
相应地,对两种模型,使用所有对齐数据进行跨语言映射得到的分类器与基于一对一对齐的分类器相比,均具有

较高的精度.注意到,在通用词性标注集合上,1 阶模型和 2 阶模型在所有对齐数据上得到的分类器性能相当.然
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而对于 1 阶模型 ,一对一对齐得到的有效训练规模与通过所有对齐得到的有效数据规模的比值(3909804/ 
4325871=90.38%)相比于 2阶模型上对应的比值(3380859/3418611=98.90%)要小得多,因此,基于一对一对齐的 1
阶模型与基于所有对齐的 1 阶模型的性能差也相比于 2 阶模型更大(0.48% vs. 0.17%). 

上述实验说明了在跨语言映射这一实际问题中,训练数据规模、训练数据噪声与分类精度三者之间的关联

与定理 4 的一致性,从而证明定理 4 可以较为准确地描述结构化学习问题在有噪声情况下的行为. 

4.5   结构化协同训练的跨语言映射实验 

本文的结构化学习的噪声可学习性分析可以直接用于解释协同训练方法的实验现象以及对它的改进.本
节以协同训练的数据选择为例证明本文理论的有效性. 

按照第 4.4 节中的设置,我们将上述基于子序列的协同训练方法应用到词性标注的跨语言映射任务中.使
用第 4.1 节所述的少量目标语言数据训练初始的目标语言模型,并使用第 4.4 节中具有一对一词对齐的对齐数

据构建初始的映射模型.在实验中,采用与文献[19]同样的设置,以跨语言映射作为一个视角,以目标语言端单语

模型作为另一个视角.每轮迭代有 50 000 个句子被更新,直到所有的句子被更新一遍.在分类器输出的置信度确

信方面,本文中采用的方法是选择两个视角分类器标记一致的子序列作为新一轮的训练数据.这种置信度衡量

的一个优点是:随着迭代,分类器输出的噪声将变小,因为标记一致而被选择的数据随之增加,当算法进行到一

定程度时,新选择的数据就越来越接近对整个序列进行选择的结果.为了方便比较,我们以直接选择整个句子的

协同训练方法作为基线系统. 
实验结果见表 4,基于子序列选择的方法在所有的方法中取得了 好的结果(81.52%),相比于直接使用跨语

言映射,其结果增长了约 2%,相比于直接应用协同训练,增长了 0.4%(p<0.0001),说明基于片段的数据选择方法

能够保证新选择数据具有较高的有效训练数据规模.同时,协同训练方法自身可以减小跨语言映射的噪声.这一

点可以从协同训练基线系统和跨语言映射系统的性能比较中观察得到,因为两者在训练 终目标语言模型时

使用等量的数据,而协同训练基线系统具有更高的准确率. 

Table 4  Comparison of accuracies of different cross-lingual projection systems 
表 4  不同跨语言映射系统的性能比较 

方法 目标语言词性标注精度(%) 因子图噪声(%) 有效训练数据规模( 终一轮迭代) 
只使用目标语言标注数据 65.18 0 − 

跨语言映射 79.55 29.55 2 678 869 
协同训练(基线系统) 81.14 31.63 3 296 794 

基于子序列的协同训练 81.52 27.30 3 508 100 

更进一步地,可以基于本文的理论对跨语言映射任务的协同训练方法中样本选择的有效性进行分析.基于

第 4.4 节中使用的 CTB 双语语料,我们对不同方法 终训练集上的因子图噪声和有效数据规模进行估计,估计

结果同样在表 4 中列出.基于子序列选择的方法具有 低的因子图噪声(27.30%). 

5   结论及后续工作 

结构化学习由于其标注集合的特殊性,难以被已有的噪声学习理论所涵盖.然而,结构化学习对于噪声可学

习性的分析有着更多的需求.本文基于对结构化学习中噪声放大问题的观察,对结构化学习问题的噪声可学习

性进行了理论分析,得到了结构化学习问题的噪声可学习性条件,并通过实验验证了理论的正确性.同时,本文

对高阶结构化学习模型噪声回退现象的分析以及在跨语言映射和协同训练方法上进行的实验都证明了该理论

在现实应用中具有重要的指导意义. 
在未来的工作中,我们将主要对以下 3 个方面进行研究: 
• 首先,我们将研究如何对本文的理论加以更广泛的推广,使其能够处理判别式结构化学习模型; 
• 其次,虽然文献[1]中的证明并没有显示假设数据标记的平衡性,但在具体应用中,数据的类别可能会有

极度的不平衡 ,现有的机器学习理论尚不能描述这种数据的不平衡性会对噪声可学习性产生何种 
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影响; 
• 第三,现实应用中的噪声并非总能满足随机噪声假设,比如在跨领域移植任务中,领域外数据对于领域

内模型来说便属于一种噪声数据,但这种噪声与数据类别条件相关,因此是一种固有噪声.在后续的工

作中,我们将研究固有噪声环境下的相关理论和算法. 
此外,我们将尝试将本文的理论和算法应用到更复杂结构的学习问题中,比如自然语言处理中具有树形输

出结构的句法分析任务. 
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附录 1:定理 2 的证明过程 

对于定理 1,文献[1]所给出的证明(见文献[1]的定理 2)分为两个步骤: 
(1) 计算得到每一个假设在训练集上的输出与样本标记不一致的概率; 
(2) 基于上述概率计算所有与真实函数 L*差异大于ε的假设(ε-bad 假设,即 d(Li,L*)≥ε的所有假设 Li)在训

练过程中被选中的概率. 
上述过程的第 2 步只考虑假设的输出与样本标记是否一致,被看作是一个二项分布问题,因此与学习问题

的类别数无关.基于此,为了证明定理 2,我们只需得到 C 类分类问题中各假设与样本标记不一致的概率,将这一

概率带入到第 2 步的证明过程中,即可得到结论. 
证明:对于假设空间中的任意假设 Li,无论训练集是否有噪声,其与 优假设 L*不一致的概率均为 

di=d(Li,L*). 
当样本存在噪声η时,对于任何一个给定样本,Li 与样本标记之间不一致可以分为两种情况: 
• 首先,在 Li与 L*输出一致的情况下,若有 Li与样本标记之间不一致,需满足样本标记有噪声,这一事件对

应的概率为(1−di)η; 
• 当 Li 与 L*输出不一致时,这一情况可以进一步细分为两类: 

(1) 样本标记正确,对应的概率为 di(1−η),或者 
(2) 样本标记错误,错误标记为除 Li(x)和 L*(x)以外的 C−2 个类别中的任意一个,对应的概率为 

diη×(C−2)/(C−1). 
从而,Li 与样本标记之间不一致的概率为 

(1 ) (1 ) ( 2) /( 1)
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之后的证明与文献[1]中的定理证明相同. □ 
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