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摘  要: 中心引力优化算法(central force optimization,简称 CFO)是一种新型的基于天体动力学的多维搜索优化算

法.该算法是一种确定性的优化算法,利用一组质子在万有引力作用下的运动,搜索目标函数在决策空间上的最优

值.利用天体力学理论对该算法中质子运动方程进行了深入的研究,并利用天体力学中万有引力定理对质子运动方

程进行了推导,建立起天体力学与 CFO 算法之间的联系,通过天体力学中数学分析的方法对该算法中质子收敛性能

进行了分析,最后,通过严格的数学推导证明出:无论初始时质子是何种分布,CFO 算法中所有的质子始终都会收敛

于 CFO 空间的确定最优解.作为测试效果,将 CFO 算法与常见的 BP 训练算法相结合,提出了 CFO-BP 训练算法,优
化前馈型人工神经网络的权值和结构.实验结果表明,采用 CFO-BP 算法优化神经网络比其他常见优化算法有更好

的收敛精度和收敛速度. 
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Abstract:  Central force optimization (CFO) is a new deterministic multi-dimensional search metaheuristic based on the metaphor of 
gravitational kinematics. CFO is a deterministic algorithm that explores a decision space by “flying” a group of probes whose trajectories 
are governed by Newton’s laws. Based on in-deph studies on the probes movement governed by the equations of gravitational motion, this 
paper utilizes Celestial Mechanics theory to deduce moving formulas, establishes the relationship between CFO algorithm and Celestial 
Mechanics, and analyzes CFO convergence through mathematics analysis of Celestial Mechanics. It concludes that no matter how initial 
probe distribute, all probes converge deterministically in CFO space with optimal solution. To test CFO’s effectiveness, a hybrid CFO-BP 
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algorithm is proposed for joint optimization of three-layer feed forward artificial neural network (ANN) structure and parameters (weights 
and bias). The experimental results show that the proposed hybrid CFO-BP algorithm is better than other algorithms in convergent speed 
and convergent accuracy. 
Key words:  convergence; CFO (central force optimization); deterministic 

中心引力优化算法(central force optimization,简称 CFO)∗∗
是一种确定性的启发式优化算法,该算法可以实

行多维全局的优化搜索[1].这一算法来源于天体力学中的万有引力动力学,它认为所有的物体都是在重力作用

下运动. 
目前,几乎所有启发式的优化算法都是基于某种自然界的隐喻,比如说最近几年刚出现的 GSO 算法[2]、比

较传统的粒子群优化算法[3]和蚁群优化算法[4]等.这些算法都会有一些随机的特征,每一次的运行都会得到不

同的结果.CFO 算法是一种完全确定性的优化算法,因为牛顿的万有引力规则和物体的运动都是确定性的.确定

性的算法有着许多优点,比如该算法可以采用确定性的数据.算法的每一次执行,使用同样的开始数据可以得到

同样的结果数据,该算法在运行期间可以使用反馈的方法实时地调整参数.CFO 算法通过一组质子
∗∗∗
在多维空

间的搜索,查找最优值.这组质子按照两个来源于天体力学万有引力的迭代公式在空间移动.在CFO算法中的质

子类似于粒子群算法的粒子和蚁群算法的蚂蚁,但是他们在搜索方式上有很大的差异[5]. 
CFO 算法是由 Formato 在 2007 年最先提出来的[1],目前的研究处于初级阶段.在文献[1]中,Formato 最先提

出了基本 CFO 算法,指出在天体物理学中,三维空间中的小天体,往往都是在大质量天体的轨道周围聚集(trap),
这与定位目标函数的最大值或最优值很相似.在此基础上,作者提出了 CFO 算法,给出了迭代公式,指出了算法

的确定性.因为算法的每一次迭代都是确定的,并且在迭代方程中没有任何随机因子,最后将CFO算法应用于一

些电磁学中的优化装载问题.在文献[6]中,Green 首次将基本 CFO 算法应用到神经网络训练中对数据进行分类,
并且与粒子群算法的神经网络训练进行比较,文中采用了 3 种不同的神经网络的模型,并采用了 Iris 数据集,最
后得出结论:CFO 算法是一种新的启发式搜索算法,性能优越.在文献[7]中,Mahmoud 利用 CFO 算法的全局收敛

性,将该算法与 Nelder-Mead 算法相结合,提出了一种混合型的算法,并将该算法用于共振频率检测,取得了较好

的效果.在文献[8]中,Haghighi将CFO算法应用于受压管道的泄漏检测和摩擦因子校准的问题上,取得了一些研

究成果.在其他一些工程领域,该算法也有了一定的应用,参见文献[9,10].但是,这些文章在应用 CFO 算法之前并

未证明出算法的收敛性能,算法的应用并没有可靠的理论基础.而且文献[1]的作者指出,CFO 算法的全局搜索

能力很强,但是局部搜索能力不够,在接近最优值附近,收敛缓慢.所以,该算法在实际应用之前,必须进行一系列

改进,以提升算法的局部收敛性能. 
众所周知,一种新的算法在广泛应用之前,必须进行收敛性能的分析证明工作.只有对算法进行收敛性能的

理论分析证明,才能使算法有了可靠的应用基础.目前还没有针对这方面的工作.本文从天体力学的角度,针对

算法中的质子运动方程进行了分析研究,利用天体力学中数学分析的方法对质子的运动方程进行了推导,建立

起天体力学与CFO算法之间的联系,最后,通过天体力学的数学分析的方法推导得出算法收敛的结论,完全从理

论上证明了 CFO 算法中质子的收敛性.CFO 算法具有很强的全局搜索能力,但是局部搜索能力欠缺,在接近最

优解附近搜索缓慢.将 CFO 算法与局部收敛性能很强的算法——BP 算法相结合,提出了混合型 CFO-BP 算法.
将该算法应用于训练三层前馈型人工神经网络,最后的实验结果表明,CFO 算法与其他几种算法相比有更强的

全局搜索能力,而BP算法的局部收敛能力很强,将两者结合后的CFO-BP算法,训练神经网络能够取得较好的泛

化能力. 
本文第 1 节介绍基本 CFO 算法.第 2 节从天体力学的角度对算法中质子运动方程作一推导,建立起天体力

学与 CFO 算法的联系.第 3 节是采用天体力学数学分析的方法对算法收敛性加以证明.第 4 节是 CFO-BP 算法

训练人工神经网络的问题.第 5 节是对 CFO-BP 算法的性能测试.第 6 节是结论. 

                                                                 
∗∗ 该算法最近几年才出现,还没有相关的中文论文,我们根据算法来源于天体的万有引力,所以暂译为中心引力算法. 

∗∗∗ 文献[1]中,作者都是采用了 probe,即探测器,我们根据天体力学的一些理论暂译为质子,即有质量的粒子. 
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1   基本 CFO 优化算法 

CFO 算法定位目标函数 1 2( , ,..., )
dNf x x x 最优值,在区域Ω :min(xk)≤xk≤max(xk),1≤k≤Nd,xk 是 Nd 维空间的 

变量,Nd 是 CFO 决策空间的维数,min(xk)和 max(xk)分别表示第 k 维最小值与最大值.算法包含两个质子运动方

程公式(1)和公式(2),这两个方程决定了质子在一系列迭代中的运动轨迹. 
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p
j −a 是质子 p 在第 j−1 迭代步的加速度; ,p p j

j k kx= ∑R e 是质子 p 在第 j 步的位置向量,其中, ,p j
kx 是它在第 k 

维的坐标,ek 是沿 xk 轴的单位向量,参数 1≤p≤Np 和 0≤j≤Nt 分别表示了质子和迭代步,Np 和 Nt 代表总共的质 

子数目和总共的迭代步数; , 1 , 1 , 1
1 1 2( , ,..., )

d

p p j p j p j
j NM f x x x− − −
− = 是质子 p 在当前位置在迭代步 j−1 时的目标函数适应

值,而其他质子在每一步的迭代都有适应值 1, 1,..., 1, , 1,...,k
j pM k p p p N− = − + ;G 是 CFO 算法的重力常数;U 是一

个单步函数,
1,   0

( )
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z
zU ⎧

= ⎨
⎩

≥
;α和β是常数,分别是 1 和 3,有时,为了简化计算,β取值 1. 

在 CFO 算法搜索空间中,“质量”的定义与力学中质量的定义不同,CFO 算法中的质量是一个根据质子位置

变化的、用户自定义的目标函数值,在具体实施算法时质量定义为 

CFO 1 1 1 1( ) ( ) .k p k p
j j j jMASS U M M M M α
− − − −= − ⋅ −  

亦即将目标函数适应值之间的差值定义为质量.具体算法参见文献[1]. 

2   天体力学对 CFO 算法迭代公式的推导 

CFO 算法的核心是对于加速度 a 的求解,本节从天体力学的角度对 CFO 算法的加速度公式作一推导,目的

是建立起天体力学与 CFO 算法的联系. 
假设 CFO 空间是由 1 2( , ,..., )

dNe e e 这组两两正交的单位向量所张成的一个 Nd 维空间,Np 个质子 Pi(i=1,2,…, 

Np),mi 为质子 Pi 的质量, 1 2( , ,..., )
d

i i i
Nx x x 为质子 Pi 的 CFO 空间中的坐标,则任意两个质子 Pi 和 Pj 间的距离为公式 

(3),公式(4)给出了 Np 个质子中任意两个质子的万有引力方程. 
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其中, i
kx 表示质子 i 的第 k 维坐标.在 Nd 维空间中,F 是一个向量

1 2
{ , ,..., }

Ndx x xF F F=F ,进一步可以得到公式(5): 
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牛顿第二运动定律 F=ma,加速度 a 是一个矢量.设 1 2{ , ,..., }
dNa a a=a ,则任意一个质子 Pi 的加速度第 k 维分 

量如公式(6)所示: 
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由于万有引力是普遍存在的,Np 个质子中任意两个质子都存在万有引力,所以对于任意一个质子,受到除了

本身以外其他质子的万有引力,于是,加速度分量写成公式(7). 
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公式(7)与公式(1)相比只有对于质量的处理上有所不同,在公式(1)中,质子的质量是一个自定义的值: 

CFO 1 1 1 1( ) ( ) , 1,k p k p
j j j jMASS U M M M M α α− − − −= − ⋅ − =  

其中,U 为单步函数. 
根据 U 函数的定义,当质子 k 所在位置的目标函数值大于质子 p 所在位置的目标函数值时,才有质子 k 

对 p 的引力存在,否则,该引力为 0.CFO 算法中质量定义的另一个不同之处在于目标函数值的差: 1 1( )k p
j jM M− −− ,

而没有使用目标函数值本身 1
k
jM − .这样是为了避免距离非常接近质子的过度的引力,具体可参见文献[1]. 

设 Np 个质子目标函数在任意一个迭代步满足不等式: 

1 2 3 1... ,
p pN Nf f f f f−≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

其中,fi 是第 i 个质子的目标函数值. 
在算法中,U 函数的目的是使得目标函数值大的质子对目标函数值小的质子的引力作用,所以可将质子运

动方程写成如下方程组形式: 
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 (8) 

其中, i
kx 表示第 i 个质子,第 k 维坐标对时间 t 的二阶导数,即加速度; i

kx 表示对时间 t 的一阶导数;mi 表示第 i 个 

质子的质量.在下面的收敛分析过程中,由于一次迭代过程中质子的目标函数值不发生变化,所以总是假设质量

为单位质量. 

3   CFO 算法收敛性分析 

本节首先介绍柯西-必卡定理,然后根据质子运动方程公式(8)将此定理作相应的修改,得到一个推论,根据

推论结合质子运动方程组,证得 CFO 算法收敛的结论. 
柯西-比卡定理. 设 n 阶常微分方程组 

 d ( )( 1,2,3,..., )
d

i
i

z Z z i n
t

= =  (9) 

右端函数 Zi 为不显含自变量 t 的已知函数,而且在域 
 | | ( 1,2,3,...., )i i iz z a i n− < =  (10) 
内解析,其中, 1 2( , ,..., )nz z z z= 为某个确定点,ai 为一组正实数.若存在一组正实数 Ai(i=1,2,3,…,n),使得在公式(10) 

条件确定的域内有: 
 |Zi(z)|<Ai(i=1,2,3,…,n) (11) 
则公式(9)存在唯一的解,在域 
 | |t t T− <  (12) 
内解析,其中, t 为给定的数,T 为 ai/Ai 中的最小值,而且对所有满足公式(12)的 t 值,相应的 zi(t)也满足公式(11), 
并有: 
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 lim ( ) ( 1,2,3,..., )i it t
z t z i n

→
= =  (13) 

此定理中,自变量 t 和 z=(z1,z1,…,zn)都是复变量,Zi(z)也认为是复变函数.若应用到本文 CFO 搜索空间中,必
须要加上如下限制条件: 

1) 因 z=(z1,z1,…,zn)表示质子的坐标分量,故当 t=0 时,Np 个质子中第 i 个、第 k 维的坐标初值 i
kx (zi 的一 

 部分)是实的而且是有限的,并使得质子间相应的距离不等于 0,而且是正的有限的实数; 

2) 对于质子的速度分量来说,t=0 时的初值 i
kx (zi 的一部分)应为有限的实数,而且与坐标的初值一起,使

得组成的总动量矩分量 1 2( , ,..., )
dNc c c c= [11−13]以及总能量常数 K 都是实的有限数. 

另外, i
kx 和 i

kx 在 t=0 的某个邻域内都是自变量 t 的解析单值函数.也就是说,在此领域内,质子间的距离都是 

大于 0 的实数. 

质子坐标和速度的分量在 t t→ 时,坐标和速度的极限值分别为 i
kx 和 i

kx ,都大于 0. 
本文引入一个正数υ,把任意两个质子间的距离 ir 大于 0 的条件写为 

 14ir υ≥  (14) 

其中,因子 14 的引入完全是为了后面推导方便而取.在这样的条件下,根据柯西-比卡定理,质子的坐标和速度 
(即 zi)可以展开为 t t− 的幂级数,并在区域 | |t t T− < 内绝对收敛. 

为了找出柯西-比卡定理中的 ai 和 Ai(统一用υ来表示),根据 CFO 搜索空间中的质子运动方程公式(8)来具

体加以讨论.公式(8)可改写为 

 d d 1,  
d d
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i k

x x Ux
t t m x

∂
= =

∂
 (15) 

其中,
1

.
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j i

N
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j ji
f f
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U G

r=
>
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为了求出这些右端函数在 t 邻域内的上界 Ai,先设: 
 0 0| | ,  | |s s s s

k k k kx x x xυ υ′− < − <  (16) 
其中,s=1,2,…,Np;υ0 和 0υ′ 也是两个正实数,相当于柯西-比卡定理中的 ai,但是大小可以统一用υ和质子组运动常

数来表示. 
公式(15)右端函数中,主要是质子间相互距离的倒数.若以其中 rji 为例,则有: 

 

2

2

( ) ( )

   [( ) ( ) ( )] [( ) ( ) ( )]

   ( ) ( )

   ( , )

i j i j
ij

i j i i j j i j i i j j

i j i j

i i j j
ij

r x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

r P x x x x

= − ⋅ −

= − + − − − ⋅ − + − − −

= − ⋅ − +…

= + − −

 (17) 

这里,P 表示所含引数的多项式,系数为整数以及 ( ).i jx x− |P|显然应小于其中每项都取绝对值之后的和.但若用

条件公式(16)以及 | |i j
ijx x r− ≤ ,应有 2

0 0| | 12 12ijP r υ υ< + . 

因此,若展开 1 3, ,...ij ijr r− − 为 | |s sx x− 的幂级数(xs 表示任意一个质子坐标 s=1,2,…,Np),只要满足条件: 

 2 2
0 012 12ij ijr rυ υ+ <  (18) 

即 

 0 12.9282...6 4 3
ij ijr r

υ < =
+

 (19) 

故,取 

 0 14
ijr

υ =  (20) 

是符合要求的.在此条件下,由公式(17)可得: 
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2 2 2 2 2
0 0

4| | 12 12
49ij ij ij ij ijr r P r r rυ υ> − > − − = , 

即 

 2
7ij ijr r>  (21) 

并有: 

 8| | | | | | | |
7

i j i j i i j j
k k k k k k k k ijx x x x x x x x r− − + − + − <≤  (22) 

则可得到: 

 3 2 2
0

49 1
4

i j
k k

ij ij

x x
r r υ
−

< =  (23) 

比较公式(20)和公式(14)可知,应有: 
 υ0>υ (24) 

所以,公式(23)可以写为 

 3 2
1

4

i j
k k

ij

x x
r υ
−

<  (25) 

相应的条件公式(16)可以改为 

 | |s s
k kx x υ− <  (26) 

对于质子组中其余的质子有相同的结果,因此有: 

 2
1

4i
i k

U M
m x υ

∂
<

∂
 (27) 

其中,
1

.
pN

s
s

M m
=

= ∑  

这就是公式(15)运动方程中后一半方程的右端函数在 t 邻域内的上界.前一半方程右端函数就是速度分 
量,可用能量积分来求出它们的上界[13−16].质子运动的能量积分可由运动方程得到.该积分为 

1
2 ,

pN
i i

i
i

m x x U h
=

⋅ − =∑  

其中,h 为积分常数.由能量积分可得速度分量的上界为 

 
2

| | | |
21 4

i
k

M Mx K
mυ

< +  (28) 

其中,K 为能量常数,m 为质子的质量.由此,若取: 

 
2

0 | |
21 4
M M K

m
υ

υ
′ = +  (29) 

则公式(16)中的速度分量应为 

 0| | 2i
kx υ′<  (30) 

这就是公式(15)前半段方程右端函数的上界. 
按照柯西-比卡定理的结果,时间收敛半径 T 是 ai/Ai 中的最小者.对于方程组公式(15),ai/Ai 只有两个,即 

2
0

0

4 ,
2M

υ υ υ
υ

′
′

,则
2 2

0 0

0 0 0

4 (8 ) 8 2 | | 1 .
2 2 2 21

M M K
M M m

υ υ υ υ υυ υ υ
υ υ υ

′ ′ − ⎛ ⎞− = = + −⎜ ⎟′ ′ ′ ⎝ ⎠
 

其中利用了公式(29). 
上式右端括号内各项之和应为正值,而质子组中质子个数 Np>2,表明后者较小,因此对于公式(15)这样的运

动方程,可以得到下列推论. 
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推论 1. 当时间 t 趋于某有限值 t 时,质子坐标 i
kx 趋于有限的极限 i

kx ,若在此极限值时质子间的相互距离 ijr

满足公式(14),则质子坐标分量可以展开为 t t− 的幂级数,并在 

 
2

0

| |
2 4 | |

21

t t T
M M K
m

υ υ
υ

υ

− < = =
′

+

 (31) 

时绝对收敛. 
公式(14)保证了运动方程在公式(31)所确定的范围内为 t 的解析函数;而公式(26)也保证了相互距离 rij可以 

展开为 t t− 的幂级数,仍在公式(31)的范围内绝对收敛.根据公式(8)所给出的质子运动方程,得到下面的推论 2. 
推论 2. 根据推论 1,结合质子运动方程,质子间的距离必在有限的时间内趋于 0,质子组必定收敛于一个确

定的最优解. 
反证法:假设不趋于 0,则根据质子运动方程必在质子组中存在着这样的两个质子 i 和 j,且 fi≠fj.于是,存在质

子 i 对质子 j 的引力或是质子 j 对质子 i 的引力,使得质子 j 向着质子 i 的方向移动或是相反.由于质子的距离不

趋于 0,所以这样的过程永远进行下去,与推论 1 矛盾,在有限的时间必定收敛到一个确定值.根据质子的运动方

程,算法必收敛到最优值. □ 

4   混合型的 CFO-BP 算法及其前馈型人工神经网络的训练 

CFO 算法最终会收敛到最优解.本文将 CFO 算法与 BP 算法相结合,提出了 CFO-BP 算法应用于训练三层

前馈型人工神经网络.本节首先介绍混合型的 CFO-BP 训练算法,然后介绍三层前馈型人工神经网络的基本结

构、编码方式、目标函数. 

4.1   混合型的CFO-BP算法 

CFO 算法是一种全局优化算法,它有很强的全局寻优能力[1],但也存在着一些缺点,在全局最优解附近,搜索

速度缓慢,即局部寻优能力不够.而 BP 算法正好相反,BP 算法是基于梯度下降法,最早由 Werbos 提出[17],之后, 
Rumelhart[18]进一步对其加以完善.该算法有着很强的局部寻优能力,但是该算法全局寻优能力很差.通过将两

种算法相结合,本文提出一种新的混合型的CFO-BP算法.该算法的基本思想是:在搜索的开始阶段,采用CFO算

法加快全局搜索速度,当连续几次迭代后,目标函数值不再变化或是变化很小,且小于一个预先定义好的数值,
此时可以认为搜索已经接近全局最优解.所以,搜索过程改为梯度下降搜索法,即采用 BP 算法在局部范围内 
搜索. 

在 CFO-BP 算法开始时,初始化一组随机分布的质子,这组质子按照公式(1)和公式(2)的方程在全局空间搜

索.然后再采用 BP 算法在全局最优解附近进行局部搜索,采用这种方式搜索,该算法可以更快地找到最优解.具
体的算法如下: 

1. 初始化质子的位置向量和加速度向量为 0 的向量; 
2. 设置 CFO 算法结束的条件,即目标函数变化的最小数值,当小于这个值时 CFO 算法结束.本文设定为

0.01; 
3. 计算初始时质子所在位置的目标函数适应值; 
4. 开始迭代: 

4.1. 用公式(1)计算加速度; 

4.2. 用公式(2)计算质子的位置, p
jR 目标函数值; 

4.3. 重复循环,直至满足 CFO 算法的结束条件; 
5. 使用 BP 算法在目标函数值附近搜索,如果搜索结果好于当前结果,则输出;否则,输出 CFO 算法的搜

索结果. 
BP 算法有一个参数称为学习速率,该参数可以控制算法局部最优的收敛速度.在实际应用中,往往通过经
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验或是理论的方法来设定学习速率,在本文中,设定学习速率η为 0.5. 

4.2   CFO-BP算法训练人工神经网络 

4.2.1   三层前馈型人工神经网络 
典型的三层前馈型人工神经网络如图 1 所示.X(x1,x2,…,xl)和 Y(y1,y2,…,ym)分别是输入 l 个节点和输出 m 个

节点,隐藏层有 h 个节点. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Typical three layer feedforward neural network 
图 1  典型的三层前馈型人工神经网络 

隐藏层输入节点值和输出节点值分别是公式(32)和公式(33). 

 
1

,1
l

j ji i j
i

s f w x b j h
=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≤ ≤  (32) 

 
1

,1
h

k kj j j
j

y f w s b k m
=

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ≤ ≤  (33) 

其中,f 是 sigmoid 函数,wji 代表输入层节点与隐藏层节点之间的连接权值,而 wkj 代表隐藏层节点与输出层节点

之间的连接权值,bj 和 bk 分别表示隐藏层节点和输出层节点的偏差. 
定义目标函数 fitness 为均方差函数公式(34). 

 2

1

1 ( )
n

i
i

MSE X X
n =

= −∑  (34) 

其中,Xi 是期望输出, X 是实际输出,n 是样本数目. 
三层前馈型神经网络的训练算法主要是对神经网络的权值和偏差进行不断的修改,以降低目标函数值,即

不断地减少均方差函数值. 
4.2.2   编码方案 

在 CFO-BP 训练算法编码方案中,每一个质子都由一个矩阵来表示.假设网络的结构是 2-3-4,则相应的每个

粒子的矩阵是公式(35). 

 11
11 11 12 13 14

11 12 13 21
21 21 22 23 24

21 22 23 31
31 31 32 33 34

41

( ) [ , , , ]

, , ,

lh h hm m

lh h hm m

probe i
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b w w w w
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b

=

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟
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w b w b

w b w b
 (35) 

在 CFO-BP 算法执行过程中,不断地进化参数.每个质子由上面公式(35)表示,其中,wlh 表示输入层与隐藏层

间的链接权值,whm 表示隐藏层与输出层间的链接权值,bh 表示隐藏层的偏差,bm 表示输出层的偏差.采用这种编

码方案,相应地,其解码方案也非常简单,本文不再详述. 

x1 

…
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sh
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s1
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5   实验结果与性能分析 

实验共分两个部分:第 1 部分是对 CFO 算法的全局收敛性能的测试,而 BP 算法的局部收敛性能可以参见

文献[17,18],这里不再详述;第 2 部分是对 CFO-BP 算法性能的分析. 

5.1   CFO算法的全局收敛性能分析 

下面以一个多峰函数为例说明 CFO 算法具有很强的全局收敛性能. 

函数定义为 max
1
[ sin( | |)], 500 500, 30, ( ) 12569.5.

dN

i i i d
i

f x x x N f x
=

= − = =∑ ≤ ≤  

该函数的最优值分布在决策空间的主对角线上,图 2 显示了各种算法在维数为 30、CFO 的质子数为 240、
PSO 的粒子数为 30 时的收敛轨迹. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  30 dimension convergence curves of Schwefel function 
图 2  30 维的 Schwefel 函数的收敛曲线 

从图 2 中可以看出: 
• CFO 算法在迭代将近 10 步时,接近全局最优值 12 569.5,然而在 10 步以后变化趋缓,看不出明显的变

化,在 200 多步才真正收敛到全局最优值; 
• 而标准 PSO 算法会陷入局部最小,错过全局最优值; 
• 基于混沌的粒子群算法 CPSO 可以收敛到全局最优,但是收敛速度缓慢; 
• 种群优化算法 GSO 收敛速度比 CPSO 要快,但是比起 CFO 算法收敛速度要慢. 
图 2 说明了 CFO 算法比起其他几种常见的最优化算法能够更快地收敛到全局最优解的附近,也即 CFO 算

法比其他几种算法有更强的全局搜索能力.但是,当CFO算法的搜索质子在接近最优值时,需要在局部范围内进

行搜索,此时,CFO 算法的局部搜索能力不够,所以导致在接近最优值附近时搜索缓慢,几乎看不到最优值的明

显变化. 
将CFO算法与局部搜索能力很强的BP算法[17,18]相结合,可以实现优势互补,使得CFO-BP算法既具有CFO

算法很强的全局搜索能力,又具有 BP 算法良好的局部搜索能力. 

5.2   CFO-BP算法的性能分析 

本文采用 CFO-BP 算法训练如图 1 所示的人工神经网络,来拟合几个复杂的多峰函数: 
1
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并且与目前几种流行的 PSO 算法、GSO 算法和 BP 算法进行比较,对应的神经网络是一个 i−S−1 的结构,其中,S
是隐藏层的节点数,i 是搜索空间的维数.随机生成 100 个训练样本和 50 个测试样本. 

算法具体的参数设置如下: 
• 对于 CFO 算法,质子数是 240,初始时质子随机分布; 
• PSO 算法种群规模设置为 40,其余设置参见文献[3]. 

PSO-BP 算法中,PSO 算法全局搜索迭代 200 次,BP 算法局部搜索迭代 1 000 次,而基本 BP 算法对于这几个

拟合函数迭代 1 000 次. 
表 1 中列出了拟合函数在几种算法下的训练误差 E1 和测试误差 E2 的比较,选择隐藏层节点数是 7.从表 1

中可以看出,混合型的 CFO-BP 算法比其他算法能够取得更高的精确度. 

Table 1  The comparison analysis of several common optimization algorithm 
表 1  几种常见的优化算法对于 4 个函数的误差分析比较 

函数 项目 BP CFO PSO-BP CFO-BP 

f1 
E1 
E2 

0.04581 
0.3124 

3.12e−04 
8.87e−02 

4.25e−04 
7.91e−02 

4.85e−06 
1.21e−02 

f2 
E1 
E2 

1.2e−02 
1.3e−02 

1.12e−02 
1.18e−02 

1.23e−02 
1.84e−02 

6.94e−03 
7.31e−03 

f3 
E1 
E2 

4.01e−04 
0.2114 

3.84e−03 
6.82e−02 

2.68e−03 
5.12e−02 

4.01e−05 
8.12e−04 

f4 
E1 
E2 

6.12e−02 
0.1245 

3.24e−02 
4.12e−01 

3.14e−02 
5.68e−01 

2.14e−03 
1.24e−02 

下面以 f1 函数为例,说明各种常见优化算法的性能优势. 
图 3 显示了隐藏层节点数是 7 的情况下,各种算法训练误差的比较曲线.图中列出了前 400 次迭代的情况,

后面几百次迭代误差变化不够显著,所以未画出.从图中可以看出,BP 算法陷入了局部收敛,主要是因为 BP 算法

具有很强的局部收敛性能,但是全局搜索性能较差,所以很容易陷入局部收敛的陷阱中.其他几种算法都可以全

局收敛,其中,CFO 算法全局搜索能力很强,在迭代初始收敛速度很快,但是由于局部搜索能力不够,所以中后期

收敛缓慢;PSO-BP算法利用了 PSO算法的全局搜索能力,同时也利用了 BP算法的局部搜索能力,所以取得了较

好的性能;CFO-BP 算法中,CFO 算法比 PSO 算法有更好的全局搜索能力,所以收敛速度更快,精度更高.在图 3
所示的曲线中,CFO-BP 算法能够取得最好的搜索性能. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  The comparison curves of several optimization algorithm 
图 3  各种算法的训练误差比较曲线 

选择终止条件是:MSE<=0.02,其余设置如前所述. 
图 4 显示了拟合 f1 时,隐藏层节点数与训练时间的关系曲线. 
从隐藏层节点数与训练时间的关系曲线可以看出,CFO 算法与 PSO-BP 算法的训练时间很接近,这主要是

因为 CFO 算法全局收敛速度比 PSO 算法要快,但是局部收敛速度比 BP 算法要慢,而算法执行中开始时全局搜

索,然后转为局部搜索,所以总体上看,CFO 算法与 PSO-BP 算法训练时间相差不大.而 CFO-BP 算法无论在隐藏
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层节点数是多少,都可以取得较好的时间性能. 
图 5 显示了隐藏层节点数与测试误差的关系,对于 CFO-BP 算法,当隐藏层节点数为 11 时,网络的泛化能力

最好.从总体上看,CFO-BP 算法的泛化能力强于其余几种常见的算法. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  The relation curves of the number of      Fig.5  The relation curves of the number of 
hidden layer nodes and training time             hidden layer nodes and testing error 

图 4  隐藏层节点数与训练时间的关系曲线     图 5  隐藏层节点数与测试误差的关系曲线 

6   结  论 

文献[1]最早提出了 CFO 迭代算法,但到目前为止,针对 CFO 算法收敛性能的理论分析证明据我们所知还

未出现.本文正是利用天体力学数学分析方法,对CFO算法中质子运动规律进行了分析,并从理论上严格证明了

CFO 算法无论初始的质子如何分布,CFO 算法都收敛到最优解.最后,为了测试 CFO 算法的性能,本文将该算法

与 BP 算法相结合,提出了 CFO-BP 神经网络训练算法,去训练三层前馈型人工神经网络.实验结果说明,CFO 算

法具有较好的全局搜索能力,BP 算法具有很好的局部搜索能力,将两者结合后的混合 CFO-BP 算法具有良好的

泛化能力. 
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