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摘  要: 翻译在计算机科学中的一个重要应用是实现一个逻辑与另一个逻辑在表达能力上的比较,以及利用目标

逻辑的推理机实现源逻辑的推理.现有逻辑之间的翻译理论和性质没有深入研究逻辑的语义翻译,以及翻译是否保

持不可满足性等问题.该文研究了一类同时保持公式的可满足性和不可满足性的翻译——语义忠实语义满翻译,给
出了语义忠实语义满翻译的定义,比较了语义忠实语义满翻译与已有文献中翻译定义的区别和联系,讨论了逻辑的

可靠性、完备性、可判定性、紧致性、公式的逻辑等价性,以及模型的初等等价性在语义忠实语义满翻译下被保持

的问题.运用语义忠实语义满翻译的定义给出了逻辑之间的同义性定义,并证明了同义关系是逻辑之间的一个等价

关系. 
关键词: 翻译;语义忠实语义满翻译;逻辑同义性 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

中文引用格式 : 申宇铭 ,马越 ,曹存根 ,眭跃飞 ,王驹 .逻辑之间的语义忠实语义满翻译 .软件学报 ,2013,24(7):1626−1637. 
http://www. jos.org.cn/1000-9825/4285.htm 
英文引用格式: Shen YM, Ma Y, Cao CG, Sui YF, Wang J. Faithful and full translations between logics. Ruan Jian Xue Bao/Journal of 
Software, 2013,24(7):1626−1637 (in Chinese). http://www.jos.org.cn/1000-9825/4285.htm 

Faithful and Full Translations Between Logics 

SHEN Yu-Ming1,2,  MA Yue1,2,  CAO Cun-Gen1,  SUI Yue-Fei1,  WANG Ju3 

1(Key Laboratory of Intelligent Information Processing, Institute of Computing Technology, The Chinese Academy of Sciences, Beijing 
100190, China) 

2(Graduate University, The Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China) 
3(School of Computer Science and Information Engineering, Guangxi Normal University, Guilin 541004, China) 
Corresponding author: SHEN Yu-Ming, E-mail: ymshen@mailbox.gxnu.edu.cn 

Abstract:  In computer science, an important application of translations includes comparing the expressive power among logics to 
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形式系统之间的翻译(转换、归约)是计算机科学理论中的基本方法.在 20 世纪 30 年代~60 年代,给出众多

的计算系统(比如图灵机、自动机、形式文法等等)以后产生的一个问题就是这些计算系统的计算能力上的等

价性.文献[1,2]给出了这些计算系统的计算能力上的等价性.即,图灵机、自动机、形式文法等计算模型的可计

算函数类是相同的.洪加威[3]给出了这些计算系统在计算复杂性上的等价性,比如,一类问题在图灵机上是 NP
完全的当且仅当这类问题在形式文法上是 NP 完全的. 

一个逻辑是一个形式系统,逻辑之间的翻译(转换、归约)是一个经典的、但近 10 年来越来越受到重视的逻

辑问题[4].翻译在计算机科学中的重要应用主要表现在以下两个方面:一是实现一个逻辑(源逻辑)与另一个逻

辑(目标逻辑)在表达能力上的比较;二是利用目标逻辑的推理机实现源逻辑的推理任务[5].比如,van Benthem[6]

利用命题模态逻辑到一阶逻辑的翻译,建立了命题模态逻辑表达能力的刻画定理,精确地给出了命题模态逻辑

公式与一阶逻辑公式等价的充分必要条件.Borgida 等人[7−10]利用描述逻辑到一阶逻辑的翻译,比较不同描述逻

辑系统与一阶逻辑在表达能力上的差异.Ohlbach 等人[4,11−13]建立命题模态逻辑到一阶逻辑的翻译,将命题模态

逻辑的推理问题转换为一阶逻辑的推理问题,从而避免在命题模态逻辑中专门设计推理机.上述这些应用成功

实现的一个重要前提是,我们必须在两个逻辑之间建立合理的、巧妙的翻译. 
一般来说,这样的翻译具备如下两条逻辑性质[4,9,10]: 
• 可靠性(soundness):对任意公式ϕ,如果ϕ可满足,则翻译后的公式ϕ′也可满足; 
• 完备性(completeness):对任意公式ϕ,如果ϕ′可满足,则ϕ也可满足. 
由翻译的可靠性和完备性两条逻辑性质可知,公式的可满足性在可靠和完备的翻译下被保持,即ϕ可满足,

当且仅当ϕ′也是可满足的.但是这样的翻译不一定保持不可满足性,即可靠的和完备的翻译可以将不可满足的

公式翻译为可满足的公式.例如:一阶模态逻辑到对应物理论(counterpart theory)就有 3 种不同形式的可靠的和

完备的翻译,它们分别是 Lewis 的翻译[14]、Forbes 的翻译[15]和 Ramachandran 的翻译[16].Fara 和 Williamson[17]

举例指出,这 3 种翻译均存在把一阶模态逻辑中不可满足公式翻译成对应物理论中的可满足公式. 
造成这一问题的主要原因是,在建立翻译时只是考虑了语言间的翻译和公式间的翻译,没有建立其相应的

语义翻译.如果考虑逻辑间模型的翻译并且源逻辑的模型类被翻译为目标逻辑的模型类的真子类,那么可靠的

和完备的翻译可以将不可满足的公式翻译为可满足的公式.为了确保源逻辑的可满足公式翻译为目标逻辑的

可满足公式、不可满足公式翻译为目标逻辑的不可满足公式,在文献[18]中,我们提出了如下两条逻辑性质: 
• 语义忠实性(faithfulness):对任意公式ϕ,对任意的源逻辑的模型 M 和赋值 v,M,v 满足ϕ,当且仅当翻译后

的模型 M′和赋值 v′也满足翻译后的公式ϕ′; 
• 语义满性(fullness):对任意公式ϕ′,对任意的目标逻辑的模型 M″和赋值 v″,如果 M″和 v″满足翻译后的公

式ϕ′,则总存在ϕ′的可满足模型 M 和赋值 v,使得 M 翻译后等于 M″,v 翻译后等于 v″. 
翻译的语义忠实性是一个翻译的可靠性和完备性之和,具备语义忠实性的翻译将源逻辑的可满足公式翻

译为目标逻辑的可满足公式.语义满性是要求目标逻辑的每一个满足ϕ′的模型和赋值,都能在源逻辑中找到相

应的模型和赋值满足ϕ′,同时,具备语义忠实性和语义满性的翻译将源逻辑的不可满足公式翻译为目标逻辑的

不可满足公式 .比如 ,二阶逻辑在标准语义下到一阶逻辑的翻译是一个语义忠实的但不是语义满的翻

译.Boolos[19]曾指出,二阶逻辑公式到一阶集合论公式的翻译没有把二阶永真公式翻译为集合论的定理.如果将

二阶逻辑的语义由标准语义扩展为 Henkin 语义[20],那么可以建立二阶逻辑到一阶逻辑具备语义忠实性和语义

满性的翻译. 
逻辑之间的翻译本身是一个复杂的过程,到目前为止,还没有一个公认的判定一个翻译好坏的标准;而同

时,保持公式的可满足性和不可满足性是翻译的基本要求. 
如果一个翻译σ同时具备语义忠实性和语义满性,那么我们称σ是一个语义忠实语义满翻译.本文从逻辑语

义模型的角度讨论逻辑之间的翻译问题,研究一类同时保持公式的可满足性和不可满足性的翻译——语义忠

实语义满翻译,在确保利用目标逻辑推理机实现源逻辑推理的同时不会推出多余的结论和保持逻辑的元性质

(比如可靠性、完备性、紧致性等)所起的作用. 
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本文第 1 节将给出语义忠实语义满翻译的定义和命题模态逻辑到一阶逻辑标准关系翻译 (standard 
relational translation)的例子,并证明公式的可满足性和不可满足性在语义忠实语义满的翻译下被保持,以及标

准关系翻译是一个语义忠实语义满翻译.第 2 节讨论语义忠实语义满翻译与已有文献中若干逻辑之间翻译定

义的区别与联系,以及语义忠实语义满翻译在确保目标逻辑推理机不会推出多余结论所起的作用.第 3 节讨论

语义忠实语义满翻译在保持逻辑的可靠性、完备性、可判定性、紧致性、公式的逻辑等价性以及模型的初等

等价性所起的作用.第 4 节运用语义忠实语义满翻译的定义,给出两个逻辑之间同义性的概念.一个源逻辑与目

标逻辑是同义的,当且仅当源逻辑到目标逻辑和目标逻辑到源逻辑均存在语义忠实语义满的翻译.进一步证明

逻辑之间的同义关系是一个等价关系,从而给出逻辑之间的一个等价划分.第 5 节是结论和工作展望. 

1   语义忠实语义满翻译 

本节首先给出逻辑之间翻译的定义,其次给出命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译的例子,然后给出

语义忠实语义满翻译的定义,最后证明公式的可满足性和不可满足性在语义忠实语义满的翻译下被保持,以及

标准关系翻译是一个语义忠实语义满翻译. 
一个逻辑是由逻辑的语言、语法和语义这 3 部分组成,其中,语言部分由非逻辑符号和逻辑符号组成;语法

部分是由公式及公式的形成规则、推理公理和推理规则组成的公理系统;语义部分由模型和赋值组成(如果一

个逻辑的语义部分没有赋值,比如命题逻辑,那么语义部分只考虑模型).比如,命题模态逻辑由以下 3 部分组成. 
• 命题模态逻辑的语言:L 包含下列非逻辑符号: 

(1) 可数多个命题变量符号:p0,p1,...; 
另外,还包含下列逻辑符号: 
(2) 模态词: ; 

(3) 逻辑联结词:¬,→; 
(4) 括号和标点:(,). 

• 命题模态逻辑的语法: 
(1) 命题模态逻辑的一个公式是一个符号串,定义为ϕ=p|¬ψ|ψ→θ| ψ. 

(2) 命题模态逻辑的推理公理: 
 ϕ→(θ→ϕ); 
 ϕ→((ψ→θ)→((ϕ→ψ)→(ϕ→θ))); 
 (¬ψ→¬ϕ)→((¬ψ→ϕ)→ψ); 
 (ϕ→ψ)→( ϕ→ ψ). 

(3) 命题模态逻辑的推理规则: 
 分离规则:由ϕ和ϕ→ψ推出ψ; 
 必然规则:由ϕ推出 ϕ. 

上面我们给出的命题模态逻辑称为命题模态逻辑的 K 系统.如果在 K 公理系统中再添加 ϕ→ϕ,则可以得

到命题模态逻辑的 T 系统;如果在 K 公理系统中再添加 ϕ→◇ϕ,则可以得到命题模态逻辑的 D 系统. 

• 命题模态逻辑的语义:命题模态逻辑的一个模型 M 是一个三元组(W,R,I),其中,W 是可能世界的集合;R
是 W 上的一个二元关系;I 是一个解释,使得:对任意的命题变量符号 p 和可能世界 w,I(p,w)∈{0,1}. 

由此,逻辑之间的一个翻译是由语言层翻译、语法层翻译和语义层翻译组成,其中,语法层翻译是由公式间

的翻译、推理公理间的翻译和推理规则间的翻译组成;语义层翻译是由模型间的翻译和赋值间的翻译组成.本
文暂时先不讨论推理公理和推理规则间的翻译. 

任意给定两个逻辑 S,S′,一个 S 到 S′的翻译定义如下: 
定义 1. 给定两个逻辑 S 和 S′,一个 S 到 S′的翻译σ是满足如下条件的一个映射: 
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(1) 语言层:如果 S 语言中的符号在 S′的语言中存在对应关系,那么 S 中的非逻辑符号和逻辑符号,σ分别

映射为 S′中的非逻辑符号和逻辑符号; 
(2) 语法层:对 S 中的任意公式ϕ,σ映射ϕ为 S′中的公式; 
(3) 语义层:对 S 中的任意模型 M,σ映射 M 为 S′中的模型;对 S 中的任意一个模型 M 上的任意一个赋值

v,σ映射 v 为σ(M)上的一个 S′赋值. 
注 1: 
(1) 定义 1 要求源逻辑的任意一个公式翻译为目标逻辑的一个公式.由命题模态逻辑到一阶逻辑的标准

关系翻译,这样的翻译是将命题模态逻辑的一个公式ϕ,在一个模型 M 的一个可能世界 w 中的真值性

翻译到一阶逻辑中的一个公式,所以定义 1 中的映射σ应理解为允许带参数的翻译; 
(2) 定义 1 要求源逻辑的一个模型翻译为目标逻辑的一个模型,源逻辑的一个赋值翻译为目标逻辑的一

个赋值,但是并不是所有的逻辑语言都包含变量符号,比如命题逻辑、命题模态逻辑,因此,如果两个

逻辑语言都包含变量符号,那么源逻辑的赋值被映射为目标逻辑的赋值;如果两个逻辑语言都不包

含变量符号,那么两个逻辑没有赋值间的对应关系,比如命题逻辑到直觉命题逻辑的翻译;如果两个

逻辑语言中的一方含有变量符号而另一方不含变量符号,那么映射σ应理解为一个偏函数,即允许赋

值间没有对应关系,比如命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译.  
Kerber 在文献[21,22]中给出了如下逻辑之间翻译的定义: 
定义 2. 给定两个逻辑 S 和 S′,一个 S 到 S′的翻译σ是满足如下条件的一个映射: 
• 对 S 语言中的任意非逻辑符号 s,σ映射 s 为 S′中的非逻辑符号; 
• 对 S 中的任意公式集合Σ,σ映射Σ为 S′中的公式集合. 
定义 1 与定义 2 的区别在于,定义 1 在语言层翻译增加了逻辑符号的翻译,考虑了语义层翻译,增加了模型

和赋值间的翻译.下面我们以命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译为例来说明定义 1. 
例 1:设σ1 是命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译,翻译以后的一阶逻辑语言 L′包含下列符号: 
(1) 变量符号 w0,w1,...; 
(2) 一元谓词符号 p1,p2,...; 
(3) 特殊二元谓词符号:R. 
• 语言层翻译 
命题模态逻辑语言中的命题变量符号 p 对应于一阶逻辑语言的一元谓词符号 p;逻辑联结词¬,→分别对应

于一阶逻辑语言的逻辑联结词¬,→;括号和标点(,)对应于一阶逻辑的括号和标点(,);命题模态逻辑模型中的可

能世界 w 对应于一阶逻辑语言中的变量符号 w;命题模态逻辑模型 M 中的可达关系 R 对应于一阶逻辑语言中

的特殊二元谓词符号 R,即通过在目标逻辑的语言中添加变量符号和特殊的谓词符号来表达源逻辑的语义信 
息;模态词 在一阶逻辑语言中没有对应,但是,当模态词 在命题模态逻辑的公式中出现,在进行公式间的翻译 

时,特殊的谓词符号 R 在被翻译的公式中出现. 
• 语法层翻译 

σ1 将命题模态逻辑的一个公式ϕ,在模型 M 的一个可能世界 w 中的真值性翻译到一阶逻辑中的一个公式,
其中,W 中的元素 w 翻译为一阶逻辑中的变量符号 w.对于任何一个可能世界 w,设命题模态逻辑的公式ϕ带参数

w 的翻译为σ1(ϕ,w),则有: 

1
1

1 1

1

( ),                                   
( , ),                           

( , ) .
( , ) ( , ),            

( ( , ) ( , )),  

p w p
w

w
w w

w R w w w

ϕ
σ ψ ϕ ψ

σ ϕ
σ ψ σ θ ϕ ψ θ

σ ψ ϕ ψ

=⎧
⎪¬ = ¬⎪= ⎨ → = →⎪
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• 语义层翻译 
任意给定命题模态逻辑的模型 M,构造相应的一阶逻辑的模型σ1(M)=M ′=(N ′,I ′)和赋值 v′如下: 
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(1) N ′=W; 
(2) I ′(p)={w∈W:I(p,w)=1}; 
(3) I ′(R)=R; 
(4) v′(w)=w. 
注 2:严格地说,我们在这里假设命题模态逻辑的模型 M 中的可能世界集合 W 到一阶逻辑的可能世界变量

集合之间存在一个满单射 f,f(w)可以看做是 W 中的元素 w 语义语法化后的对象.根据上述假设,σ1 定义为 
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这里,f −1 表示 f 的逆函数.  
命题模态逻辑到一阶逻辑翻译的整个过程如图 1 所示. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  The translation from propositional modal logic into first-order logic 
图 1  命题模态逻辑到一阶逻辑的翻译过程 

在图 1 中:ϕ表示命题模态逻辑的公式,该公式在模型 M、可能世界 w 中为真(图中用 1 表示);翻译σ把公式

ϕ和可能世界 w 翻译为一阶逻辑公式σ(ϕ,w),该公式在模型 M′、赋值 v′下为真(图中用 1 表示),且 v′(w)=w.命题

模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译是把命题模态逻辑的公式和模型中的可能世界混合翻译成一阶逻辑的公

式,在这个翻译中,有一个语义信息语法化的过程,即,命题模态逻辑中的可能世界 w翻译为一阶逻辑的可能世界

变量 w. 
任意给定两个逻辑 S,S′,下面从一个翻译必须同时保持公式的可满足性和不可满足性这一基本要求出发,

给出语义忠实语义满翻译的定义: 
定义 3. 设σ是 S 到 S′的一个翻译,如果σ还满足如下两个条件: 
(1) 对于任意给定的 S 上的公式ϕ、模型 M、赋值 v 都有 

(M,v) ϕ,当且仅当(σ(M),σ(v)) σ(ϕ). 
(2) 对于任意给定的 S 上的公式ϕ、任意 S′的模型 M ′、赋值 v′都有:如果(M ′,v′) σ(ϕ),则存在 S 的模 

 型 M 和赋值 v,使得 
(M,v) ϕ并且σ(M)=M ′,σ(v)=v′, 

那么称σ是一个语义忠实语义满翻译. 
由定义 3 可知,公式的可满足性和不可满足性在语义忠实语义满的翻译下被保持. 

σ1(ϕ,w)

11 

σ1 
ϕ 

w 

w

v′J 

…
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命题 1. 如果σ是 S 到 S′的一个语义忠实语义满翻译,那么对 S 的任意公式ϕ,ϕ在 S 中可满足当且仅当σ(ϕ)
在 S′中可满足.  

命题 2. 如果σ是 S到 S′的一个语义忠实语义满翻译,那么对 S的任意公式ϕ,ϕ在 S中不可满足当且仅当σ(ϕ)
在 S′中不可满足. 

证明:假设ϕ在 S中不可满足但是σ(ϕ)在 S′中可满足,那么存在模型 M ′和赋值 v′,使得(M ′,v′) σ(ϕ).由语义忠

实语义满翻译的条件(2),则有:S 的模型 M 和赋值 v 使得(M,v) ϕ,这与ϕ在 S 中不可满足相矛盾;反之,若σ(ϕ)在
S′中不可满足但是ϕ在 S 中可满足,那么存在 S 模型 M 和赋值 v,使得(M,v) ϕ.由语义忠实语义满翻译的条件(1),
则有:(σ(M),σ(v)) σ(ϕ),这与σ(ϕ)在 S′中不可满足相矛盾. □ 

由定义 3,施归纳于公式ϕ的结构,可以证明命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译是一个语义忠实语义

满翻译. 
定理 3. 命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译是一个语义忠实语义满翻译. 
证明:根据模型的构造,施归纳于公式ϕ的结构.这里仅列举原子公式的情形,其他情形与此类似. 
若ϕ=p.因为(M,w) p 当且仅当 I(p,w)=1,所以 w∈I′(p)={w∈W:I(p,w)=1}.即,(σ1(M),v′) p(w).对任意一阶逻辑

的模型 M′=(U′,I′)和赋值 v′,如果(M′,v′) p(w),那么相应的命题模态逻辑的模型 M=(W,R,I)构造如下: 

• W=U ′; 
• I(p,w)=1 当且仅当 w∈I′(p); 
• R=I′(R). 
由上述模型的构造以及例 1 中的语义层翻译则有:σ1(M)=M ′并且(M,w) p. □ 

2   语义忠实语义满翻译与若干已有翻译定义的区别与联系 

在本节,我们讨论语义忠实语义满翻译与已有文献中给出的若干翻译定义的区别与联系,以及语义忠实语

义满翻译在确保目标逻辑推理机不会推出多余结论所起的作用.在讨论之前,我们先给出翻译的模型单、赋值

单、否定可分配以及公式满这 4 个定义,并证明例 1 的翻译是模型单的、否定可分配的但不是公式满的翻译. 
定义 4. 一个翻译σ是模型单的是指,对 S 的任意两个模型 M1,M2,如果 M1≠M2,那么σ(M1)≠σ(M2). 
命题 4. 命题模态逻辑到一阶逻辑模型间的翻译是一个单射. 
证明:对任意两个命题模态逻辑的模型 M1=(W1,R1,I1),M2=(W2,R2,I2),如果 M1≠M2,那么由命题模态逻辑模型

的定义则有:或者 W1≠W2 或者 R1≠R2 或者 I1≠I2: 
• 如果 W1≠W2,那么由σ1 的语义层翻译就有 1 2N N′ ′≠ ,即σ1(M1)≠σ1(M2); 
• 如果 R1≠R2,那么由σ1 的语义层翻译就有 1 2( ) ),(I I ′′ ≠ RR 即σ1(M1)≠σ1(M2); 
• 如果 I1≠I2,那么存在某个命题变量符号 p,使得 I1(p)≠I2(p).由σ1 的语义层翻译则有 1 2( ) ( ),I p I p′ ′≠ 即 

σ1(M1)≠σ1(M2). □ 
定义 5. 一个翻译σ是赋值单的是指,对 S 的任意模型 M 上的两个赋值 v1,v2,如果 v1≠v2,那么σ(v1)≠σ(v2). 
定义 6. 一个翻译σ是否定可分配的是指,对 S 的任意公式ϕ,σ(¬ϕ)=¬σ(ϕ). 
由例 1 给出的公式间的对应关系可知:命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译是否定可分配的. 
定义 7. 一个翻译σ是公式满的是指,对任意 S′的公式σ′,总存在 S 的公式σ,使得σ(ϕ)=ϕ′. 
命题 5. 命题模态逻辑到一阶逻辑的公式间翻译不是满射. 
证明:令ϕ ′=∀wR(w,w),则ϕ ′是一个一阶逻辑的公式.因为ϕ ′包含特殊的谓词符号 R,所以如果存在命题模态 

逻辑的某个公式ϕ满足σ1(ϕ,w)=ϕ ′,那么这样的公式ϕ应该包含模态词 .由命题模态逻辑到一阶逻辑的公式间翻

译可知,如果某个公式包含模态词 ,那么这样的公式翻译为一阶逻辑的公式必定包含蕴含联结词.因为ϕ′不含 

蕴含联结词,所以不存在命题模态逻辑的公式ϕ满足σ1(ϕ,w)=ϕ ′.即,命题模态逻辑到一阶逻辑公式间的翻译不

是满射. □ 
Epstein[23]从可满足关系角度定义了一个命题逻辑 S1 到另一个命题逻辑 S2 的翻译是满足如下条件的一个 
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永真映射:对 S1 的任意公式集合Γ∪{ϕ},
1

| SΓ ϕ= 当且仅当
2

( ) | ( ).Sσ Γ σ ϕ=  

下面我们证明:如果源逻辑到目标逻辑的翻译是模型单的、赋值单的语义忠实语义满翻译,那么对 S 的任 
意公式集合Φ和公式ϕ,Φ Sϕ当且仅当σ(Γ) S′σ(ϕ).即,语义忠实语义满翻译如果还满足模型单和赋值单的条件, 

那么语义忠实语义满翻译的定义与 Epstein 给出的翻译的定义是相吻合的. 
命题 6. 如果σ是 S 到 S′的模型单的、赋值单的语义忠实语义满翻译,那么对 S 的任意公式集合Φ和公式ϕ, 

Φ Sϕ当且仅当σ(Φ) S′σ(ϕ). 
证明:假设Φ Sϕ.对 S′的所有模型 M ′和赋值 v′,如果(M ′,v′) S′σ(ϕ),那么由σ是语义忠实语义满的翻译则有:S

的模型 M 和赋值 v 满足σ(M)=M ′,σ(v)=v′,并且(M,v) SΦ;又因为Φ Sϕ,所以(M,v) Sϕ;再根据σ是语义忠实语义满

的,就有(M ′,v′) S′σ(ϕ); 
反之,假设σ(Φ) S′σ(ϕ).对 S 的所有模型 M 和赋值 v,如果(M,v) SΦ,那么由σ是语义忠实语义满的,则有

(σ(M),σ(v)) S′σ(Φ),从而则有(σ(M),σ(v)) S′σ(ϕ);又因为σ是模型单的、赋值单的和语义忠实语义满的,所以有

(M,v) Sϕ. □ 

本文考虑的语义忠实语义满翻译的定义与 Epstein 给出的翻译的定义的区别在于:语义忠实语义满翻译描 
述的是源逻辑的模型、赋值以及公式与源逻辑的可满足关系所形成的元断言,即(M,v) Sϕ和目标逻辑的模型赋

值以及翻译后的公式与目标逻辑的可满足关系所形成的元断言,即(M ′,v′) S′σ(ϕ)之间的关系;而 Epstein 的定义

描述的是源逻辑的公式集合和公式与源逻辑的可满足关系所形成的元断言,即
1

| SΓ ϕ= 与目标逻辑的翻译后的

公式集合和公式与目标逻辑的可满足关系所形成的元断言,即
2

( ) | ( )Sσ Γ σ ϕ= 之间的关系. 

由 Prawitz,Malmnäs[24]的翻译定义以及 Feitosa,Ottaviano[25]的保守映射定义,从可推导关系来刻画逻辑之间

的一个翻译.给定两个逻辑 S 和 S′,一个 S 到 S′的翻译σ是满足如下条件的一个映射:对任意 S 中的公式 
ϕ,都有 Sϕ当且仅当 S′σ(ϕ). 

下面我们证明:如果 S,S′的语言都包含否定联结词并且σ是一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么对 
S 的任意公式ϕ, Sϕ当且仅当 S′σ(ϕ).即,语义忠实语义满翻译的定义与 Prawitz,Malmnäs 的翻译定义以及 

Feitosa,Ottaviano 的保守映射定义是相吻合的. 
命题 7. S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S 到 S′的一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么对 S

的任意公式ϕ,有 

Sϕ当且仅当 S′σ(ϕ). 
证明:对 S 的任意公式ϕ,如果 Sϕ但是 S′σ(ϕ),那么存在 S′的模型 M ′和赋值 v′,使得(M ′,v′) S′¬σ(ϕ).因为σ是

语义忠实语义满的,并且对任意的公式ϕ,σ(¬ϕ)=¬σ(ϕ),所以存在 S 的模型 M 和赋值 v,使得(M,v) S¬ϕ.这与 Sϕ 

相矛盾; 
反之,如果 S′σ(ϕ)但是 Sϕ,那么存在 S 的模型 M 和赋值 v,使得(M,v) S¬ϕ.因为σ是语义忠实语义满的,并且

对任意的公式ϕ,σ(¬ϕ)=¬σ(ϕ),所以就有(σ(M),σ(v)) S′¬σ(ϕ).这与 S′σ(ϕ)相矛盾. □ 

与 Prawitz,Malmnäs的翻译定义以及 Feitosa,Ottaviano的保守映射定义相比,语义忠实语义满翻译强调的是

语义信息,是从可满足关系来刻画一个翻译;而 Prawitz,Malmnäs 以及 Feitosa,Ottaviano 关于翻译的定义强调的

是语法信息,是从可推导关系来刻画一个翻译. 
命题 7 还表明了如下的事实:如果源逻辑到目标逻辑之间能够建立否定可分配的语义忠实语义满的翻译,

那么若运用目标逻辑的推理机来实现源逻辑的推理,则目标逻辑的推理机不会推出多余的结论.由例 1和定理 3
可知,命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系翻译是一个否定可分配的语义忠实语义满翻译.由命题 7 可知,当运

用一阶逻辑的推理机来实现命题模态逻辑的推理时,一阶逻辑的推理机不会推出多余的结论. 

3   语义忠实语义满翻译的若干性质 

本节首先证明语义忠实语义满翻译满足传递性.即,如果σ是 S 到 S′的一个语义忠实语义满翻译,τ是 S′到 S″
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的一个语义忠实语义满翻译,令ρ=σ°τ表示ρ是σ和τ的复合函数,那么ρ是 S 到 S″的一个语义忠实语义满翻译. 
命题 8. 如果σ是 S 到 S′的一个语义忠实语义满翻译,τ是 S′到 S″的一个语义忠实语义满翻译,那么ρ=σ°τ是

S 到 S″的一个语义忠实语义满翻译. 
证明:按照语义忠实语义满翻译的定义直接验证. □ 
接下来,我们讨论逻辑的可靠性、完备性、可判定性、紧致性、公式的逻辑等价性及模型的初等等价性在

语义忠实语义满翻译下的可保持问题.一个逻辑 S 是可靠的当且仅当对 S 的任意公式ϕ,如果ϕ是 S 的一个定理,
那么ϕ是 S 的一个永真公式.接下来我们证明:如果源逻辑到目标逻辑存在否定可分配的语义忠实语义满翻译,
那么目标逻辑的可靠性蕴涵了源逻辑的可靠性. 

命题 9. 设 S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S 到 S′的一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么若

S′是可靠的,则 S 也是可靠的. 
证明:对 S 的任意公式ϕ,如果ϕ是 S 的定理,那么由命题 7 可得:σ(ϕ)是 S′的定理.因为 S′是可靠的,所以σ(ϕ)

是一个永真公式.由命题 2 则有:ϕ是 S 的一个永真公式,即 S 是可靠的. □ 
一个逻辑 S 是完备的当且仅当对 S 的任意公式ϕ,若ϕ是一个永真公式,则ϕ是 S 的一个定理.下面我们证明:

若源逻辑到目标逻辑存在否定可分配的语义忠实语义满翻译,则目标逻辑的完备性蕴涵了源逻辑的完备性. 
命题 10. 设 S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S 到 S′的一个否定可分配的语义忠实语义满翻译,那么

若 S′是完备的,则 S 也是完备的. 
证明:对 S的任意公式ϕ,如果ϕ是一个永真公式,那么由命题 2则有:σ(ϕ)是 S′一个永真公式.因为 S′是完备的,

所以σ(ϕ)是 S′的一个定理.由命题 7 则有:ϕ也是 S 的一个定理,即 S 是完备的. □ 

一个逻辑 S 是可判定的当且仅当存在一种算法,使得对该逻辑的任意一个公式ϕ,该算法在有穷步内得出ϕ
是或者不是 S 的定理.我们将证明:如果源逻辑到目标逻辑存在公式间的翻译是可计算的、否定可分配的语义

忠实语义满翻译,那么目标逻辑的可判定性蕴涵了源逻辑的可判定性. 
命题 11. 设 S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S到 S′的语义忠实语义满翻译,并且σ还满足在公式间的

翻译是可计算的、否定可分配的,那么若 S′是可判定的,则 S 也是可判定的. 
证明:任意给定 S 的公式ϕ,因为σ在公式间的翻译是可计算的,所以σ(ϕ)是可确定的.因为 S′是可判定的,所

以可以判定σ(ϕ)是或者不是 S′的定理.如果σ(ϕ)不是 S′的定理,那么存在 S′的模型 M′和赋值 v′,满足 
(M′,v′) S′¬σ(ϕ). 

由σ是否定可分配的语义忠实语义满翻译可知,S 的模型 M 和赋值 v 满足(M,v) S¬ϕ,由此可知ϕ也不是 S 的

定理.如果σ(ϕ)是 S′的定理但是ϕ不是 S 的定理,即存在 S 的模型 M 和赋值 v 满足(M,v) S¬ϕ,由σ是否定可分配

的语义忠实语义满的翻译,则有(σ(M),σ(v)) S′¬σ(ϕ).这与σ(ϕ)是 S′的定理相矛盾. □ 

命题模态逻辑系统 K,D,T,S4,S5 均是可判定的逻辑系统[26],而一阶逻辑是不可判定的,根据命题 11,我们有

如下推论: 
命题 12. 不存在一阶逻辑到命题模态逻辑系统 K,D,T,S4,S5 的可计算的、否定可分配的语义忠实语义满

翻译. □ 
接下来我们证明:如果源逻辑到目标逻辑的翻译满足在公式间的翻译是可计算的、公式满的、否定可分配

的语义忠实语义满翻译,那么源逻辑的可判定性蕴含了目标逻辑的可判定性. 
命题 13. 设 S,S′的语言都包含否定联结词.如果σ是 S到 S′的语义忠实语义满翻译,并且σ还满足在公式间的

翻译是可计算的、否定可分配的及公式满的,那么若 S 是可判定的,则 S′也是可判定的. 
证明:因为σ是公式满的,所以对任意的 S′的公式ϕ ′,存在 S 的公式ϕ,使得σ(ϕ)=ϕ ′.因此,类似命题 11 的证明,

我们可以把ϕ ′是否是 S′的定理的问题转换为ϕ是否为 S 的定理问题;又因为 S 是可判定的,所以可得 S′也是可判

定的. □ 
一个逻辑的紧致性定理是指,对 S 的任意公式集合Φ,Φ可满足当且仅当Φ的每一个有穷子集可满足.下面的

命题说明:如果源逻辑到目标逻辑存在语义忠实语义满翻译,那么紧致性定理在目标逻辑中成立即蕴含了紧致
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性定理在源逻辑中成立. 
命题 14. 设σ是 S 到 S′的语义忠实语义满翻译,那么如果紧致性定理在 S′中成立,则紧致性定理在 S 中成立. 
证明:对任意公式集合Φ⊆Form(L)和任意有穷公式集合ψ0⊆σ(Φ),存在Φ的有穷公式集合Φ0,使得σ(Φ0)=ψ0.

因为σ是语义忠实语义满的翻译,所以有:如果Φ0 可满足,那么ψ0 也可满足.由于紧致性定理在 S′中成立,所以

有:σ(Φ)是可满足的;又因为σ是语义忠实语义满的,从而有:Φ是可满足的. □ 
由于紧致性定理在一阶逻辑中成立,而在二阶逻辑的标准语义下不成立,根据命题 14,有如下推论: 
推论 15. 不存在二阶逻辑在标准语义下到一阶逻辑的语义忠实语义满翻译. □ 

对 S 的任意两个公式ϕ,ψ,如果对 S 的所有模型 M 和赋值 v 都有:(M,v) Sϕ当且仅当(M,v) Sψ,那么称ϕ和ψ 

是逻辑等价的两个公式.下面的命题 16 说明:如果源逻辑到目标逻辑存在模型单的、赋值单的语义忠实语义满

翻译,那么任意两个在源逻辑中逻辑等价的公式ϕ,ψ当且仅当翻译后的公式σ(ϕ),σ(ψ)在目标逻辑中也是逻辑等

价的. 
命题 16. 设σ是 S 到 S′模型单的、赋值单的语义忠实语义满翻译,那么对 S 的任意两个公式ϕ,ψ,它们在 S

中逻辑等价当且仅当σ(ϕ),σ(ψ)在 S′中逻辑等价. 
证明:设ϕ,ψ是 S中的两个逻辑等价公式.对 S′的所有模型 M ′和赋值 v′,如果(M ′,v′) S'σ(ϕ),那么由σ是语义忠

实语义满翻译,则有 S 的模型 M 和赋值 v 满足:σ(M)=M ′,σ(v)=v′并且(M,v) Sϕ;又因为ψ与ϕ是逻辑等价的,所以

有(M,v) Sψ;再由σ是语义忠实语义满翻译,因此可得(M ′,v′) S′σ(ψ). 
类似地,可以证明:如果(M ′,v′) S′σ(ψ),那么(M ′,v′) S′σ(ϕ).即,σ(ϕ)与σ(ψ)在 S'中逻辑等价; 

反之,对 S 的任意两个公式ϕ,ψ,如果σ(ϕ),σ(ψ)在 S′中逻辑等价,那么对 S 的所有模型 M 和赋值 v,如果 
(M,v) Sϕ,那么由σ是语义忠实语义满翻译,则有(σ(M),σ(v)) S′σ(ϕ),从而有(σ(M),σ(v)) S′σ(ψ);又因为σ是模型单

的、赋值单的语义忠实语义满翻译,所以有(M,v) Sψ. 
类似地,可以证明:如果(M,v) Sψ,那么(M,v) Sϕ.即,ϕ与ψ在 S 中逻辑等价. □ 

讨论完公式的逻辑等价性在语义忠实语义满翻译下的可保持性问题,我们转向讨论模型的初等等价性在

语义忠实语义满翻译下的可保持性问题.对 S 的任意模型 M,N: 
M,N 是初等等价的当且仅当对 S 的任意句子ϕ,M Sϕ当且仅当 N Sϕ. 

下面证明:如果源逻辑到目标逻辑的翻译是模型单的、公式满的语义忠实语义满翻译,那么 M,N 在 S 中初

等等价当且仅当σ(M),σ(N)在 S′中初等等价. 
命题 17. 设σ是 S 到 S′模型单的、公式满的语义忠实语义满翻译,那么 M,N 在 S 中初等等价当且仅当σ(M), 

σ(N)在 S′中初等等价. 
证明:对 S 的任意模型 M,N,假设σ(M),σ(N)在 S′中初等等价.如果对 S 的任意句子ϕ,M Sϕ,那么由σ是语义忠

实语义满翻译就有σ(M) S′σ(ϕ),从而有σ(N) S′σ(ϕ);再根据σ是模型单的语义忠实语义满翻译,于是有 N Sϕ. 
同样地,可以证明:如果 N Sϕ,那么 M Sϕ,即 M,N 在 S 中是初等等价的; 
反之,如果 M,N 在 S 中是初等等价并且对 S′的任意句子ϕ′,假设σ(M) S′ϕ′,由σ是公式满的、模型单的语义

忠实语义满翻译,则有 S 的公式ϕ满足σ(ϕ)=ϕ′并且 M Sϕ,从而有 N Sϕ;再由σ是语义忠实语义满翻译,则有

σ(N) S′ϕ′. 
同样地,可以证明:如果σ(N) S′ϕ′,那么σ(M) S′ϕ′,即σ(M),σ(N)在 S′中是初等等价的. □ 

与命题 16 相比,命题 17 表明:源逻辑的模型初等等价性,在增加翻译是公式满的条件下,能够继承到目标逻

辑中;但在大多数的情况下,源逻辑到目标逻辑的翻译都不是公式满的,比如命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关

系翻译.如果源逻辑到目标逻辑的翻译不是公式满的,那么命题 17 就不一定成立.下面我们以命题模态逻辑到

一阶逻辑的标准关系翻译为例来说明这一点. 
由命题 5 可知,命题模态逻辑到一阶逻辑的标准关系不是公式满的.令 M=(W,R,I)和 M′=(W′,R′,I′)分别是命

题模态逻辑的两个模型,其中, 
• W={w},R={(w,w)|w∈W},I(p,w)=1; 
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• W ′={wi|i=1,2,...},R′={(wi,wi+1)|i=1,2,...},I ′(p,wi)=1,i=1,2,... 
令 Z 是 M 到 M′的非空二元关系,使得对任意的 w∈W,wi∈W ′,(w,wi)∈Z,i=1,2,... 
下面我们证明 Z 是 M 到 M′的互模拟关系,即,证明 Z 满足如下 3 条: 
(1) 如果(w,w′)∈Z,那么 I(p,w)=I ′(p,w′); 
(2) 如果(w,w′)∈Z,(w,v)∈R,那么存在 v′∈W ′,使得(w′,v′)∈R′,(v,v′)∈Z; 
(3) 如果(w,w′)∈Z,(w′,v′)∈R,那么存在 v∈W,使得(w,v)∈R,(v,v′)∈Z. 
命题 18. Z 是 M 到 M′的互模拟关系. 
证明:因为 I(p,w)=1,I(p,wi)=1,i=1,2,...,所以 Z 满足条件(1); 
• 如果(w,wi)∈Z,(w,w)∈R,由模型 M ′中 R′的定义可知:存在 wi+1∈W′,(wi,wi+1)∈R′并且(w,wi+1)∈Z.即,Z 满足

条件(2); 
• 如果(w,wi)∈Z,(wi,wi+1)∈R′,由 M 中 R 的定义可知:存在 w∈W,(w,w)∈R 并且(w,wi+1)∈Z.即,Z 满足条件(3). 
由此可知,Z 是 M 到 M′的互模拟关系. □ 
根据文献[27]中的定理 2.20,如果命题模态模型 M,M ′之间存在互模拟关系,那么 M,M ′是初等等价的.下面

我们证明:σ1(M),σ1(M ′)在仅含一元谓词符号和一个二元谓词符号的一阶逻辑中不是初等等价的.根据命题模

态逻辑到一阶逻辑的语义层翻译,则有: 
• σ1(M)=(N,J),其中,N=W,J(p)={w},J(R)={(w,w)}; 
• σ1(M ′)=(N ′,J ′),其中,N ′=W ′,J ′(p)=W ′,J ′(R)={(wi,wi+1}),i=1,2,...}. 
令ϕ′=∀wR(w,w),则σ1(M) ∀wR(w,w),但是σ1(M′) ∀wR(w,w).即,σ1(M)与σ1(M′)不是初等等价的. 

4   逻辑的同义性 

在本节,我们将运用语义忠实语义满翻译的概念建立逻辑之间的同义性定义,并证明逻辑之间的同义关系

是一个等价关系.由此,给出了逻辑之间的一个等价划分. 
定义 7. 如果 S 到 S′和 S′到 S 都存在语义忠实语义满翻译,那么就称 S 与 S′是同义的,记作 S∽S′. 
下面证明:由语义忠实语义满翻译所诱导出的逻辑之间的同义关系是一个等价关系. 
命题 19. 逻辑之间的同义关系是一个等价关系. 
证明: 
(i) 自反性.令σ是 S 到 S 的恒等映射,使得: 
• 对 S 语言的非逻辑符号 s,σ(s)=s; 
• 对 S 语言的逻辑符号 h,σ(h)=h; 
• 对任意公式ϕ,σ(ϕ)=ϕ; 
• 对任意模型 M 和赋值 v,ϕ(M)=M,ϕ(v)=v. 

由上述ϕ的定义可知,ϕ是一个 S 到 S 的语义忠实语义满翻译.即,S∽S; 
(ii) 对称性.若 S∽S′,则 S 到 S′和 S′到 S 都存在语义忠实语义满翻译.由定义 8 可知,S′∽S; 
(iii) 传递性.如果 S∽S′,S′∽S″,那么存在 4 个翻译σ,σ′,τ,τ′,使得: 
• σ,σ′分别是 S 到 S′和 S′到 S 的语义忠实语义满翻译; 
• τ,τ′分别是 S′到 S″和 S″到 S′的语义忠实语义满翻译. 
令ρ=σ°τ,ρ′=τ′°σ′,则由命题 8 可知,ρ,ρ′都是语义忠实语义满翻译,从而有 S∽S″. 
由上述 3 点可知,∽是逻辑之间的一个等价关系. 

5   总结及进一步的工作展望 

本文主要研究了逻辑之间一类同时保持公式的可满足性和不可满足性的翻译——语义忠实语义满翻译,
在确保利用目标逻辑推理机实现源逻辑推理的同时不会推出多余的结论和保持逻辑的元性质,比如可靠性、完
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备性、紧致性、可判定性、公式的逻辑等价性以及模型的初等等价性所起的作用.由逻辑之间语义忠实语义满

翻译的定义,我们还给出了逻辑之间的同义性定义,并证明了逻辑之间的同义关系是一个等价关系,从而给出了

逻辑之间的一个等价划分. 
下一步的工作将分为两个方面:一方面,对任意给定的两个逻辑 S 与 S′,S 与 S′之间存在语义忠实语义满的

充分必要条件是什么;另一方面,围绕逻辑之间的同义性定义展开,我们将研究具体的命题模态逻辑系统(比如

K,D,T,S4,S5,B,KD45 等等)之间是否具有同义性. 
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