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摘  要: 多重网格方法作为非结构网格的高效解算器,其串行与并行实现在时空上都具有优良特性.以控制方程

离散过程为切入点,说明非结构网格在并行数值模拟的流程,指出多重网格方法主要用于求解时间推进格式产生的

大规模代数系统方程,简述了算法实现的基本结构,分析了其高效性原理;其次,综述性地概括了几何多重网格与代

数多种网格研究动态,并对其并行化的热点问题进行重点论述.同时,针对非结构网格的实际应用,总结了多重网格

解算器采用的光滑算子;随后列举了非结构网格应用的部分开源项目软件,并简要说明了其应用功能;最后,指出并

行多重网格解算器在非结构网格应用中的若干关键问题和未来的研究方向. 
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Abstract: As an unstructured-grid high efficient solver, the multigrid algorithm, with its serial and parallel application, can achieve the 
optimal properties of being on time and having space complexity. To illustrate the numerical simulation process of an unstructured grid, 
this paper begins with the discretization of governing equations and points out that the multigrid algorithm is mainly used for solving 
large scale algebraic equation, which is derived from the time marching scheme. For the multigrid algorithm, the study briefly describes 
its basic structure and efficient principle. Secondly, the paper reviews research that trend about the geometric multigrid and algebraic 
multigrid and discusses the basic design principles and hot topics on parallelization. At the same time, for the practical application of 
unstructured grid, the paper summarizes and classifies many smoothers, followed by examples of open source software about unstructured 
grid industrial application. Finally, some applications and key problems in this field are highlighted, as well as the future progress of 
parallel multigrid solver on unstructured grid. 
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非结构网格作为计算流体力学(computational fluid dynamics,简称 CFD)的一个重要研究分支,对复杂几何

外形具有较强的适应性,弥补了结构网格不能在任意形状、任意连通区域内进行网格剖分的缺欠,因而被 CFD
工程计算广泛采用.与结构网格相比,非结构网格可以使用更加灵活的几何形体.但是,非结构网格的存储格式

比较复杂,不仅需要表示节点的坐标,而且需要标识单元的邻接关系.从数值计算角度来看,几何形体与空间离
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散精度密切相关,而网格的数据集存储格式又影响着计算效率[1]. 
一直以来,高精度格式与高效率的数值方法构成了非结构网格研究的两个热点:在高精度格式方面,离散

Galerkin[2]、谱体积[3]、谱差分[4]等方法的引入,使得非结构网格在计算格式上具有了二阶以上的计算精度,维持

了较强的数值稳定性,在一定程度上满足了数值模拟高分辨率的需求;在高效率算法方面,由于CFD工程应用的

瓶颈往往出现在求解大规模的代数系统方程上,可以说在 CFD 建立之初,实现更加快速、有效的求解方法,成为

广大 CFD 研究者不断追求的目标,因此,经过几十年的发展,各种高效的数值求解方法仍在不断地出现和完善,
其中,多重网格方法 [5−7]的应用和改进就是这一领域比较活跃的代表,由于其串行的时间和空间复杂度均为

O(n),满足渐进 优的性质,适用于线性和非线性系统方程的求解,且不受控制方程时间和空间离散格式的限制,
如显式格式、隐式格式都可以获得较快的收敛速度,因而,非结构网格的高效解算器中必然涉及多重网格方法. 

同时,非结构网格的CFD计算问题一般比较庞大,某些问题甚至是串行计算机无法解决的,因而需要大规模

并行计算平台的支持.并且,解算器的并行实现可以大量缩短计算时间上的开销,更加真实地模拟和再现物理环

境,在很大程度上满足了高精度、多目标、实时性方面的需求.另一方面,非结构网格的 CFD 软件开发却远远没

有跟上计算机硬件发展的速度[8],且并行扩展能力不高,规模较大的计算问题往往使用较少的计算节点,使得并

行计算平台的优越性得不到有效的发挥.另外,随着计算机体系结构的发展,使用 CPU+GPU 的计算模式[9,10]越

来越多地被CFD领域所采用.可以看出,非结构网格上的高效解算器必须具有良好的并行可扩展性,适用于不同

的硬件环境和计算平台.因而,非结构网格中多重网格的并行化应用研究,也就成为近年来CFD数值解算器研究

的热点问题. 
本文主要以多重网格求解非结构网格下大规模系统方程为主线,详细分析了其应用研究过程中的技术难

题和热点.首先,从非结构网格 CFD 的控制方程出发,区别对待空间离散和时间推进格式,引出工程应用中的计

算需求以及相应高效求解方法;其次,对多重网格方法的起源、结构和求解原理进行简要的说明,重点阐述几何

多重网格和代数多重网格各自研究中的技术热点,归纳其串、并行计算的层次构建方法,并对几何多重网格方

法和代数多重网格方法进行比较,同时总结了实际应用中光滑算子的选取策略; 后,简要叙述部分相关开源项

目,同时对未来研究方向做进一步的展望. 

1   控制方程离散化 

非结构网格下的 CFD 数值模拟问题源于对 Navier-Stokes 方程或 Euler 方程的离散,以 3D 非定常可压 NS
方程为例,其守恒形式可以表示为 

 Q F G H S
t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
 (1) 

其中,Q 表示解向量,F,G,H 分别表示 x,y,z 方向上的通量项,S 代表有源项(当体积力和体积热流可以忽略时等于

0).方程(1)的通量项离散化方法主要包括有限差分、有限元、有限体积、谱方法等,根据非结构网格存储格式

的不同,又可以分为单元中心型(cell-center)和节点中心型(node-center).关于这两种形体格式孰优孰劣的讨论,
长期以来一直没有定论.单元中心型的优势在于流场特性的分辨率较高,但计算量大;节点中心型的优势在于计

算量小,对网格质量不太敏感.文献[11,12]中对比了 6 种单元中心格式和两种节点中心格式,从理论分析和数值

实验的角度阐明:单元中心 近邻接格式(cell-centered nearest-neighbor,简称 CC-NN)适用于无粘通量离散,节点

中心格式(node-centered,简称 NC)适用于粘性通量离散,各自具有较优的时空复杂度. 
对于空间离散化过程,以有限体积方法为例,方程(1) 终可以写成半离散化形式: 

 ( , )i
i i j

Q V R Q Q
t

∂
Δ =

∂
 (2) 

其中,ΔVi 表示控制体 i 的体积,R 为空间离散格式形成的右端项,Qi 为控制体 i 的解向量平均值.需要说明的是,
其他空间离散方法也可以得到类似于方程(2)的半离散化形式. 

至此,空间离散后转化为时间常微分方程的积分过程,即方程(2)的求解.在时间推进方法上,存在显示和隐
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式两种方法 .比较而言 ,显示方法的单步计算速度快 ,内存需求小 ,数值稳定性强烈依赖于 CFL(Courant- 
Friedrichs-Lewy)数.早期的非结构显格式解算器不仅计算方式简单,时空复杂度也比较高,而且数值稳定性较

差.自从 Jameson 引入多步 Runge-Kutta 方法[13]后,实现了高阶时间精度,随后被广泛用于 CFD 商业软件.m 步

Runge-Kutta 方法可表述为 

 

(0)

( ) (0) ( 1)
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Δ
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其中,Qn 和 Qn+1 分别表示第 n 层和 n+1 层上的值, m 表示步数,αm 为第 m 项系数.Jameson 在文献[14]中使用了

多重网格化的 Runge-Kutta 方法加速 Euler 方程的收敛过程,取得了较好的效果. 
另一类经典的显式方法是总变差递减(total variation diminishing,简称 TVD)型的 Runge-Kutta 方法[15],具有

较强的数值稳定性,其系数αm 相对不固定,因而存在多种极大化 CFL 参数的优化版本.其他显式格式方法的相

关细节可参见文献[16]. 
相比而言,隐式方法单步计算的时间步长降低了对 CFL 数的限制,某些问题的离散化甚至是无条件收敛的,

因而数值稳定性更高,引入的问题就是必须求解大型稀疏线性方程组.将方程(2)采用一阶向后 Euler 差分,省略

中间步骤,可以简化为 

 1Δ Δ ( , )
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其中,ΔQn+1=Qn+1−Qn.上式等价于求解 Ax=b 的原型问题.非结构网格与结构网格不同,不能直观地得到矩阵 A 的

性质,如对角占优、对称正定、三对角型、五对角型等,从而其数值解算器不能完全照搬结构网格.例如,1D 结构

网格并行计算使用的 Wang 分裂法[17](又称追赶法),只适用于三对角型矩阵的情况. 
线性系统方程的数值求解,大体可以分为直接法和迭代法两大类.直接法以矩阵分裂为基础,易于实现,理

论上可以求得精确解,但计算量、存储量较大,适用于对角型的特殊矩阵;迭代法只提供近似解,计算量存储量较

小,易于并行实现.所以,非结构网格的解算器,尤其是并行解算器,在满足相应精度格式的前提下,很少采用直接

法,而是采用迭代法求解.迭代法又可分为 3 类:以矩阵分裂为基础的经典迭代法、以 Krylov 子空间为主体的投

影方法、层次化的多重网格方法.Krylov 子空间迭代方法通常加入预条件技术,以取得更好的收敛效果[18−20].有
关迭代法的具体细节可参见 Saad 的专著[21]和 Duff 的综述[22].多重网格方法,无论是经典迭代方法还是 Krylov
子空间投影方法,都可以作为多重网格方法的光滑算子,达到消除高频误差的效果. 

2   多重网格解算器 

多重网格方法 早产生于 20 世纪 60 年代,Fedorenko 和 Bakhvalov 开发了两层网格的插值校正算法用于

求解泊松型偏微分方程.之后,层次化误差校正的高效性逐渐被人们所认识,且越来越多地应用到数值计算领

域.其误差校正的原理是:将高频误差采用光滑算子(如经典迭代方法)消除,低频误差在网格由细层转化为粗层

的过程中,相应地转化为粗网格层上的高频误差,同样采用光滑算子进行消除, 后,将计算结果插值到细层网

格,修正先前结果,从而达到快速收敛的目的. 
对于线性方程组的原型问题 Ax=b,定义网格层次,设定 A1=A,网格空间层次序列Ω 1⊃Ω 1⊃…⊃Ω m.从空间 

Ωi+1 向空间Ω i 的插值算子定义为 1
i

iP+ ,空间Ω i 到空间Ω i+1 的限制算子定义为 1i
iR + ,空间Ω i 的光滑算子为 Si,则空

间Ω i+1 上的矩阵算子 1 1
1

i i i i
i iA R A P+ +

+= .具体的多重网格可见算法 1. 

算法 1. MG(Ak,xk,bk). 
if k=m then 

精确计算 Akxk=bk 
else 
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前光滑,迭代ν1 次 xk=Sk(Ak,xk,bk) 
粗网格校正: 

残差限制, 1 1( )k k k k k
kb R b A x+ += −  

设定初值,xk+1=0 
k+1 次递归,for j=1 to γ do xk+1=MG(Ak+1,xk+1,bk+1) 

误差校正, 1
1

k k k k
kx x P x +

+= +  

后光滑,迭代ν2 次 xk=Sk(Ak,xk,bk) 
endif 
当γ =1 时,该算法的迭代过程被称为 V 循环;当γ =2 时,该算法迭代过程被称为 W 循环.如图 1 所示,图中原

点表示光滑过程,实线表示传递算子(插值、限制算子).多重网格方法不断改进过程中,在这两种循环方式的基础

上,发展出了多种循环结构,如 N 型循环、FMG(full multigird)、K 型循环等结构.其中,FMG,W,V 循环应用 为

广泛.串行计算时,这 3 种循环方式的空间和时间复杂度均为 O(n).从大量数值实验结果来看,其性能相差并不明

显,相对而言,FMG 要好于 W 循环和 V 循环,W 循环又好用 V 循环.另一方面,并行计算环境下,FMG,W,V 循环相 

应的复杂度分别为 2(log ), ( ), (log )O n O n O n .可见,V 循环在并行计算时间上具有较快的收敛特性. 

 

Fig.1  V-Cycle, W-cycle and FMG-cycle 
图 1  V 循环、W 循环和 FMG 循环 

为了使得多重网格方法达到理想的性能要求,其设计和应用过程中 关键的两个问题是网格层次结构的

构建和光滑算子的选取.网格层次根据几何成网格和代数矩阵的不同,其构建过程也相互独立.无论是几何形式

还是代数形式的插值、限制算子,其功能都是用于构建网格层次和各层间的数值传递,因而可以归结为第 1 个

问题的组成部分.而光滑算子的优劣,将严重影响各层上高频误差的消除,决定了收敛速度的快慢;同时,非结构

网格计算环境下的多重网格光滑算子在加速收敛、处理各向异性问题等方面又存在其特殊性.因此,下面将分

别从几何多重网格、代数多重网格的并行化层次构建、光滑算子选取策略加以说明. 

2.1   几何多重网格 

早期的多重网格方法是基于结构网格的几何形体层次结构,因而得名为几何多重网格(geometry multigrid,
简称GMG).这种层次结构的构建,由于能够较快地收敛到稳定状态,很快被CFD计算所采用. 初的应用主要采

用显式时间格式和几何多重网格相结合的方法加速其收敛过程[14].之后,根据不同物理问题的计算特性以及非

结构网格的具体需求,对几何多重网格的应用和改进[7,23−25]层出不穷,体现出几何多重网格在数值计算上强大

的优越性.其中的关键问题是构建几何网格的层次结构,即网格粗化,这也是其应用中 受关注的问题. 
2.1.1   GMG 串行粗化 

在网格层次构建的串行算法中,结构网格上,GMG 层次构建比较简单,可以直接通过消除相应坐标方向上

的网格线得到更粗的网格.相比之下,非结构网格就显得比较复杂,大体上可以分为 4 种类型: 
(1) 从粗网格递归的构建细网格[26],多采用自适应改进策略.优点是建立层次结构算法简单,且容易编程

实现,细网格质量得到一定程度的修正.缺点是 3D 的网格构建方法不太成熟,且细网格质量严重依赖

于粗网格层,数值稳定性与求解精度不高,因此,在大规模的 CFD 工业应用中使用较少. 
(2) 非递归地从细网格层独立构建粗网格层[27,28],采用相互独立的方法生成粗网格,各层节点没有相互
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包含关系.优点是可以根据不同问题量身定制不同的粗网格层次,因而具有较优良的性能.但是,网格

层次无法自动化地生成,网格层数较少,插值和误差校正过程比较复杂,多用于节点中心型计算格式. 
(3) 基于边消除(edge-collapsing)[29,30]策略的网格粗化,先消除原有网格边及其连接点,再对剩余节点重

新网格化的构建下层网格.优点是容易控制粗化过程,具有合适的计算复杂度,且自动化程度比较高.
缺点是只能应用于节点中心型计算格式,多层次的粗化将改变实际物面外型,对计算精度有一定的

影响,且复杂外型的适应能力较差. 
(4) 通过结块(agglomeration)[31]递归地构建粗网格层次,相互邻近的单元按照一定规则聚合成一个单元,

以形成下一网格层次.这种方法适用于各种复杂的几何外形,数值收敛速度较快,且实现简单易于编

程,非常适合于并行应用,也是目前应用 为广泛的方法,被 Fluent,NSU3D,USM3D 等商业软件采用.
此外,结块过程中聚合单元的选取具有一定的随机性,生成的粗化层网格质量也表现出一定的不确

定性,通常采用启发式规则对其聚合过程进行改良,使其具有更好的形体适应能力.另外,结块式方案

还可以与代数多重网格协同开发,发挥更加优良的特性. 
2.1.2   GMG 并行粗化 

GMG 的并行化方法涉及网格分区、各区网格层次的构建、边界数值通信等. 
(1) 实现有效的网格分区,依赖于非结构网格的类型以及并行系统的体系结构.图划分的问题本身是 NP-完

全问题,常使用各种启发式规则.典型的图划分策略有贪婪算法、KL 算法[32]、递归坐标二分、递归图二分等.
对于复杂的几何外形,如多段翼、多孔介质,上述划分容易导致子区域不连通,递归谱二分[33]法可以有效弥补上

述方法的缺陷,缺点就是引入大量计算开销.多层分割技术不仅快速有效而且健壮稳定,被图分割软件广泛采

用,如 Metis[34],ParMetis[35]等.另外,多层分割还可以减小通信和维持平衡负载,一个典型的应用[36]是 Mavriplis使
用 Metis 划分飞行器外形的非结构网格(72M 节点,315M 单元),用于 2 008 个处理器的并行计算,取得接近线性

的加速扩展效果. 
(2) GMG 网格层次的并行构建,使用非递归方式构建网格层次的方法,自动化程度不高,需要借助于网格生

成软件,尤其是网格节点规模较大时,手动生成网格层次就变得不现实.所以,并行化的网格层次构建往往采用

结块(agglomeration)方式.开源软件 MGridGen/ParMGridGen[37]提供了这样的功能,不仅可以定制结块大小,而且

可以控制生成网格的质量,其中,MGridGen 为串行版本,ParMGridGen 为并行版本. 
在并行计算时,按照网格划分与层次构建的顺序,存在两种方式:一种是网格输入时统一建立网格层次,然

后分区到各个处理器上去;另一种是先划分后并行建立网格层次.在前一种方式下,各分区细网格层将继承粗网

格层的通信模式,容易导致负载不均衡;后一种方式避免了负载平衡的问题,但初始化过程和通信模式比较复

杂.在现实工程应用中,可以根据不同的需求采用不同的方式,更多有关细节可参见文献[38]. 
(3) 通常,GMG 的并行采用完全通信模式,每个网格层次上进行一次边界数据同步.虽然在数值计算的精度

上得到了保证,却大量增加了通信开销,降低了并行加速比,不利于并行可扩展性开发,严重影响 GMG 算法的高

效性.为了减少并行计算时的数据交换,增大计算量与通信量的比值,往往采用计算换通信的方式.对于 GMG 而

言,插值和限制的过程并不需要数据更新,而只在分区产生一次完整的 GMG 循环之后进行数据通信.更有甚者,
多次进行完整的并行 GMG 循环才进行一次边界数据同步[39],其优点是可以有效地减少通信量,带来的问题是

数值精度不高,收敛速度较慢.因而无论是完整的通信模式,还是计算换通信的模式,都涉及收敛速度与并行效

率的矛盾.如何有效地处理这对矛盾,仍然是今后一段时间内并行计算的数值理论分析与实践应用必须面对的

问题.关于更加详细的并行通信模式可参见文献[27,40]. 
值得一提的是,借助高精度计算格式的发展,GMG 的非结构网格解算器在数值稳定性、高效收敛性、并行

可扩展性的开发上,仍然具有较强的吸引力,与并行 GMG 网格层次化构建一起组成了当前 GMG 研究的两大热

点,其中 有代表性的是 p-Multigrid[24,41]和 hp-Multigrid[40]格式,使得 GMG 解算器在增加数值精度的同时,收敛

速度也得到了较大的提高,在 Euler 方程和 NS 方程的并行求解上取得近似线性的加速比,有效地弥补了 GMG
在并行可扩展性方面的不足. 



 

 

 

396 Journal of Software 软件学报 Vol.24, No.2, February 2013   

 

2.2   代数多重网格 

与几何多重网格方法不同,代数多重网格(algebraic multigrid,简称 AMG)以系数矩阵为研究对象,不需要存

储网格层次的几何信息,也不需要事先确定网格层次结构,对各向异性网格以及无网格问题都具有较强的适应

能力,AMG 插值、限制算子相对比较灵活,只需要存储对应的系数矩阵,随着问题规模的扩大,可扩展性能较好,
不受网格维度的限制;另一方面,在每次AMG迭代过程中都需要计算相应的粗化和插值矩阵,对AMG的高效性

有一定程度的影响,因而也是 AMG 研究的一个热点问题. 
2.2.1   AMG 串行粗化 

AMG 着眼于 Ax=b 的原型问题.早期的研究侧重于矩阵粗化过程,因为粗化方式决定了插值、限制算子,插
值、限制算子用于构建下一层的原型问题,影响网格层次间误差的传递和修正;同时,随着 AMG 网格层次的不

断加深,从理论上讲,对误差的消除越来越迅速.但是单步 AMG 循环的计算时间就越长,用于矩阵结构的存储也

就越大,这些因素 终将影响到 AMG 高效性.因此,特定问题确定合理的网格层次数,在串行 AMG 和并行 AMG
上都具有重要的意义.遗憾的是,多数实际应用中,网格层数还是通过试探性或经验性的方法来确定,而关于其

数值理论的分析更是少之又少. 
AMG 串行粗化方法大体上可以分为两类: 
(1) 经典的粗化[42]方式,完全将网格节点分割为粗网格点集 C 和细网格点集 F,粗网格节点集 C 用于构建

下一层的整体网格节点,递推地生成多个层次.在误差校正阶段,细网格点集 F 的值,将由粗网格点集

C 中相应的点插值得到.为了减小计算量,通常采用距离为 1 的插值策略.为了平衡数值精度与计算速

度的关系,其改进策略中也有条件地加入距离为 2 的数值插值,同样能够获得快速的收敛效果. 
(2) 聚合型(aggregation)的粗化[43]方式,满足强耦合条件的多个节点聚合形成一个新的节点,所有新形成

的节点构成下一层的网格节点集.这种方式非常类似于 GMG 中的结块方式,在一定程度上,两种方式

是等价的.唯一不同的是,其对象一个是几何形体结构,另一个是矩阵行列. 
2.2.2   AMG 并行粗化 

基于上述两类方式的并行化,也是近年来的研究热点,相对应的并行化方法也可以分成两大类: 
(1) 经典粗化方式的并行 
主要有:基于串行版本的并行化方法,包括降耦合粗化格式 RS0[42,44]、耦合粗化格式 RS3[42];基于完全并行

化的方法,包括 CLJP[42]和 PMIS[45,46]、子区域块格式[46];以及组合型格式 HMIS[45]等.著名的开源软件包 Hypre[47]

提供了上述各种方法的 C++版本的实现,为用户进行二次开发提供了方便.另外,从上述各种并行化策略的优劣

性来说,文献[44]的数值实验提供了一定的参照,完全并行化的方法(CLJP,PMIS)以及各种组合方法具有较强适

应能力,其计算性能相对较好,表现出渐进收敛因子和算法复杂度相对较低的特点. 
(2) 聚合型粗化方式的并行化 
主要包括基于光滑聚合(smoothed aggregation)[48]方式的耦合并行、降耦合并行、并行极大独立集方法以

及基于非光滑聚合的双点对聚合(double pairwise aggregation)[49]方法.采用光滑聚合方式,利用对插值算子进行

光滑改进收敛性,可以有效地增强聚合型 AMG 方法的数值稳定性,降低对耦合节点的依赖,提高并行扩展性能.
缺点是光滑过程增大了 AMG 的启动时间,对应的开源软件包有 ML[50];而双点对聚合方法,其插值、限制算子虽

然没有加入光滑过程,但是使用K-循环的Krylov子空间方法,加速各矩阵层次上的光滑过程,同样表现出快速收

敛的特性. 
随着 AMG 研究的深入 ,其矩阵粗化方法的创新和改进层出不穷 ,如代数光滑误差修正的 AMGe[51], 

ρAMGe[52]、启发式的面中心修正格式[53]、自适应光滑聚类多重网格(αSA)方法[54]、自适应代数多重网格(SA)
方法[55]、基偏移(basis shifting approach)型光滑聚类算法[56]等.在众多的代数多重网格及其并行化方法中,仅仅

针对 Poisson 方程或 Laplace 方程的数值求解,但是现实的 CFD 计算问题要复杂得多,对非结构网格下的并行开

发仍然需要一段时间.文献[25]中调研了 4 种可行的并行 AMG 方法: 小区域块、PMIS 粗化、光滑聚合、K-
循环.在求解弱可压流的 CFD 工业应用中,从算法复杂度、计算时间上进行对比,得到 K-循环方法表现出 优
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的收敛特性.在文献[57]中,通过模拟 3D 汽油发动机的 CFD 问题,对比了光滑聚合型、K-循环型、经典 AMG 这

3 种方法,却得出不一致的结论:相对于其他两种方法,并行化的光滑聚合型方法并行效率较高.这也从一个侧面

反映出,由于工程应用具体问题的不同,并行 AMG 的适用性也不同,寻求普适性的并行 AMG 解算器,或是针对

具体问题选取更优化的并行 AMG 解算器,仍然是一个开放性的课题. 

2.3   GMG vs. AMG 

理论上,GMG 和 AMG 两者在时间复杂度和空间复杂度上都为 O(n),因而两者性能上的差异往往体现在不

同实际问题的应用中.求解问题的不同、网格层次的差异,都有可能改变两者性能上的优劣.例如,文献[58]中对

比了 GMG 与 AMG 用于边数据结构有限元分析的性能,指出,在使用相同光滑算子及固定网格规模的前提下,
单次迭代的 GMG 运行时间明显小于 AMG.具体而言,GMG 的启动阶段用于构建几何网格层次,AMG 启动阶段

用于构建多层系统矩阵.表 1 中显示,GMG 启动时间要比 AMG 长,但是用于迭代计算的时间远远小于 AMG,因
而总计算时间 GMG 相对较小.而在文献[59]中却得到不一样的结论,其求解的物理问题为自适应网格上的连通

耗散系统方程,网格层次由自适应算法生成.以文献中的算例来说,将各项参数综合起来显示在表 2 中可知,在同

等条件下,AMG 总迭代次数一般少于 GMG;相应地,AMG 的计算时间就比较少.但是,在表 2 的 后一个算例中,
却显示出 GMG 具有较好的性能.可见,GMG 与 AMG 的性能因求解问题不同而不同. 

Table 1  Comparison of calculation time[58] 
表 1  计算时间对比[58]   

CPU time (s) 
问题规模 操作名称 

GMG AMG 
构建网格层次 0.58 0.02 
构建限制矩阵 0.45 0.04 
构建系统矩阵 0.47 0.64 
启动时间总和 1.5 0.7 

迭代时间 3.69 13.65 

200 800 

总时间 5.19 14.35 
构建网格层次 5.02 0.17 
构建限制矩阵 3.91 0.24 
构建系统矩阵 3.81 5.85 
启动时间总和 12.74 6.26 

迭代时间 35.6 189.06 

1 566 912 

总时间 48.34 195.32 

Table 2  Comparison of iteration[59] 
表 2  迭代次数对比[59]  

规模/节点数 迭代次数 
算例 层次 

GMG AMG GMG AMG 
3 1 089 1 089 27 7 
2 289 479 26 7 

Problem 1 
规则网格 

1 81 331 16 6 
4 1 275 1 275 22 8 
3 649 580 27 9 
2 320 304 18 8 

Problem 1 
自适应网格 

1 176 166 17 7 
3 1 089 1 089 187 256 
2 289 500 142 106 

Problem 2 
规则网格 

1 81 288 50 25 
4 1 046 1 046 19 142 
3 645 461 22 172 
2 381 254 25 127 

Problem 2 
自适应网格 

1 203 127 21 110 

此外,两者的适用范围也存在一定的差异.GMG 可用于线性系统和非线性系统,需要预知和存储物理问题

的网格层次结构以及各网格层次的系统离散方程,在满足网格层次特定属性的前提下,具有 优的收敛特性.相
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对而言,AMG 只适用于线性系统的代数方程,对网格的几何结构以及物理背景并不关注,每次迭代过程都需要

重新计算粗化过程,启动时间比较长,但是对复杂外型结构、各向异性网格、无网格等问题仍然适用,在这一点

上弥补了 GMG 不能使用的缺陷.因而,对两种方法优劣的评价不能一概而论. 

2.4   光滑算子 

无论是 GMG 还是 AMG,一个比较重要的组成部分是光滑算子.光滑算子的作用在于迅速地消除各个层次

上的高频误差,达到快速收敛的目的.以 GMG 来说,其光滑算子的选取相对比较灵活,高频振荡误差的消除在很

大程度上与物理几何意义有关,其有效性严重依赖于光滑算子的健壮性.对于CFD的非结构网格问题而言,传统

意义上的多重网格光滑算子,如 Jacobi,Gauss-Seidel 等,已经不能满足流场模拟在收敛速度和计算时间上的需

求;另一方面,为了保证并行多重网格方法具有良好的并行可扩展性,必须减少各处理器之间的数据交换和通信

开销.因此,在传统的光滑算子基础上,针对非结构网格的具体应用环境,开发出众多的光滑算子.这些光滑算子

大体上可以分成 4 类:块型、线型、投影型和混合型. 
2.4.1   块型光滑算子 

这类光滑算子主要是基于全耦合系统方程,如 Navier-Stokes 方程,将原始矩阵化为块状结构,每个块对应于

原始光滑算子的点进行计算,使用块内部整体推进的思想,大幅度提高了收敛速度,这样就形成了代数系统下的

块 Jacobi、松弛块 Jacobi、块 Gauss-Seidel、块 SSOR 以及流体计算的块 LU-SGS[60]等光滑算子. 
另外,结合上一节中的 AMG 网格粗化方法,形成了代数系统类的光滑算子,如基于 C-F 分裂光滑[29,61]、多

项式类光滑[29]、稀疏近似逆[62]等多种类型光滑算子.针对其代数系统的系数矩阵,同样可以构造出块型结构的

光滑算子.然而,这类方法在现代 CFD 工业应用中还不多见,其数值特性也有待下一步的应用和检验. 
2.4.2   线型光滑算子 

在对高雷诺数粘性流体的数值模拟中,将产生各向异性的系统特性,此时需要对多重网格方法的光滑算子

进行适当的修正,结合半隐式粗化的线型光滑算子几乎成为标准的选择.在结构网格中,很容易实现线型的粗化

光滑;而在非结构网格中,由于没有坐标方向上的标识,就需要构造类似的线型方向.文献[23]中采用权重图技术

来建立各向异性网格存储结构,在强耦合方向上使用较大的权值,用于影响粗网格层次的构建,在多重网格方法

中使用线隐式型光滑算子,计算粘性流体时获得与纵横比(aspect ratio)无关的收敛特性. 
线隐式光滑算子[24]是基于高精度格式的 p-Multigrid 方法,线型结构的构建是基于计算网格和相关物理特

性的,强耦合方向对应于强连通网格的各向异性方向,通过相互之间的线性连接,构建出块三对角型的耦合线性

方向的集合,在数值实验上,与经典迭代 Jacobi 相比,显示出较强的有效性.然而,由于非结构网格的特殊性,对各

向异性问题的多重网格光滑算子的选取以及并行求解分析和应用,仍然值得进一步的研究. 
2.4.3   投影型光滑算子 

以 Krylov 子空间为主的投影方法[21]包括 GMRES,CG,FCG,GCR,BICGSTAB 等,其求解可以看作是在 m 维

Krylov 的搜索子空间中寻找近似解的过程.它实际上是一种多项式近似型方法,在时空复杂度上都具有优良的

特性.表 3 中显示了部分经典迭代方法与 Krylov 子空间投影方法性能方面的差异,Krylov 子空间型的投影方法

在计算时间上具有稳定数值特性,在用于 Laplace 及 Possion 方程的求解中都显示出比经典迭代方法快的收敛

特性. 

Table 3  Comparison of optimal complexity for typical smoother 
表 3  典型光滑算子 优复杂度比较 

计算方法 类型 时间复杂度 空间复杂度 适用条件 
Jacobi 基本迭代 O(n2) O(n) 谱半径小于 1 

Guass-Seidel 基本迭代 O(n2) O(n) 谱半径小于 1 
SOR 基本迭代 O(n3/2) O(n) 满足 0<ω<2,且谱半径小于 1 
CG 投影方法 O(n3/2) O(n) 对称 Lanczos 型线性系统 

GMRES 投影方法 O(n3/2) O(n) Arnoldi 型线性系统 
BI-CGSTAB 投影方法 O(n3/2) O(n) Lanczos 双正交型线性系统 
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另外,以 Krylov 子空间方法作为多重网格的光滑算子,其应用过程中往往在其投影空间上结合预条件技术,
可以发挥更优的性能,如预条件 GMRES(PGMRES)方法等.对于求解 Ax=b 的原型系统,以左预条件子 P 为例,原
型系统的求解转化为 P−1Ax=P−1b.为取得快速的收敛特性,预条件子 P 的选取应尽可能地与 A 矩阵近似,并且在

并行可扩展性方面,预条件型的 Krylov 子空间投影方法具有较强的问题适应性.因此,在很多流体模拟的工程应

用上,常常采用 Krylov 子空间的投影方法替代经典的迭代方法. 
2.4.4   混合型光滑算子 

基于上述各种方法的混合型光滑算子,可以结合上述各自方法的优势,在非结构网格的实际应用中发挥更

好的数值性能,以适用于大规模的并行计算环境.如文献[63]中使用的 GMRES+LU-SGS 的方法,对 M6,DLR-F4, 
DLR-F6 这 3 种机翼翼型的流场数值进行模拟,当处理器数目达到 16 时,仍能表现出稳定的数值特性.另外,文献

[64]中详细地例举了各种并行化 AMG 光滑算子的性能,并且在将处理器规模增至 32 000 时,仍然能够保证较高

的数值稳定性.这对于非结构网格上光滑算子大规模并行开发具有一定的借鉴价值.遗憾的是,在并行可扩展性

方面仅仅描述了单个处理器上的迭代次数,并没有给出相应的数值精度以及加速比情况. 
总体而言,由于实际问题的限制,光滑算子的优劣程度不是固定的,一个求解过程较优的光滑算子,在其他

数值结果中的表现可能不太理想.这与问题的特殊性密切相关,所以针对具体实际应用的光滑算子的选取才变

得有意义.另外,基于复杂非结构网格环境下的大规模流场数值模拟过程,光滑算子的选取不仅要保证数值计算

的稳定性、收敛的快速性,而且要考虑方法的并行可扩展性.因而,数值实验结果只能作为一个借鉴,更深入的物

理问题应用和理论论证仍然是一个艰巨的过程. 

3   开源软件 

CFD 计算环境下的非结构网格解算器软件,经过近 40 年的发展,形成了一大批商业软件,如 Fluent,UMS3D, 
FUN3D,NSU3D,CFD++,TAU 等.这些商业软件平台适应性强、可扩展性高、数值计算稳定,缺点就是价格昂贵,
用户不能更改内部源代码,部分软件更是只针对特定的机构与人群开放.如,UMS3D 就只提供给美国公民,不利

于普通用户的二次开发.相比之下,开源的 CFD 软件就是一种完全开放式代码,可以满足用户不同的开发需求,
因此本节主要介绍几种带多重网格解算器的非结构网格开源软件. 

3.1   Code_Saturne:有限体积法的通用型流体力学解算器 

Code_Saturne 是法国电力集团 EDF 公司开发的一种通用型 CFD 软件,用于求解 2D/3D 流体的 NS 方程.
源代码使用 Fortran 77 编写,支持 C99 和 Python,适用于 Linux 和所有的 UNIX 平台.程序功能包括有限体积法

的空间离散格式,支持结构网格、非结构网格、混合网格,能够完成定常或非定常、可压或不可压、层流或湍

流、热传导或绝热等情况下的流体计算.其中,湍流计算包括混合长度、二方程模型、大涡模拟(large eddy 
simulation,简称 LES)等.其并行实现采用 MPI(message passing interface)标准,数值解算器中引入了 AMG,以获得

快速的收敛效果.其工业应用主要集中于辐射热传导、燃烧问题、磁能动力模拟等方面.其缺点表现在程序代

码结构陈旧,注释多为法文,可读性较差.更多详情可参见 http://code-saturne/info. 

3.2   OpenFVM:非等温不可压二相流的有限体积法解算器 

由美国 OpenFVM 小组开发、用于求解采用有限体积法离散的湍流不可压 NS 方程,源代码使用标准 C 语

言编写,可兼容 Linux 和 Windows 两大计算平台.主要功能包括空间离散采用迎风一阶分裂格式或中心差分分

裂格式,时间推进包含显式与隐式两种方法,部分耦合求解,如速度-压力耦合的 SIMPLE,SIMPLER,PISO 等.网
格生成采用开源的Gmsh软件,同时引入了网格重排序技术缩减矩阵带宽,如RCM(Reverse Cuthill-McKee)算法,
系数矩阵同样采用 CSR 格式存储,便于使用第三方数值软件 Laspack 进行求解,在并行化的数值求解时使用可

扩展性能较强的 PETSc.这两个软件包中都集成了 AMG 方法.OpenFVM 的主要缺点在于空间离散格式比较简

单,数值精度较低,仅适用于非等温不可压的流体计算.下载地址参见 http://openfvm.sourceforge.net/. 
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3.3   OpenFOAM:并行扩展性最强的流体开源软件 

OpenFOAM 是目前为止应用范围 广、可扩展性 强、解算器 全的开源软件包,由美国 OpenCFD 机构

开发,源代码采用标准 C++编写,可以应用于 Unix,Liunx,Windows,MacOSX 等多种操作系统中.软件主要特征包

括离散格式使用有限体积方法,求解可压、不可压的 Euler,NS 方程,支持多套网格和多种边界条件,如四面体、

塔体、六面体等,可以实现层流定常、非定常,湍流的 k-epsilon,k-ω,LES(large eddy simulation),Saplart-Allmaras
等模型的流体模拟,空间离散格式可选两种迎风格式,时间离散格式可选 Euler 向后差分和 Crank-Nicholson 差

分方式,不可压 NS 方程的求解可使用 SIMPLE、PISO、耦合 Pimple 等压力-速度耦合方法,提供多种第三方软

件集成,如 Metis,ParMetis,OpenMPI,ParaView,ParMGridGen 等,其中,ParMGridGen 是 GMG 的网格层次构建软

件,采用结块式(agglomeration)方式并行构建网格层次,并且在数值求解中还集成了对 AMG 的并行求解的支持. 
此外,自 2006 年以来,针对 OpenFOAM 的开发与应用,CFD 的开源联盟每年要组织一次国际会议进行讨论.

可见,OpendFOAM 不仅在解算器上比较全面,而且对新方法的集成更新也是比较迅速的,其并行可扩展性能仅

次于商业 Fluent,这也是其他开源软件不可比拟的.其负面影响是,在软件集成度越来越高、数值方法越来越全

的同时,增加了软件包的负载,为多数初学者进行二次开发带来一定的难度.更多详情及下载地址可参见 http:// 
www.openfoam.com/. 

以上仅列举了几个典型的非结构网格解算器开源软件.其他一些比较优秀的开源软件在并行解算器上也

使用了 AMG 或 GMG 方法,如 ADFC,GPDE,NUM3SIS,Featflow,Gerris,Typhon Solver 等,由于篇幅关系不一一列

举.总体而言,非结构网格的开源软件发展非常迅速,应用前景广阔,越来越多研究者的加入,使得软件开发呈现

一片欣欣向荣的景象.同时还应看到,其开发过程也面临不少的困难,如缺乏资助、手册文档不详细、更新周期

较长,应用范围较小,开发团体比较分散,涉及不同行业不同方向的研究,往往也只是实现了某类商业软件某一

个方面的应用,尤其是数值解算器开发比较少,对新方法的集成不尽如人意.因此,开源 CFD 软件在给研究者提

供平台的同时,也需要对其进一步加以完善. 

4   研究展望 

经过几十年的发展,非结构网格的解算器在其高效性上取得了许多重要成果.由于其致力于不断提高数值

计算方法的效率,极大地推动了非结构网格工程应用的发展.在众多高效算法中,多重网格方法具有较强的数值

稳定性、问题适应性以及多项式时间内收敛的高效性,成为非结构网格高效解算器必不可少的选择.两种类型

的多重网格方法 AMG 和 GMG 在非结构上的应用各有侧重,很难简单地判定孰优孰劣,这需要与具体应用问题

相结合.工程应用对高精度格式的需求、计算机体系结构及软硬平台的飞速发展,对非结构网格的高效解算器

在并行扩展性、数值稳定性上提出了新的挑战.可以预言,以多重网格为主的非结构解算器的研究将主要集中

在以下几个方面: 
(1) 结合高精度格式的 GMG 并行化应用 
以离散 Galerkin、谱体积、谱差分方法为代表的高精度计算格式,结合 GMG 表现出了高效的收敛特性,在

一定程度上降低了计算时间开销,如 p-Multigrid 和 hp-Multigrid,在求解小规模 Euler,Navier-Stokes 方程时具有

较高的数值精度和较强的问题适应性能,而在大网格规模、复杂流体的并行化扩展能力方面的应用还不多见,
这方面的相关文献相对较少.因而在维持解算器高阶精度以及快速收敛特性的前提下,探索并行大规模多重网

格方法的有效应用,将是高精度格式下一步需要解决的问题. 
(2) 改进并行网格粗化插值过程 
无论是 AMG 还是 GMG,在过去的 20 年内,网格粗化及并行化的过程一直都是一个很活跃的研究方向,涌

现出一大批网格粗化插值算子.其主要原因在于,多重网格及其并行化方法的有效性,在很大程度上依赖于粗化

过程中构建的网格层次结构以及插值过程引入的误差校正.粗化插值算子不仅需要数值上的稳定性,而且必须

满足并行效率上的扩展性.因此,无论是代数系统矩阵的经典分裂或是光滑聚合,还是几何形体的结块聚合,有
效地粗化插值算子都需要较小的计算量、快速的收敛性、较低的通信量.同时,开发普适性的粗化插值过程还
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具有一定的难度,因而,结合具体实际应用的开发和优化就显得尤为重要. 
(3) 多重网格光滑算子的选取 
光滑算子在 AMG 和 GMG 的有效性上发挥着重要的作用,非结构网格流体的数值模拟不仅需要光滑算子

的高效性,而且必须保证其数值稳定性,在分区并行时,具有较小的通信计算比.有效的并行光滑算子不仅能够

适应问题的物理特性,而且能够满足并行计算时低存储、低通信、高效率的要求.因此,设计针对具体问题并行

多重网格的光滑算子,仍然是一个比较热门的话题. 
(4) 并行可扩展性应用 
一般意义上的并行可扩展性应用主要关注于如何减小通信计算比.以多重网格方法为例,在循环迭代过程

中常常使用计算换通信的方式获得较低的通信计算比,从而具有较高的并行效率和加速比,如多次循环一次通

信、一次循环单层通信等方式,达到减少了通信量的目的.但是在减少通信的同时,数值精度却得不到保证,计算

时间反而增加,并行加速比也不会很高.因此,采用启发式规则处理数值精度与通信频率的关系,也是多重网格

解算器需要面对的问题. 
(5) 新型计算平台上的实现 
随着多核体系结构和多核处理器技术的飞速发展,现代多核处理器已不再是将单处理器简单地拼凑在一

起.越来越多的新型多核体系结构采用基于软件管理的局部存储器,将大量单处理器核整合在一起,取代了典型

的基于硬件管理的 Cache 层次结构.与此同时,随着传统的图形处理部件 GPU 的计算能力和可编程性的不断提

高,利用 GPU 完成通用计算任务的 GPGPU 计算成为研究的热点.这种 CPU+GPU 的异构计算模式在发掘计算

机潜在的性能和性价比方面有着显著的优势,因此受到开发人员的日益青睐.应对新型体系结构,面临的一个迫

切问题是何种编程模型和编译方法对提高性能 有效.因而,探索具有较强并行可扩展性、支持复杂硬件环境

的数值计算方法,仍然是今后一段时间内非结构网格解算器并行化发展的重要方向.同时,针对现有高效解算器

的异构计算环境下的应用,也将被不断地开发. 

5   结束语 

总体来看,以多重网格方法为代表的非结构网格高效解算器,在其串行和并行计算过程中能够大幅度地缩

短计算时间,从而显著提高求解大规模流体模拟的效率.虽然对高效解算器的研究已持续了很多年,但由于工程

应用中实际问题的不断涌现,其开发始终受到广泛关注.并且随着应用问题和计算机体系结构的日新月异,将有

越来越多的问题有待进一步探讨. 
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