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摘  要: 将符号化计算树逻辑中的 Shannon 展开式做了推广,在 n 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Łn中,研究了由逻辑公

式导出的 n 值 McNaughton 函数的展开式,给出了 m 元 n 值 McNaughton 函数的准析取范式和准合取范式.在此基

础上,给出了 m 元 n 值 McNaughton 函数的计数问题,并在 n 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Łn中,给出了 m 元逻辑公式的

构造方法及其逻辑等价类的计数问题. 
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Abstract:  The Shannon expansion in symbolic computation tree logic is generalized. In a n-valued Łukasiewicz logic system, Łn, the 
expansion of n-valued McNaughton functions which are induced by logical formulae is studied. The quasi disjunctive normal form and 
quasi conjunctive normal form of m-ary n-valued McNaughton functions, and the counting problems of m-ary n-valued McNaughton 
functions are given. In n-valued Łukasiewicz logic system Łn, the construction of formulae and counting problems of their logic 
equivalence class are provided. 
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模型检验(model checking)技术自提出以来,已在航空航天、电子商务、通信技术乃至医疗系统等各个领域

取得了成功的应用,近年来得到了迅速的发展[1−11].所谓模型是指包含有状态集、状态转移关系以及与一组原子

命题相联系的迁移系统(transition system,简称 TS),而模型检验的任务就在于通过某种自动化的方法检验一个

TS 是否满足预定的规范(specification).这里的规范通常用具有足够强的表述功能的逻辑公式ϕ来表示,ϕ经常取

为计算树逻辑(computing tree logic)中的公式,简称 CTL 公式.模型检验技术虽然是自动化的,但对于复杂的规范

往往会出现计算复杂性大大增加,乃至出现状态爆炸的情况.为了简化检验过程,符号化的 CLT 模型检验已被提

出 ,其中 ,基于开关函数 (switching function)和 Shannon 展开式的有序二元决策图 (ordered binary decision 
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diagram,简称 OBDD)起着重要的作用. 
另一方面,多值逻辑公式的计数问题也是一个困难的问题.众所周知,含有 m 个原子公式的二值命题逻辑公 

式的个数恰等于 m 元 Boole 函数的个数,即 22
m
个.但对于多值逻辑,相应的问题要复杂得多.以 3 值 Łukasiewicz

逻辑为例,含有 m 个原子公式的 3 值命题逻辑公式的个数并不等于 33
m

.由于 Shannon 展开式是针对二值函数给 
出的,所以并不复杂,但其想法是巧妙的.本文首先基于 Shannon 展开式简练地导出二值逻辑公式的析取范式和

合取范式.然后,根据 Shannon 展开式的思想提出多值逻辑公式的准范式,并最终用于多值逻辑公式的计数问题.
为 n 值 Łukasiewicz 逻辑在近似推理中的应用奠定了基础. 

1   预备知识 

定义 1[12]. 设 S={p1,p2,…},对 F(S)做如下情形: 
(i)  p1,p2,…∈F(S); 
(ii) 若 A,B∈F(S),则¬A,A→B∈F(S); 
(iii) F(S)中的元都可通过情形(i)与情形(ii)而得到. 

F(S)是 S 生成的(¬,→)型自由代数,S 中的元叫原子命题、命题变元或原子公式,F(S)中的元叫命题或合式公

式,简称公式. 
注 1:在定义 1 中并未用到逻辑连接词∨与∧,其实它们都可以用¬与→来表达.规定:A∨B 与 A∧B 分别是

¬A→B 与¬(A→¬B)的简写. 
定义 2[12]. 设 v:F(S)→{0,1}是映射,这里,{0,1}是 Boole 代数.若 v 是(¬,→)型同态,即 v(¬A)=¬v(A),v(A→B)= 

v(A)→v(B),则称 v 为 F(S)的赋值,v(A)也叫公式 A 的赋值.F(S)中全体赋值集记作Ω. 
定义 3[12]. 设 A,B∈F(S): 
(i) 如果对每个 v∈Ω均有 v(A)=1,则称 A 为重言式,记作 A;如果对每个 v∈Ω均有 v(A)=0,则称 A 为矛盾式; 

(ii) 如果对每个 v∈Ω均有 v(A)=v(B),则称 A 与 B 逻辑等价,记作 A≈B. 
定义 4[12]. 函数 f:{0,1}m→{0,1}叫 m 元 Boole 函数(m∈N). 
定义 5[12]. 设 A(p1,…,pm)是含有 m 个命题变元的合式公式,它由 p1,…,pm 通过逻辑连接词¬,→,∨与∧连接而

成.设(x1,…,xm)∈{0,1}m,分别用 x1,…,xm 取代 A(p1,…,pm)中的 p1,…,pm,并按¬0=1,a→b=0 当且仅当 a=1,b=0,a∨b= 

max{a,b},a∧b=min{a,b}理解¬,→,∨与∧,则得 m 元函数,记作 A (x1,…,xm),叫作公式 A 导出的 Boole 函数. 
命题 1[12]. 每个 Boole 函数都可由某公式导出. 
定义 6[12]. 设 A(p1,…,pm)∈F(S),则分别当 A 具有形式(Q11∧…∧Q1s)∨…∨(Qt1∧…∧Qts)或(Q11∨…∨Q1s)∧…∧ 

(Qt1∨…∨Qts)时,称 A 为析取范式或合取范式.这里,Qij=pj 或 Qij=¬pj(j=1,…,s;i=1,…,t). 
注 2:由原子公式或其否定通过析(合)取连接词连接而成的公式叫简单析(合)取式.如 p1∨p2∨p3 是简单析取

式,¬p1∧p2 是简单合取式.简单析(合)取式既可以看作析取范式,又可以看作合取范式. 
定义 7[1]. 设 f(x1,…,xm)为 m 元 Boole 函数,称下式为 Shannon 展开式: 

f(x1,…,xm)=(¬x1∧f(0,x2,…,xm))∨(x1∧f(1,x2,…,xm)). 
下面,我们给出 Shannon 展开式的推广形式. 

命题 2. 设 f(x1,…,xm)为 m 元 Boole 函数,约定 0 1,k k k kx x x x= ¬ = (k=1,2),则 
1 2 2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) {0,1} }.m mf x x x x x x f x xα α α α α α= ∨ ∧ ∧ ∈  

证明:由 Shannon 展开式可得: 
 f(x1,x2,x3,…,xm)=(¬x1∧f(0,x2,x3,…,xm))∨(x1∧f(1,x2,x3,…,xm)) (1) 
又 

f(0,x2,x3,…,xm)=(¬x2∧f(0,0,x3,…,xm))∨(x2∧f(0,1,x3,…,xm)), 
f(1,x2,x3,…,xm)=(¬x2∧f(1,0,x3,…,xm))∨(x2∧f(1,1,x3,…,xm)). 

代入公式(1),整理得到: 
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 1 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) {0,1} }.m mf x x x x x x f x xα α α α α α= ∨ ∧ ∧ ∈  □ 

更一般地,由 Shannon 展开式及其推广形式可以得到 Boole 函数的析取范式. 

推论 1. 设 f(x1,…,xm)为 m 元 Boole 函数,约定 0 1,k k k kx x x x= ¬ = (k=1,2,…,m),则 
1 1 1

1 1 1 1 1 1( ,..., ) { ... ( ,..., ) : ( ,..., ) {0,1} } { ... : ( ,..., ) (1)}.m mm
m m m m m mf x x x x f x x fα αα αα α α α α α −= ∨ ∧ ∧ ∧ ∈ = ∨ ∧ ∧ ∈  

注 3:若 f − 1(1)=∅,即 f(x1,…,xm)=0,这时可令 f(x1,…,xm)=x1∧¬x1. 
下面,我们再给出 Shannon 展开式的对偶形式及其推广. 

命题 3. 设 f(x1,…,xm)为 m 元 Boole 函数,约定 0 1,k k k kx x x x= = ¬ (k=1,2),则, 

(i)  f(x1,x2,…,xm)=(x1∨f(0,x2,…,xm))∧(¬x1∨f(1,x2,…,xm)); 
(ii) 1 2 2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) {0,1} }m mf x x x x x x f x xβ β β β β β= ∧ ∨ ∨ ∈ . 

证明: 
(i) 当 x1=0 时 

(x1∨f(0,x2,…,xm))∧(¬x1∨f(1,x2,…,xm))=(0∨f(0,x2,…,xm))∧(1∨f(1,x2,…,xm)) 
=f(0,x2,…,xm)∧1 
=f(0,x2,…,xm) 
=f(x1,x2,…,xm). 

当 x1=1 时 
(x1∨f(0,x2,…,xm))∧(¬x1∨f(1,x2,…,xm))=(1∨f(0,x2,…,xm))∧(0∨f(1,x2,…,xm)) 

=1∧f(1,x2,…,xm) 
=f(1,x2,…,xm) 
=f(x1,x2,…,xm). 

(ii) 由情形(i)可得 
 f(x1,x2,x3,…,xm)=(x1∨f(0,x2,x3,…,xm))∧(¬x1∨f(1,x2,x3,…,xm)) (2) 
又 

f(0,x2,x3,…,xm)=(x2∨f(0,0,x3,…,xm))∧(¬x2∨f(0,1,x3,…,xm)), 
f(1,x2,x3,…,xm)=(x2∨f(1,0,x3,…,xm))∧(¬x2∨f(1,1,x3,…,xm)). 

代入公式(2),整理可得: 

 1 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) {0,1} }.m mf x x x x x x f x xβ β β β β β= ∧ ∨ ∨ ∈  □ 

由命题 3 可以得到 Boole 函数的合取范式. 

推论 2. 设 f(x1,…,xm)为 m 元 Boole 函数,约定 0 1,k k k kx x x x= = ¬ (k=1,2,…,m),则 
1 1 1

1 1 1 1 1 1( ,..., ) { ... ( ,..., ) : ( ,..., ) {0,1} } { ... : ( ,..., ) (0)}.m mm
m m m m m mf x x x x f x x fβ ββ ββ β β β β β −= ∧ ∨ ∨ ∨ ∈ = ∧ ∨ ∨ ∈  

注 4:若 f − 1(0)=∅,即 f(x1,…,xm)=1,这时可令 f(x1,…,xm)=x1∨¬x1. 
定理 1[12]. 每个公式都逻辑等价于一个析取范式(或合取范式). 
注 5:文献[12]给出了定理 1 的构造性证明,下面根据 Shannon 展开式及其推广形式给出另外一种证明方法. 
证明:仅证析取范式的情形(合取范式的情形是类似的). 

∀A∈F(S),不妨设 A 中含有 m 个原子命题 p1,…,pm,则 A 导出一个 m 元 Boole 函数 A (x1,…,xm). 
• 若 A 不是矛盾式,则 1A− (1)≠∅.由推论 1 可知,约定 0 1,k k k kx x x x= ¬ = (k=1,2,…,m),则 

1 1
1 1 1( ,..., ) { ... : ( ,..., ) (1)}.m

m m mA x x x x Aαα α α −= ∨ ∧ ∧ ∈  

这时,约定 0 1,k k k kp p p p= ¬ = (k=1,2,…,m),令 1 1
1 1{ ... : ( ,..., ) (1)}m

m mB p p Aαα α α −= ∨ ∧ ∧ ∈ ,则 B 导出的 m 元 Boole

函数 1 1( ,..., ) ( ,..., )m mB x x A x x= .所以 A≈B,且 B 是析取范式. 

• 若 A 是矛盾式,则 A (x1,…,xm)=0.由注 3 可知,可令 A (x1,…,xm)=x1∧¬x1. 
这时,令公式 B=p1∧¬p1,则 1 1( ) ( ,..., )mB x A x x= .所以 A≈B,且 B 是简单合取式,可看作析取范式. □ 
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定理 2. 在二值命题逻辑系统 L 中,m 元公式的逻辑等价类共 22
m
个. 

证明:任意 m 元 Boole 函数均可由某个 m 元公式导出,且任意 m 元公式导出的函数均为 m 元 Boole 函数. 
而 Boole 函数共 22

m
个.又因逻辑等价公式导出的 Boole 函数是相等的,故 m 元公式的逻辑等价类共 22

m
个. □ 

2   n值 McNaughton 函数的范式表示 

本文用 L(n)表示集合
1 2 20, , ,..., ,1

1 1 1
n

n n n
−⎧ ⎫

⎨ ⎬
− − −⎩ ⎭

,用 h0(x)表示函数¬(¬x→x),用 1
2
( )h x 表示函数(x→¬x)∧ 

(¬x→x),用 h1(x)表示函数¬(x→¬x). 

2.1   n值Łukasiewicz逻辑系统Łn 

定义 8[12]. 设 S={p1,p2,…},F(S)是由 S 生成的(¬,→)型自由代数,称 F(S)中的元为系统 Łn 中的公式(或命题),
称 S 中的元为系统 Łn 中的原子公式(或原子命题). 

注 6:与经典逻辑系统不同,在 Łn 中,A∨B 不再是¬A→B 的简写,而是(A→B)→B 的简写,A∧B 表示¬(¬A∨¬B). 
定义 9[12]. 设 v:F(S)→L(n)是映射,这里,L(n)是 n 值 MV 代数,若 v 是(¬,→)型同态,即 

v(¬A)=¬v(A),v(A→B)=v(A)→v(B)=min{1−v(A)+v(B),1}, 
则称 v 为 F(S)在 n 值 MV 代数 L(n)中的赋值,简称 v 为赋值.F(S)中全体赋值之集记作Ω(Łn). 

在 Łn 中,重言式、矛盾式以及逻辑等价的定义与经典逻辑系统 L 中的定义是一致的,这里不再赘述. 
定义 10[12]. 设 A(p1,…,pm)是含有 m 个命题变元的合式公式,它由 p1,…,pm 通过逻辑连接词¬,→,∨与∧连接

而成.设(x1,…,xm)∈(L(n))m,分别用 x1,…,xm 取代 A(p1,…,pm)中的 p1,…,pm,并按¬x=1−x,x→y=(1−x+y)∧1,x∨y= 
max{x,y},x∧y=min{x,y},(x,y∈L(n))理解¬,→,∨与∧,则得 m 元函数,记作 A (x1,…,xm),叫作公式 A 导出的函数. 

定义 11[13]. 若函数 g:(L(n))m→L(n)可由 Łn 中的某个 m 元逻辑公式导出,则称 g(x1,…,xm)为 m 元 n 值

McNaughton 函数(m∈N). 

例 1:设 : ( ( )) ( )mg L n L n→ 为 m 元 n 值函数,则常值映射 1
1( ,..., )
2mg x x ≡ 不能由合式公式导出. 

证明:任给 m 元合式公式 A(p1,…,pm),设 1( ,..., )mA x x 为公式 A 导出的 n 值函数.当 p1,…,pm 全部赋值为 0 时,

作用连接词¬,→,∨与∧只能得到 0 或 1,不可能为
1
2

.即, 1(0,...,0)
2

A ≠ .而 1( ,..., )mg x x 恒等于
1
2

,故 1
1( ,..., )
2mg x x ≡  

不能由合式公式导出.  □ 
注 7:在经典逻辑系统中,每一个 m 元 Boole 函数 f:{0,1}m→{0,1}都可由某合式公式导出;然而在 n 值逻辑系 

统中,每一个 m 元 n 值函数 g 却不一定由某个合式公式导出.因此在 n 值逻辑系统中,由 m 元公式导出的 m 元 n 
值函数的形式要比 m 元 Boole 函数复杂很多.下面,我们将 Shannon 展开式的技巧进行推广来解决这一问题.首
先研究 3 值 McNaughton 函数的范式表示. 

2.2   3值McNaughton函数的范式表示 

在 3 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Ł3 中,公式的赋值域为 L(3)= 10, ,1
2

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

.∀x,y∈L(3),Ł3 中的真值表如下所示: 

x ¬x x\y 0 
1
2

 1  x\y 0
1
2

1 x\y 0
1
2

 1 

0 1 0 1 1 1  0 0
1
2

1 0 0 0 0 

1
2

 1
2

1
2

1
2

1 1  
1
2

1
2

1
2

1
1
2

0
1
2

 1
2

 

1 0 1 0 
1
2

 1  1 1 1 1 1 0
1
2

 1 

¬x             x→y               x∨y              x∧y 
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而且,h0(x)=¬(¬x→x), 1
2
( )h x =(x→¬x)∧(¬x→x),h1(x)=¬(x→¬x)的真值表如下所示: 

x h0(x)  x 1
2
( )h x x h1(x)

0 1  0 0 0 0 
1
2

 0  
1
2

1 
1
2

0 

1 0  1 0 1 1 

下面,依据 Shannon 展开式的技巧以及 h0(x), 1
2
( )h x ,h1(x)的特点,我们给出 m 元 3 值 McNaughton 函数的展 

开式及准析(合)取范式. 
命题 4. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 3 值 McNaughton 函数,则 

1
2

1 0 1 2 1 2 1 1 2
1( ,..., ) ( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., )).
2m m m mg x x h x g x x h x g x x h x g x x⎛ ⎞⎛ ⎞= ∧ ∨ ∧ ∨ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

证明: 
• 当 x1=0 时 

1
2

0 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 1 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., ))
2

1(1 (0, ,..., )) 0 , ,..., (0 (1, ,..., ))
2

(0, ,..., ) 0 0 (0, ,..., ) ( , ,..., ).

m m m

m m m

m m m

h x g x x h x g x x h x g x x

g x x g x x g x x

g x x g x x g x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∨ ∨ = =

 

• 当 x1=
1
2
时 

1
2

0 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 1 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., ))
2

1(0 (0, ,..., )) 1 , ,..., (0 (1, ,..., ))
2

1 10 , ,..., 0 , ,..., ( , ,
2 2

m m m

m m m

m m

h x g x x h x g x x h x g x x

g x x g x x g x x

g x x g x x g x x

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∨ ∨ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

..., ).mx

 

• 当 x1=1 时 

  

1
2

0 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 1 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., ))
2

1(0 (0, ,..., )) 0 , ,..., (1 (1, ,..., ))
2

0 0 (1, ,..., ) (1, ,..., ) ( , ,..., ).

m m m

m m m

m m m

h x g x x h x g x x h x g x x

g x x g x x g x x

g x x g x x g x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∨ ∨ = =  □ 

命题 5. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 3 值 McNaughton 函数,约定
1
2

1
2

0 1
0 1( ), ( ), ( )k k k k k kx h x x h x x h x= = = (k=1,2),则 

1 2

2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2
1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : ( , ) 0, ,1 .
2m mg x x x x x x g x xα α α α α α

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∨ ∧ ∧ ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 

证明:由命题 4 可知: 

 1
1 2 3 1 1 2 3 1

1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : 0, ,1
2m mg x x x x x g x x xα α α⎧ ⎫⎧ ⎫= ∨ ∧ ∈⎨ ⎨ ⎬⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
 (3) 

又 2
1 2 3 2 1 2 3 2 1

1 1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : 0, ,1 , 0, ,1
2 2m mg x x x x g x xαα α α α α⎧ ⎫⎧ ⎫= ∨ ∧ ∈ =⎨ ⎨ ⎬⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
,代入公式(3),整理可得: 
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 1 2

2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2
1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : ( , ) 0, ,1 .
2m mg x x x x x x g x xα α α α α α

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∨ ∧ ∧ ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 □ 

推论 3. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 3 值 McNaughton 函数,约定
1
2

1
2

0 1
0 1( ), ( ), ( )k k k k k kx h x x h x x h x= = = (k=1,2,…,m),则 

1

1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1( ,..., ) ... ( ,..., ) : ( ,..., ) 0, ,1
2

1 1                  ( { ... : ( ,..., ) (1)}) ... : ( ,..., ) .
2 2

m

m m

m

m m m m

m m m m

g x x x x g

x x g x x g

αα

α αα α

α α α α

α α α α− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∨ ∧ ∧ ∧ ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞= ∨ ∧ ∧ ∈ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∈⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

 

注 8: 

( i )  称 1 11 1
1 1 1 1

1 1( { ... : ( ,..., ) (1)}) ... : ( ,..., )
2 2

m m
m m m mx x g x x gα αα αα α α α− −⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞∨ ∧ ∧ ∈ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∈⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
为 m 元 3 值 

McNaughton 函数的准析取范式.注意:在析取范式中, ( 1,2,..., )i
ix i mα = 取 xi 或¬xi;而在准析取范式中, 

i
ixα 是 xi 通过¬,→,∨,∧运算得到的 1 元函数; 

(ii) 若 1 1 1(1)
2

g g− − ⎛ ⎞= = ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠

,即 g(x1,…,xm)=0,这时可令 0 1
1 1 1( ,..., )mg x x x x= ∧ ,即 

g(x1,…,xm)=¬(¬x1→x1)∧¬(x1→¬x1). 
而¬(¬x1→x1)∧¬(x1→¬x1)是 x1 的 1 元函数,可看作简单准析(合)取式; 

(iii) 若 1 1
2

g − ⎛ ⎞ ≠ ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠

,则 x1,…,xm 中至少有一个取值
1
2

,则 g(x1,…,xm)可表示为 

1 11 1
1 1 1 1 1 1

1( { ... : ( ,..., ) (1)}) ( ( )) ... ( ( )) : ( ,..., ) .
2

m m
m m m m m mx x g x x x x x x gα αα αα α α α− −⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞∨ ∧ ∧ ∈ ∨ ∨ ∧ ∨ ¬ ∧ ∧ ∧ ∨ ¬ ∈⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
 

下面给出命题 4 的对偶形式. 
命题 6. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 3 值 McNaughton 函数,则 

1
2

1 0 1 2 1 2 1 1 2
1( ,..., ) ( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., )).
2m m m mg x x h x g x x h x g x x h x g x x⎛ ⎞⎛ ⎞= ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧ ¬ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

证明: 
• 当 x1=0 时 

1
2

0 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 1 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., ))
2

1(0 (0, ,..., )) 1 , ,..., (1 (1, ,..., ))
2

(0, ,..., ) 1 1 (0, ,..., ) ( , ,..., )

m m m

m m m

m m m

h x g x x h x g x x h x g x x

g x x g x x g x x

g x x g x x g x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∨ ∧ ∨ ∧ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∧ ∧ = = .

 

• 当 x1=
1
2
时 

1
2

0 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 1

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., ))
2

1(1 (0, ,..., )) 0 , ,..., (1 (1, ,..., ))
2

1 11 , ,..., 1 , ,..., ( ,
2 2

m m m

m m m

m m

h x g x x h x g x x h x g x x

g x x g x x g x x

g x x g x x g x

⎛ ⎞⎛ ⎞¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∨ ∧ ∨ ∧ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∧ ∧ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 ,..., ).mx x

 

• 当 x1=1 时 
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1
2

0 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2

2 2 1 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,..., ( ( ) (1, ,..., ))
2

1(1 (0, ,..., )) 1 , ,..., (0 (1, ,..., ))
2

1 1 (1, ,..., ) (1, ,..., ) ( , ,..., )

m m m

m m m

m m m

h x g x x h x g x x h x g x x

g x x g x x g x x

g x x g x x g x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞∨ ∧ ∨ ∧ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∧ ∧ = = .  □ 

命题 7. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 3 值 McNaughton 函数,约定
1
2

1
2

0 1
0 1( ), ( ), ( )k k k k k kx h x x h x x h x= ¬ = ¬ = ¬ (k=1,2),则 

1 2

2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2
1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : ( , ) 0, ,1 .
2m mg x x x x x x g x xβ β β β β β

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∧ ∨ ∨ ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 

证明:由命题 6 可知: 

 1
1 2 3 1 1 2 3 1

1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : 0, ,1
2m mg x x x x x g x x xβ β β⎧ ⎫⎧ ⎫= ∧ ∨ ∈⎨ ⎨ ⎬⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
 (4) 

又 2
1 2 3 2 1 2 3 2 1

1 1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : 0, ,1 , 0, ,1
2 2m mg x x x x g x xββ β β β β⎧ ⎫⎧ ⎫= ∧ ∨ ∈ =⎨ ⎨ ⎬⎬

⎩ ⎭⎩ ⎭
,代入公式(4),整理可得: 

 1 2

2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2
1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) : ( , ) 0, ,1 .
2m mg x x x x x x g x xβ β β β β β

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∧ ∨ ∨ ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 □ 

推论 4. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 3 值 McNaughton 函数,约定
1
2

1
2

0 1
0 1( ), ( ), ( )k k k k k kx h x x h x x h x= ¬ = ¬ = ¬ (k=1,2…,m),

则有 

1

1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1( ,..., ) ... ( ,..., ) : ( ,..., ) 0, ,1
2

1 1                  ( { ... : ( ,..., ) (0)}) ... : ( ,..., ) .
2 2

m

m m

m

m m m m

m m m m

g x x x x g

x x g x x g

ββ

β ββ β

β β β β

β β β β− −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎧ ⎫= ∧ ∨ ∨ ∨ ∈⎨ ⎨ ⎬ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞= ∧ ∨ ∨ ∈ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨ ∈⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠

 

注 9: 

( i )  称 1 11 1
1 1 1 1

1 1( { ... : ( ,..., ) (0)}) ... : ( ,..., )
2 2

m m
m m m mx x g x x gβ ββ ββ β β β− −⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∈ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨ ∈⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
为 m 元 3 值 

McNaughton 函数的准合取范式.注意:在合取范式中, ( 1,2,..., )i
ix i mα = 取 xi 或¬xi;而在准合取范式中, 

i
ixα 是 xi 通过¬,→,∨,∧运算得到的一元函数; 

(ii) 若 1 1 1(0)
2

g g− − ⎛ ⎞= = ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠

,即 g(x1,…,xm)=1,这时可令 0 1
1 1 1( ,..., )mg x x x x= ∨ ,即 

g(x1,…,xm)=(¬x1→x1)∨(x1→¬x1). 
而(¬x1→x1)∨(x1→¬x1)是 x1 的一元函数,可看作简单准析(合)取式; 

(iii) 若 1 1
2

g − ⎛ ⎞ ≠ ∅⎜ ⎟
⎝ ⎠

,则 x1,…,xm 中至少有一个取值
1
2

,则 g(x1,…,xm)可表示为 

1 11 1
1 1 1 1 1 1

1( { ... : ( ,..., ) (0)}) ( ( )) ... ( ( )) : ( ,..., ) .
2

m m
m m m m m mx x g x x x x x x gβ ββ ββ β β β− −⎛ ⎞⎧ ⎫⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∈ ∧ ∧ ∨ ∧ ¬ ∨ ∨ ∨ ∧ ¬ ∈⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
 

2.3   n值McNaughton函数的展开式及其范式表示 

现在,我们研究 n 值 McNaughton 函数.这时,McNaughton 函数的值域为
1 2 2( ) 0, , ,..., ,1

1 1 1
nL n

n n n
−⎧ ⎫= ⎨ ⎬

− − −⎩ ⎭
.为 

了给出 n 值 McNaughton 函数的展开式,我们先给下面的引理. 
引理 1. 在 n 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Łn 中,∀k∈{0,1,2,…,n−2,n−1},均存在一元逻辑公式 Ak(p),使得 Ak(p) 
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导出的一元函数 ( )kA x ,满足:
1,   

1( ) , ( ).
0,  

1

k

kx
nA x x L n

kx
n

⎧ =⎪⎪ −= ∈⎨
⎪ ≠
⎪ −⎩

 

证明: 
(i) 当 k=0 时,令 

2 2 201 02 01 01 0([log ( 1)] 1) 0[log ( 1)] 0[log ( 1)]( ) , ( ) ( ) ( ),..., ( ) ( ) ( ).n n nB p p p B p B p B p B p B p B p− + − −= ¬ → = ¬ → = ¬ →  

这里,[log2(n−1)]表示 log2(n−1)取整数部分,则有 

2 2 201 02 01 01 0([log ( 1)] 1) 0[log ( 1)] 0[log ( 1)]( ) , ( ) ( ) ( ),..., ( ) ( ) ( ).n n nB x x x B x B x B x B x B x B x− + − −= ¬ → = ¬ → = ¬ →  

因为¬x=1−x,x→y=(1−x+y)∧1,所以, 

2 201 02 01 0([log ( 1)] 1) 0[log ( 1)]( ) 2 1, ( ) 2 ( ) 1,..., ( ) 2 ( ) 1.n nB x x B x B x B x B x− + −= ∧ = ∧ = ∧  

• 代入 x=0 得:
201 02 0([log ( 1)] 1)(0) 0, (0) 0,..., (0) 0nB B B − += = = ; 

• 代入
1

1
x

n
=

−
得:

2

2

[log ( 1)] 1

01 02 0([log ( 1)] 1)
1 2 1 4 1 21, 1,..., 1 1;

1 1 1 1 1 1

n

nB B B
n n n n n n

− +

− +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∧ = ∧ = ∧ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

• 代入
2

1
x

n
=

−
得:

2

2

[log ( 1)] 2

01 02 0([log ( 1)] 1)
2 4 2 8 2 21, 1,..., 1 1;

1 1 1 1 1 1

n

nB B B
n n n n n n

− +

− +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∧ = ∧ = ∧ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

• …; 

• 代入
2
1

nx
n

−
=

−
,可得: 

2

2

[log ( 1)] 1

01 02 0([log ( 1)] 1)
2 ( 2) 2 2 ( 2) 4 2 ( 2) 21, 1,..., 1 1.
1 1 1 1 1 1

n

n
n n n n n nB B B
n n n n n n

− +

− +
− − × − − × − − ×⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∧ = ∧ = ∧ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

• 代入 x=1 得:
201 02 0([log ( 1)] 1)(1) 1, (1) 1,..., (1) 1.nB B B − += = =  

这时令
20 0([log ( 1)] 1)( ) ( )nA p B p− += ¬ ,则有

1,   0
( ) , ( )

0,  0k
x

A x x L n
x

=⎧
= ∈⎨ ≠⎩

. 

(ii) 当 k=n−1 时,令 Bn−1(p)=¬p,则 1 1 ( 0,1,2,..., 2, 1)
1 1n

i iB i n n
n n−

⎛ ⎞ = − = − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
,即 

1 1 1 1 1
2 1 3 2 1 2(1) 0, , ,..., , (0) 1.
1 1 1 1 1 1n n n n n

n n nB B B B B
n n n n n n− − − − −

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

这时,可采用情形(i)的做法,令 

2 2 2

2

( 1)1 1 1

( 1)2 ( 1)1 ( 1)1

( 1)([log ( 1)] 1) ( 1)[log ( 1)] ( 1)[log ( 1)]

1 ( 1)([log ( 1)] 1)

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

...,
( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

n n n

n n n

n n n n n n

n n n

B p B p B p

B p B p B p

B p B p B p

A p B p

− − −

− − −

− − + − − − −

− − − +

= ¬ →

= ¬ →

= ¬ →

= ¬

 

则有
1,   1

( ) , ( )
0,  1k

x
A x x L n

x
=⎧

= ∈⎨ ≠⎩
. 

(iii) 若 n 为奇数,则 1
2

n −
为整数.当 1

2
nk −

= 时,令 1
2

( ) (( ) ( )),nB p p p p p− = ¬ → ¬ ∧ ¬ → 则有 

1
2

2 ( 1) ( 1) 2 , 0,1,2,..., 2, 1.
1 1 1n

i i n n iB i n n
n n n−

− − − −⎛ ⎞ = ∨ = − −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 

即 
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1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 2 2 5 1 30, ,..., , ,
2 2 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 3(0) 1, ,..., , (1) 1.
2 1 1 1 1

n n n n

n n n n

n nB B B B
n n n n n n

n nB B B B
n n n n

− − − −

− − − −

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这时,可采用情形(i)的做法,令 

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 22 2 2

1 1
22 2

1

2 1 1

([log ( 1)] 1) [log ( 1)] [log ( 1)]

([log ( 1)] 1)

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

...,
( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

n n n

n n n

n n n

n n

n n n

n

B p B p B p

B p B p B p

B p B p B p

A p B p

− − −

− − −

− − −

− −

− + − −

− +

= ¬ →

= ¬ →

= ¬ →

= ¬

 

则有

11,   
2( ) , ( ).
10,  
2

k

x
A x x L n

x

⎧ =⎪⎪= ∈⎨
⎪ ≠
⎪⎩

 

(iv) 当 0<k< 1
2

n −
时,令 Ck1(p)=¬p→p,则 1( )kC x x x= ¬ → ,所以 1

2 1
1 1k

i iC
n n

⎛ ⎞ = ∧⎜ ⎟− −⎝ ⎠
(i=0,1,2,…,n−2,n−1).当

1
1 2

i
n −

≥ 时, 1 1
1k

iC
n

⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
.注意, 1 1 1 1 1

1 2 2(0), , ,..., , (1)
1 1 1k k k k k

nC C C C C
n n n

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

中非 0,1 且相邻的两个数的差

为
2

1n −
. 

若 1
2 1

1 1 2k
k kC

n n
⎛ ⎞ = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

,则采用情形(iii)的做法,令 Bk(p)=¬((Ck1(p)→¬Ck1(p))∧(¬Ck1(p)→Ck1(p))),则有 

1 5 2 9 1 40, (0) 1, , ,..., ,
1 1 1 1 1 1 1
1 4 1 1 5 1 2,..., , ... (1) 1.
1 1 2 1 1 2 1

k k k k k

k k k k k

k n n kB B B B B
n n n n n n n
k n nB B B B B
n n n n n

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
+ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这时,令 

2 2 2

2

1

2 1 1

([log ( 1)] 1) [log ( 1)] [log ( 1)]

([log ( 1)] 1)

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),

...,
( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

k k k

k k k

k n k n k n

k k n

B p B p B p
B p B p B p

B p B p B p

A p B p
− + − −

− +

= ¬ →

= ¬ →

= ¬ →

= ¬

 

则有

1,   
1( ) , ( ).

0,  
1

k

kx
nA x x L n

kx
n

⎧ =⎪⎪ −= ∈⎨
⎪ ≠
⎪ −⎩

 

若 1
2 1

1 1 2k
k kC

n n
⎛ ⎞ = ≠⎜ ⎟− −⎝ ⎠

,令
1 1

1

1 1

1( ),  
1 2

( )
1( ),    

1 2

k k

k

k k

kC p C
n

D p
kC p C

n

⎧ ⎛ ⎞¬ >⎜ ⎟⎪ −⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪ <⎜ ⎟⎪ −⎝ ⎠⎩

,则有 1
1

1 2k
kD

n
⎛ ⎞ <⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

再令 Ck2(p)=¬Dk1(p)→Dk1(p),即 2 1( ) 2 ( ) 1k kC x D x= ∧ ,则 2 2 2 2 2
1 2 2(0), , ,..., , (1)

1 1 1k k k k k
nC C C C C

n n n
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
中
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非 0,1 且相邻的两个数的差为
4

1n −
.这时, 2

4 41
1 1 1k

k k kC
n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∧ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

若 2
1

1 2k
kC

n
⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

,则采用情形(iii)的做法可得满足要求的 ( )kA x ; 

若 2
1

1 2k
kC

n
⎛ ⎞ ≠⎜ ⎟−⎝ ⎠

,令
2 2

2

2 2

1( ),  
1 2

( )
1( ),    

1 2

k k

k

k k

kC p C
n

D p
kC p C

n

⎧ ⎛ ⎞¬ >⎜ ⎟⎪ −⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪ <⎜ ⎟⎪ −⎝ ⎠⎩

,则 2
1

1 2k
kD

n
⎛ ⎞ <⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

再令 Ck3(p)=¬Dk2(p)→Dk2(p),即 3 2( ) 2 ( ) 1k kC x D x= ∧ .序行此法,或得到满足要求的 ( )kA x ,或得到一个函数列

21 2 3 ([log ( 1)] 1)( ), ( ), ( ),..., ( ),k k k k nC x C x C x C x− + 满足
1 2 2(0), , ,..., , (1)

1 1 1kj kj kj kj kj
nC C C C C

n n n
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
中非 0,1 且相邻的两

个数的差为
2

1
j

n −
且

1 2
1 1 1kj

k nC
n n n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

≤ ≤ (j=1,2,3,…,[log2(n−1)]+1).注意,j=[log2(n−1)]+1 时, 2 1.
1

j
n

>
−

 

所以 ,
2 2 2 2 2([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1)

1 2 2(0), , ,..., , (1)
1 1 1k n k n k n k n k n

nC C C C C
n n n− + − + − + − + − +

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

中只有

2([log ( 1)] 1) 1k n
kC

n− +
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

不为 0,1,其余的全部为 0,1.这时,令 

2 2 2 2([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1)( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )),k n k n k n k nC p C p C p C p C p− + − + − + − += → ¬ ∧ ¬ →  

则有 ( ) 0, .
1

kC x x
n

= ≠
−

 

而
2 2([log ( 1)] 1) ([log ( 1)] 1)2 1 2

1 1 1k n k n
k k kC C C

n n n− + − +
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∧ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 由
2([log ( 1)] 1)

1 2
1 1 1k n

k nC
n n n− +

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

≤ ≤ 可

知, 2
1 1

kC
n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

≥ . 

再令
2 2 21 2 1 1 [log ( 1)] [log ( 1)] 1 [log ( 1)] 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),..., ( ) ( ) ( )n n nC p C p C p C p C p C p C p C p C p− − − − −= ¬ → = ¬ → = ¬ → ,则 

2 21 2 1 [log ( 1)] [log ( 1)] 1( ) 2 ( ) 1, ( ) 2 ( ) 1,..., ( ) 2 ( ) 1.n nC x C x C x C x C x C x− − −= ∧ = ∧ = ∧  

• 当
1

kx
n

≠
−

时,
2[log ( 1)] ( ) 0;nC x− =  

• 当
1

kx
n

=
−

时,
2

2

[log ( 1)]

[log ( 1)]
2 2 1 1.

1 1

n

n
kC

n n

−

−
×⎛ ⎞ ∧ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

≥  

所以,
2[log ( 1)] 1.

1n
kC

n−
⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

记
2[log ( 1)]( ) ( ),k nA p C p−= 则

1,   
1( ) , ( ).

0,  
1

k

kx
nA x x L n

kx
n

⎧ =⎪⎪ −= ∈⎨
⎪ ≠
⎪ −⎩

 

(v) 当 1
2

n − <k<n−1 时,令 E(p)=¬p,则 10 ,
1 2

kE
n

⎛ ⎞< <⎜ ⎟−⎝ ⎠
这时可采用情形(iv)的做法,令 Ek1(p)=¬E(p)→E(p),

其余步骤类似,则可得到满足要求的 ( ).kA x  
由情形(i)~情形(v)可知 ,∀k∈{0,1,2,…,n−2,n−1},均存在一元逻辑公式 Ak(p),使得 Ak(p)导出的一元函数

( )kA x 满足:
1,   

1( ) , ( ).
0,  

1

k

kx
nA x x L n

kx
n

⎧ =⎪⎪ −= ∈⎨
⎪ ≠
⎪ −⎩

 

例 2:设 1 2 3 4(6) 0, , , , ,1
5 5 5 5

L ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,构造一个一元逻辑公式 Ak(p),使得 Ak(p)导出的一元函数 ( )kA x 满足: 
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1,   
5( ) , (6), 0,1,2,3,4,5.

0,  
5

k

kx
A x x L k

kx

⎧ =⎪⎪= ∈ =⎨
⎪ ≠
⎪⎩

 

解: 
(i) 令 B01(p)=¬p→p,B02(p)=¬B01(p)→B01(p),B03(p)=¬B02(p)→B02(p),则有 

03 03 03 03 03 03
1 2 3 4(0) 0, (1) 1.
5 5 5 5

B B B B B B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令 A0(p)=¬B03(p),则 A0(p)导出的 1 元函数 0 ( )A x 满足: 0
1,   0

( ) , (6).
0,  0

x
A x x L

x
=⎧

= ∈⎨ ≠⎩
 

(ii) 令 C11(p)=¬p→p,C12(p)=¬C11(p)→C11(p),则 12 12 12 12 12 12
1 4 2 3 4(0) 0, , (1) 1.
5 5 5 5 5

C C C C C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令 B(p)=(C12(p)→¬C12(p))∧(¬C12(p)→C12(p)),则 03 03 03
2 3 4 1 2(0) (1) 0, .
5 5 5 5 5

B B B B B B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这时,令 B1(p)=¬B(p)→B(p),A1(p)=¬B1(p)→B1(p),则 1 1 1 1 1 1
2 3 4 1(0) (1) 0, 1.
5 5 5 5

A A A A A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

即,A1(p)导出的 1 元函数 1( )A x 满足: 1

11,   
5( ) , (6).
10,  
5

x
A x x L

x

⎧ =⎪⎪= ∈⎨
⎪ ≠
⎪⎩

 

(iii) 令 C11(p)=¬p→p,因为 21
2 4 1
5 5 2

C ⎛ ⎞ = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

,所以,令 D21(p)=¬C21(p),C22(p)=¬D21(p)→D21(p),则有 

22 22 22 22 22 22
1 2 2 3 4(0) 1, , (1) 0.
5 5 5 5 5

C C C C C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这时,令 B(p)=(C22(p)→¬C22(p))∧(¬C22(p)→C22(p)),则 1 3 4 2 4(0) (1) 0, .
5 5 5 5 5

B B B B B B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令 A2(p)=¬B(p)→B(p),则 2 2 2 2 2 2
1 3 4 2(0) (1) 0, 1.
5 5 5 5

A A A A A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

即,A2(p)导出的 1 元函数 2 ( )A x 满足: 2

21,   
5( ) , (6).
20,  
5

x
A x x L

x

⎧ =⎪⎪= ∈⎨
⎪ ≠
⎪⎩

 

(iv) 令 C31(p)=¬p→p,因为 31
3 4 1
5 5 2

C ⎛ ⎞ = >⎜ ⎟
⎝ ⎠

所以,令 D31(p)=¬C31(p),C32(p)=¬D31(p)→D31(p),则有 

32 32 32 32 32 32
4 3 2 2 1(1) 1, , (0) 0.
5 5 5 5 5

C C C C C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这时,令 B(p)=(C32(p)→¬C32(p))∧(¬C32(p)→C32(p)),则 1 2 4 3 4(0) (1) 0, .
5 5 5 5 5

B B B B B B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令 A3(p)=¬B(p)→B(p),则 3 3 3 3 3 3
1 2 4 3(0) (1) 0, 1.
5 5 5 5

A A A A A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

即,A3(p)导出的 1 元函数 3( )A x 满足: 3

31,   
5( ) , (6).
30,  
5

x
A x x L

x

⎧ =⎪⎪= ∈⎨
⎪ ≠
⎪⎩
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(v) 令 C41(p)=¬p→p,C42(p)=¬C41(p)→C41(p),则 42 12 12 12 12 12
4 4 3 2 1(1) 0, , (0) 1.
5 5 5 5 5

C C C C C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令 B(p)=(C42(p)→¬C42(p))∧(¬C42(p)→C42(p)),则 03 03 03
1 2 3 4 2(0) (1) 0, .
5 5 5 5 5

B B B B B B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

这时,令 B4(p)=¬B(p)→B(p),A4(p)=¬B4(p)→B4(p),则 4 4 4 4 4 4
1 2 3 4(0) (1) 0, 1.
5 5 5 5

A A A A A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

即,A4(p)导出的 1 元函数 4 ( )A x 满足: 4

41,   
5( ) , (6).
40,  
5

x
A x x L

x

⎧ =⎪⎪= ∈⎨
⎪ ≠
⎪⎩

 

(vi) 令 B51(p)=¬p→p,B52(p)=¬B51(p)→B51(p),B53(p)=¬B52(p)→B52(p),则 

53 53 53 53 53 53
1 2 3 4(1) 0, (0) 1.
5 5 5 5

B B B B B B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

再令 A5(p)=¬B53(p),则 A5(p)导出的 1 元函数 5( )A x 满足: 5
1,   1

( ) , (6).
0,  1

x
A x x L

x
=⎧

= ∈⎨ ≠⎩
 

注 10:由引理 1 和例 2 知,在 n 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Łn 中,我们可以构造出 1 元逻辑公式 Ak(p),使得 Ak(p) 

导出的 1 元函数 ( )kA x 满足:
1,   

1( ) , ( ).
0,  

1

k

kx
nA x x L n

kx
n

⎧ =⎪⎪ −= ∈⎨
⎪ ≠
⎪ −⎩

这样,依据 Shannon 展开式的技巧,我们可以得出 m 元 

n 值 McNaughton 函数的展开式及其准析(合)取范式. 

命题 8. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 n 值 McNaughton 函数, ( )kA x 的定义同引理 1,则有 

1 2 0 2 1 2

2 2 1 2

1( , ,..., ) ( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,...,
1

2( ) , ,..., ... ( ( ) (1, ,..., )).
1

m m m

m n m

g x x x A x g x x A x g x x
n

A x g x x A x g x x
n −

⎛ ⎞⎛ ⎞= ∧ ∨ ∧ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

证明:∀k∈{0,1,2,…,n−2,n−1},当 1 1
kx

n
=

−
时, 

 

0 2 1 2

2 2 1 2

2 2 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,...,
1

2( ) , ,..., ... ( ( ) (1, ,..., ))
1

1(0 (0, ,..., )) ... 0 , ,..., 1 , ,...,
1 1

m m

m n m

m m m

A x g x x A x g x x
n

A x g x x A x g x x
n

k kg x x g x x g x x
n n

−

⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∧ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∧ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛−⎛ ⎞ ⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

2 2 2 1 2
10 , ,..., ... (0 (1, ,..., )) , ,..., ( , ,..., ).
1 1m m m m

k kg x x g x x g x x g x x x
n n

⎞
∨⎜ ⎟

⎠
⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∧ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 □ 

命题 9. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 n 值 McNaughton 函数, ( )kA x 的定义同引理 1,约定 1 ( )
k

n
l k lx A x− = (l=1,2;k=0,1, 

2,…,n−2,n−1),则 1 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) ( ( )) }.m mg x x x x x x g x x L nα α α α α α= ∨ ∧ ∧ ∈  

证明:由命题 8 可知: 

 1
1 2 3 1 1 2 3 1( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( )}m mg x x x x x g x x x L nα α α= ∨ ∧ ∈  (5) 

又 2
1 2 3 2 1 2 3 2 1

1 2 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( )}, 0, , ,..., ,1
1 1 1m m

ng x x x x g x x L n
n n n

αα α α α α −
= ∨ ∧ ∈ =

− − −
,代入公式(5),整理可得 

 1 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) ( ( )) }.m mg x x x x x x g x x L nα α α α α α= ∨ ∧ ∧ ∈  □ 
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推论 5. 设 g(x1,…,xm)为m元 n值McNaughton函数, ( )kA x 的定义同引理 1,约定 1 ( )
k

n
l k lx A x− = (l=1,2,…,m;k=0, 

1,2,…,n−2,n−1),则 
1

1

1 1 1 1

1
1

1 11

( ,..., ) { ... ( ,..., ) : ( ,..., ) ( ( )) }

                 ... : ( ,..., ) .
1 1

m

m

m
m m m m

n

m mk

g x x x x g L n

k kx x g
n n

αα

αα

α α α α

α α
−

−

=

= ∨ ∧ ∧ ∧ ∈

⎧ ⎫⎛ ⎞= ∨ ∧ ∧ ∧ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭

 

注 11:称 1
1

1
1 11

... : ( ,..., )
1 1

m
n

m mk

k kx x g
n n

αα α α
−

−

=

⎧ ⎫⎛ ⎞∨ ∧ ∧ ∧ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭
为 m 元 n 值 McNaughton 函数的准析取范式.若

∀k=1,2,…,n−1,有 1 ,
1

kg
n

− ⎛ ⎞ = ∅⎜ ⎟−⎝ ⎠
即 g(x1,…,xm)=0,这时可令 1 0 1 0 1( ,..., ) ( ) ( ),mg x x A x A x= ∧ ¬ 而 0 1 0 1( ) ( )A x A x∧ ¬ 是 

x1 的 1 元函数,可看作简单准合取式. 
下面给出命题 8 的对偶形式. 

命题 10. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 n 值 McNaughton 函数, ( )kA x 的定义同引理 1,则有 

1 2 0 2 1 2

2 2 1 2

1( , ,..., ) ( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,...,
1

2( ) , ,..., ... ( ( ) (1, ,..., )).
1

m m m

m n m

g x x x A x g x x A x g x x
n

A x g x x A x g x x
n −

⎛ ⎞⎛ ⎞= ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞¬ ∨ ∧ ∧ ¬ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

证明:∀k∈{0,1,2,…,n−2,n−1},当 1 1
kx

n
=

−
时, 

 

0 2 1 2

2 2 1 2

2 2 2

1( ( ) (0, ,..., )) ( ) , ,...,
1

2( ) , ,..., ... ( ( ) (1, ,..., ))
1

1(1 (0, ,..., )) ... 1 , ,..., 0 , ,...,
1 1

m m

m n m

m m m

A x g x x A x g x x
n

A x g x x A x g x x
n

k kg x x g x x g x x
n n

−

⎛ ⎞⎛ ⎞¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∧⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞¬ ∨ ∧ ∧ ¬ ∨ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞∨ ∧ ∧ ∨ ∧ ∨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠

2 2 2 1 2
11 , ,..., ... (1 (1, ,..., )) , ,..., ( , ,..., ).
1 1m m m m

k kg x x g x x g x x g x x x
n n

⎛ ⎞
∧⎜ ⎟⎟

⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞∨ ∧ ∧ ∨ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 □ 

命题 11. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 n 值 McNaughton 函数, ( )kA x 的定义同引理 1,约定 1 ( )
k

n
l k lx A x− = ¬ (l=1,2;k=0,1, 

2,…,n−2,n−1),则 1 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) ( ( )) }m mg x x x x x x g x x L nβ β β β β β= ∧ ∨ ∨ ∈ . 

证明:由命题 10 可知: 

 1
1 2 3 1 1 2 3 1( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( )}m mg x x x x x g x x x L nβ β β= ∧ ∨ ∈  (6) 

又 2
1 2 3 2 1 2 3 2 1

1 2 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( )}, 0, , ,..., ,1
1 1 1m m

ng x x x x g x x L n
n n n

ββ β β β β −
= ∧ ∨ ∈ =

− − −
,代入公式(6),整理得: 

 1 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3 1 2( , , ,..., ) { ( , , ,..., ) : ( , ) ( ( )) }.m mg x x x x x x g x x L nβ β β β β β= ∧ ∨ ∨ ∈  □ 

推论 6. 设 g(x1,…,xm)为 m 元 n 值 McNaughton 函数, ( )kA x 的定义同引理 1,约定 1 ( )
k

n
l k lx A x− = ¬ (l=1,2,…,m; 

k=0,1,2,…,n−2,n−1),则 
1

1

1 1 1 1

2
1

1 10

( ,..., ) { ... ( ,..., ) : ( ,..., ) ( ( )) }

                 ... : ( ,..., ) .
1 1

m

m

m
m m m m

n

m mk

g x x x x g L n

k kx x g
n n

ββ

ββ

β β β β

β β
−

−

=

= ∧ ∨ ∨ ∨ ∈

⎧ ⎫⎛ ⎞= ∧ ∨ ∨ ∨ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭

 

注 12:称 1
2

1
1 10

... : ( ,..., )
1 1

m
n

m mk

k kx x g
n n

ββ β β
−

−

=

⎧ ⎫⎛ ⎞∧ ∨ ∨ ∨ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎩ ⎭
为 m 元 n 值 McNaughton 函数的准合取范式.若
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∀k=0,1,2,…,n−2,有 1

1
kg

n
− ⎛ ⎞ = ∅⎜ ⎟−⎝ ⎠

,即 g(x1,…,xm)=1,这时可令 1 0 1 0 1( ,..., ) ( ) ( )mg x x A x A x= ∨ ¬ ,而 0 1 0 1( ) ( )A x A x∨ ¬ 是 

x1 的一元函数,可看作简单准析(合)取式. 

3   n值 McNaughton 函数的计数问题 

第 2 节依据 Shannon 展开式的技巧,我们得到了 n 值 McNaughton 函数的展开式及准析(合)取范式.下面,
我们根据 n 值 McNaughton 函数的范式表示,研究 n 值 McNaughton 函数的计数问题. 

例 3:设 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ), ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ,A p p B p p C p p p p C p p p p p C p′= ¬ ¬ → = ¬ → ¬ = → ¬ ∧ ¬ → = → ¬ ∧ ¬ → ∧ = ∧ 令 

1 1 1 1 2 1 3 1

4 1 1 5 1 6 1 1

7 1 8 1 1 9 1 1

10 1 1 1 11 1 1

( )                       
                                   

                                    
               

D A B C D B D C
D B C D C D B C
D A D A B D A C
D A B C D A C

′= ¬ ∨ ∨ = =
′= ∨ = = ∨

′= = ∨ = ∨
′= ∨ ∨ = ∨ 12 1 1 1    D A B C= ∨ ∨

 

则这 12 个公式导出的一元 3 值 McNaughton 函数由下表给出. 

     三值函数

p1 的值 1D 2D  3D  4D  5D 6D 7D 8D 9D 10D 11D  12D  

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 
1
2

 0 0 
1
2

1
2

 1 1 0 0 
1
2

1
2

1 1 

由上表可以看出:当 p1 赋值为 0,1 时, kD 的值只能取为 0,1;当 p1 赋值为
1
2
时, kD 的值可取为 3 个值 0, 1

2
,1. 

因此可知,所有一元 3 值 McNaughton 函数至多有 2×2×3=12 个,而例 3 中所给的 12 个公式恰好导出了 12 个不

同的一元 3 值 McNaughton 函数.所以,1 元 3 值 McNaughton 函数共 12 个,而一元 3 值函数共
133 27= 个. 

定义 12[14]. 设 L(n)是(¬,→)型自由代数,M 是 L(n)的非空子集.如果 M 关于运算¬,→都封闭,则称 M 为 L(n)
的子代数.这里,¬x=1−x,x→y=min{1−x+y,1},x,y∈L(n).任取α∈M,则由α→α=1 得知,1∈M,0=¬1∈M.可见:L(n)的子

代数一定包含 0 与 1;又,C2={0,1}显然是 L(n)的一个子代数,它是 L(n)的最小子代数. 
定理 3[14]. L(m)是 L(n)的子代数,当且仅当 n−1=k(m−1),(k=1,2,…). 
推论 7. 如果 n−1 为素数,则 L(n)的子代数只有 L(n)和 C2. 
推论 8. 设 r 为素数,如果 n−1=rt(t≥1),则 L(n)的子代数为 C2,L(r+1),L(r2+1),…,L(rt+1),且 

C2 L(r+1) L(r2+1) … L(rt+1). 

L(m) L(n)表示 L(m)是 L(n)的子代数. 

推论 9. 设 r1,r2(r1≠r2)为素数,如果 n−1=r1r2,则 L(n)的子代数为 C2,L(r1+1),L(r2+1),L(r1r2+1)=L(n),且 
C2 L(r1+1),L(r2+1) L(r1r2+1)=L(n). 

L(r1r2+1)是包含 L(r1+1)与 L(r2+1)的最小子代数. 

命题 12. 设 0 1
rx

n
=

−
,若 r 与 n−1 互素,则 Łn 中均存在 1 元逻辑公式 Ck(p),使得 Ck(p)导出的一元函数 ( )kC x

在 x0 的值为
1

k
n −

,即
1 1k

r kC
n n

⎛ ⎞ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
(k=0,1,2,…,n−2,n−1). 

证明: 
(i) 若 r=1,可令 C0(p)=¬(p→p),C1(p)=p,C2(p)=¬p→p,C3(p)=¬C2(p)→p,…,Cn−1(p)=¬Cn−2(p)→p,则有 
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0

1

2

3

1

1 1 1 0,
1 1 1

1 1 ,
1 1

1 1 1 2 ,
1 1 1 1

1 2 1 3) ,
1 1 1 1

...,
1 2 1 1 1.

1 1 1 1n

C
n n n

C
n n

C
n n n n

C
n n n n

n nC
n n n n−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ¬ → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
⎛ ⎞ = ¬ → =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠
⎛ ⎞ = ¬ → =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ = ¬ → = =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

 

(ii) 若 r>1,由 r 与 n−1 互素知,存在正整数 u,v,使得 ur−v(n−1)=±1,不妨设 ur−v(n−1)=1.这时,令 

1

1 1

2

1 1

2 2

3

2 2

1 1

( ) ,

( ) ,       1
1 1

( ) ,
( ( ) ),  1

1 1

( ) ,       1
1 1

( ) ,
( ( ) ),  1

1 1
...,

( ) ,       
( )

u u

u

D p p

r rD p p D
n n

D p
r rD p p D

n n

r rD p p D
n n

D p
r rD p p D

n n

rD p p D
D p

− −

=

⎧ ⎛ ⎞¬ → + <⎜ ⎟⎪ − −⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪¬ → ¬ +⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎩

⎧ ⎛ ⎞¬ → + <⎜ ⎟⎪ − −⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪¬ → ¬ +⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎩

¬ →
=

≥

≥

1 1

1
1 1

.
( ( ) ),  1

1 1u u

r
n n

r rD p p D
n n− −

⎧ ⎛ ⎞ + <⎜ ⎟⎪ − −⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪¬ → ¬ +⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎩
≥

 

则 

1

2

3

,
1 1

2 1,       0
1 1 2 ,

2 11 1,  1
1 2 1

3 1,        0
1 1 3

3 1 21,   ,
1 1 3 1 3

3 22,  1
1 3 1

...,
1, ,

1 1 1u

r rD
n n

r r
r n nD

r rn
n n

r r
n n

r r rD
n n n

r r
n n

r ur k r kD k k
n n u n u

⎛ ⎞ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
⎧ <⎪⎪⎛ ⎞ − −= ⎨⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎪ − <
⎪ − −⎩
⎧ <⎪ − −⎪
⎪⎛ ⎞ = − <⎨⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎪
⎪

− <⎪ − −⎩

+⎛ ⎞ = − <⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

≤

≤

≤

≤

≤

≤ 0,1,2,..., 1.u= −

 

注意, 0 1, 1,2,..., .
1i

rD i u
n

⎛ ⎞ < =⎜ ⎟−⎝ ⎠
≤ 而在

1u
rD

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

中,当 k=v 时, 1
1 1

ur v
n n

− =
− −

,所以
1 .

1 1u
rD

n n
⎛ ⎞ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

这样

就可以采用情形(i)中的方法,令 
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C0(p)=¬(p→p),C1(p)=Du(p),C2(p)=¬Du(p)→Du(p),C3(p)=¬C2(p)→Du(p),…,Cn−1(p)=¬Cn−2(p)→Du(p), 
则 

 

0

1

2

3

1

0,
1 1 1

1 ,
1 1 1

1 1 2 ,
1 1 1 1

2 1 3 ,
1 1 1 1

...,
1 2 1 1 1.

1 1 1 1

u

n

r r rC
n n n

r rC D
n n n

rC
n n n n

rC
n n n n

n nC
n n n n−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ¬ → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ = ¬ → =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠
⎛ ⎞ = ¬ → =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ = ¬ → = =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠
 □ 

例 4:设 1 2 19(21) 0, , ,..., ,1
20 20 20

L ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,求 Ł21 中的一元逻辑公式 Ck(p),使得 Ck(p)导出的一元函数 ( )kC x 满足 

11 , 0,1,2,...,19,20.
20 20k

kC k⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

解:令 D1(p)=p: 

• 因为 1
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ,所以,令 D2(p)=¬(D1(p)→¬p),则 2
11 2 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 2
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

,所以,令 D3(p)=¬D2(p)→p,则 3
11 13 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 3
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ,所以,令 D4(p)=¬(D3(p)→¬p),则 4
11 4 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 4
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

,所以,令 D5(p)=¬D4(p)→p,则 5
11 15 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 5
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ,所以,令 D6(p)=¬(D5(p)→¬p),则 6
11 6 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 6
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

,所以,令 D7(p)=¬D6(p)→p,则 7
11 17 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 7
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ,所以,令 D8(p)=¬(D7(p)→¬p),则 8
11 8 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 8
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

,所以,令 D9(p)=¬D8(p)→p,则 9
11 19 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 9
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ,所以,令 D10(p)=¬(D9(p)→¬p),则 10
11 10 ;
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

• 因为 10
11 11 1
20 20

D ⎛ ⎞ + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

,所以,令 D11(p)=¬D10(p)→p,则 11
11 1 .
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

这时,令 
C0(p)=¬(p→p),C1(p)=D11(p),C2(p)=¬D11(p)→D11(p),C3(p)=¬C2(p)→D11(p),…,C20(p)=¬C19(p)→D11(p), 

则有 
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0

1 11

2

3

20

11 11 11 0,
20 20 20
11 11 1 ,
20 20 20
11 1 1 2 ,
20 20 20 20
11 2 1 3 ,
20 20 20 20

...,
11 19 1 20 1.
20 20 20 20

C

C D

C

C

C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ¬ → =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ = ¬ → =⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ = ¬ → =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ = ¬ → = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

注 13:在例 4 中,因为 11 与 20 互素,所以存在正整数 u=11,v=6,使得 u×11−v×6=11×11−20×6=1,故 

11
11 1 .
20 20

D ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

定理 4. 设 n−1 为素数,则 m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 2 22
m m mnn −× 个. 

证明:因为 m 维向量(x1,…,xm)∈(L(n))m 的不同选取共 nm 个,其中,x1,…,xm 只取 0,1 两个值的选取共 2m 个; 
x1,…,xm 中至少有一个不取 0,1 的选取共 nm−2m 个. 

• 当 x1,…,xm 只取 0,1 两个值时,g(x1,…,xm)的值只能为 0,1.由推论 5 得知,对这 2m 个不同的选取都能取到 0
和 1. 

• 当 x1,…,xm 中至少有一个不取 0,1 时,即至少有一个取为 ,1 2
1

r r n
n

−
−

≤ ≤ ,因为 n−1 为素数,所以 r 与

n−1 互素.由命题 12 及推论 5 得知,对这 nm−2m 个不同选取 g(x1,…,xm)的值能取到 L(n)中 n 个值的任意一个值. 

因此,m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 2 22
m m mnn −× 个. □ 

定理 5. 设 n−1=rt(r 为素数 ,t≥1),则 m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 2 ( 1) 22 ( 1)
m m mrr + −× + ×  

2 12 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ... ( 1)
m m t m t mr r t r rr r

−+ − + + − ++ × × + 个. 
证明:因为 m 维向量(x1,…,xm)∈(L(n))m 的不同选取共 nm 个,即(rt+1)m 个: 
• 若 x1,…,xm 只取 0,1 两个值,则(x1,…,xm)不同的选取共 2m 个.这时,由推论 5 可知,g(x1,…,xm)的值都能取到

0 和 1 两个值; 

• 若 x1,…,xm 在
1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

−⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中取值,且至少有一个不取 0,1,则(x1,…,xm)不同的选取共(r+1)m−2m 个.这

时,x1,…,xm 中至少有一个取为 ,1 1k k r
r

−≤ ≤ .因为 r 为素数,所以 k 与 r 互素.由命题 12 及推论 5 知,g(x1,…,xm)

的值能取到
1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

−⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 r+1 个值的任意一个值; 

• 若 x1,…,xm 在
2

2 2 2
1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中取值,且至少有一个不取
1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

−⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的值,则(x1,…,xm)不同的

选取共(r2+1)m−(r+1)m 个.这时,x1,…,xm 中至少有一个取为 2
2 , 0, ,2 ,..., ( 1) , .k k r r r r r

r
≠ − 因为 r 为素数,所以 k 与 r

互素.由命题 12 及推论 5 可知,g(x1,…,xm)的值能取到
2

2 2 2
1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 r2+1 个值的任意一个值; 

• … 

• 若 x1,…,xm 在
1 2 10, , ,..., ,1 ( )

t

t t t
r L n

r r r
⎧ ⎫−

=⎨ ⎬
⎩ ⎭

中取值 ,且至少有一个不取
1

1 1 1
1 2 10, , ,..., ,1

t

t t t
r

r r r

−

− − −

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的值 ,则
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(x1,…,xm)不同的选取共(rt+1)m−(rt−1+1)m 个. 

这时,x1,…,xm 中至少有一个取为 , 0, ,2 ,...,( 1) ,t t
t

k k r r r r r
r

≠ − .因为 r 为素数,所以 k 与 r 互素,由命题 12 及推

论 5 得知,g(x1,…,xm)的值能取到
1 2 10, , ,..., ,1

t

t t t
r

r r r
⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 rt+1 个值的任意一个值. 

因此,m元 n值McNaughton函数 g(x1,…,xm)共
2 12 ( 1) 2 2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 ( 1) ( 1) ... ( 1)

m m m m m t m t mr r r t r rr r r
−+ − + − + + − +× + × + × × +

个. □ 
定理 6. 设 n−1=r1r2(r1r2 为素数,r1≠r2),则 m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 1( 1) 22

12 ( 1)
m mm rr + −× + ×  

2 1 2 1 2( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) 2
2 1 2( 1) ( 1)

m m m m m mr r r r rr r r+ − + − + − + ++ × + 个. 

证明:因为 m 维向量(x1,…,xm)∈(L(n))m 的不同选取共 nm 个,即(r1r2+1)m 个: 
(i) 若 x1,…,xm 只取 0,1 两个值,则(x1,…,xm)不同的选取共 2m 个.这时,由推论 5 可知,g(x1,…,xm)的值都能取

到 0 和 1 两个值; 

(ii) 若 x1,…,xm在
1

1 1 1

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中取值,且至少有一个不取 0,1,则(x1,…,xm)不同的选取共(r1+1)m−2m个.

这时,x1,…,xm 中至少有一个取为 1
1

,1 1k k r
r

−≤ ≤ .因为 r1 为素数,所以 k 与 r1 互素.由命题 12 及推论 5 得知, 

g(x1,…,xm)的值能取到 1

1 1 1

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 r1+1 个值的任意一个值; 

(iii) 若 x1,…,xm 在 2

2 2 2

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中取值,且至少有一个不取 0,1,则(x1,…,xm)不同的选取共(r2+1)m−2m

个.这时,x1,…,xm 中至少有一个取为 2
2

,1 1k k r
r

−≤ ≤ .因为 r2 为素数,所以 k 与 r2 互素.由命题 12 及推论 5 得知, 

g(x1,…,xm)的值能取到 2

2 2 2

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 r2+1 个值的任意一个值; 

(iv) 若 x1,…,xm 在 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 10, , ,..., ,1r r
r r r r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中取值 ,且不是上述 3 种情形之一 ,即至少有一个不取

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 2 10, , ,..., ,1 0, , ,..., ,1r r
r r r r r r

⎧ ⎫ ⎧ ⎫− −
∪⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
的值 ;或者至少有一个取自 1

1 1 1

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中的非 0,1,一个取自

2

2 2 2

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中的非 0,1,则(x1,…,xm)不同的选取共(r1r2+1)m−(r1+1)m−(r2+1)m+2m 个.这时, 

若 x1,…,xm 中至少有一个取为 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2
1 2

, 0, ,2 ,...,( 1) , ; ,2 ,...,( 1)k k r r r r r r r r r r
r r

≠ − − ,因为 r1,r2 为素数,所以 k 与 r1r2

互素.由命题 12 及推论 5 可知,g(x1,…,xm)的值能取到 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 10, , ,..., ,1r r
r r r r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 r1r2+1 个值的任意一个值; 

若 x1,…,xm 中至少有一个取自 1

1 1 1

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中的非 0,1,一个取自 2

2 2 2

1 2 10, , ,..., ,1r
r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中的非 0,1,不妨

设一个取 1
1

,1 1i i r
r

−≤ ≤ ,另一个取 2
2

,1 1j j r
r

−≤ ≤ ,因为 r1,r2 为素数,所以 i 与 r1 互素,j 与 r2 互素.由命题 12 可

知,存在一元逻辑公式 Di(p)与 Dj(p),使得
1 1 2 2

1 1, .i j
i jD D
r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
这时,令 D(p1,p2)=¬Di(p1)→Dj(p2),则有 



 

 

 

王庆平 等:多值 Łukasiewicz 逻辑公式的范式表示和计数问题 451 

 

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1, .i j r rD
r r r r r r r r

⎛ ⎞ +
= ¬ → = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

因为 r1,r2 为素数,所以 r1+r2 与 r1r2 互素. 

再由命题 12 及推论 5 得知,g(x1,…,xm)的值能取到 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 10, , ,..., ,1r r
r r r r r r

⎧ ⎫−
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中 r1r2+1 个值的任意一个值. 

因此,m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共有 
 1 2( 1) 2 ( 1) 22

1 22 ( 1) ( 1)
m m m mm r rr r+ − + −× + × + ×  1 2 1 2( 1) ( 1) ( 1) 2

1 2( 1)
m m m mr r r rr r + − + − + ++ 个. □ 

注 14:对于任意的 n 值 Łukasiewicz 命题逻辑系统 Łn(n≥3),由算术基本定理可知,n−1 能够唯一地表示为 
1

11 ... ,ktt
kn r r− = × ×  

其中,ri 为素数,ti≥1,i=1,2,…,k.采用定理 5 和定理 6 的方法,可以得到 m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)的
个数,但个数的表达方式随着 n−1 素分解的复杂程度会变得很复杂. 

4   Ln中公式的构造及逻辑等价类的计数问题 

在 n 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Łn 中,由逻辑公式 A 可以很容易地得到 A 导出的 n 值 McNaughton 函数 A . 
反过来,由 n 值 McNaughton 函数 g:(L(n))m→L(n)出发,如何构造一个逻辑公式 A,使得 A 导出的 n 值 McNaughton
函数恰好就是 g 呢?下面,我们来解决这个问题. 

例 5:设 1 2 3 4(6) 0, , , , ,1
5 5 5 5

L ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,求 Ł6 中的 1 元逻辑公式 A(p),使得 A(p)导出的 1 元函数 ( )A x 满足: 

x 0 
1
5

2
5

3
5

4
5

1

( )A x  1 
2
5

3
5

1
5

1
5

1

解:由例 2 可知,存在一元逻辑公式 Ak(p),使得 Ak(p)导出的一元函数 ( )kA x 满足: 

1,   
5( ) , (6), 0,1,2,3,4,5.

0,  
5

k

kx
A x x L k

kx

⎧ =⎪⎪= ∈ =⎨
⎪ ≠
⎪⎩

 

由推论 5 得知, 0 1 2 3 4 5
2 3 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 5 5 5

A x A x A x A x A x A x A x⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.令 

C1(p)=¬p→p,C2(p)=(¬p→p)→p,C3(p)=¬(p→¬p),C4(p)=¬p, 

则 1 2 3 4
1 2 2 3 3 1 4 1, , , .
5 5 5 5 5 5 5 5

C C C C⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

这时,令 

A(p)=A0(p)∨(A1(p)∧C1(p))∨(A2(p)∧C2(p))∨(A3(p)∧C3(p))∨(A4(p)∧C4(p))∨A5(p), 
则 A(p)导出的一元函数 ( )A x 满足题设条件. 

例 6:设 n−1 为素数,g(x1,…,xm)是任意一个 m 元 n 值 McNaughton 函数,求 Łn 中的 m 元逻辑公式 A(p1,…,pm),
使得 A(p1,…,pm)导出的 m 元函数就是 g. 

解:设 g(x1,…,xm)是任意一个m元 n值McNaughton函数, ( )kA x 的定义同引理 1,约定 1 ( )
k

n
l k lx A x− = (l=1,2,…,m; 

k=0,1,2,…,n−2,n−1): 

(i) 若∀k=0,1,2,…,n−2, 1 ,
1

kg
n

− ⎛ ⎞ = ∅⎜ ⎟−⎝ ⎠
即 g(x1,…,xm)=1,由注 12 可知, 1 0 1 0 1( ,..., ) ( ) ( )mg x x A x A x= ∨ ¬ ,令 

A(p1,…,pm)=A0(p1)∨¬A0(p1), 
则 A(p1,…,pm)导出的函数就是 g. 
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(ii) 若∃k=0,1,2,…,n−2,使得 1

1
kg

n
− ⎛ ⎞ ≠ ∅⎜ ⎟−⎝ ⎠

,设 1

11 ( 1)
k k

n n
=

− −
(k1 与(n−1)1 互素),由定理 4 得知,x1,…,xm 至少

有一个取值 1

1( 1)
k

n −
(k1 与(n−1)1 互素),不妨设 xi 取值为 1

1

.
( 1)

k
n −

 

由命题 12 可知,存在一元逻辑公式 Ck(pi),使得 1 1

1 1( 1) ( 1) 1k
k k kC

n n n
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠

.令公式: 

1 11
2

1
1 1 1 1 10

( ,..., ) ... ( ( )) ... : ( ,..., ) .
1

i i i m
n

m i i k i i m mk

kA p p p p p C p p p g
n

β β β ββ β β− +
−

−
− +=

⎧ ⎫⎛ ⎞= ∧ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∈⎨ ⎬⎜ ⎟−⎝ ⎠⎩ ⎭
 

由推论 6 可知,A(p1,…,pm)导出的函数就是 g. 
定理 7. 在 Łn 中,m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类的个数可分以下几种情形来讨论: 

(i) 若 n−1 为素数,则 m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类共 2 22
m m mnn −× 个; 

(ii) 若 n−1=rt(r 为素数,t≥1), 
则 m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类共

2 12 ( 1) 2 2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 ( 1) ( 1) ... ( 1)
m m m m m t m t mr r r t r rr r r

−+ − + − + + − +× + × + × × + 个. 
(iii) 若 n−1=r1r2(r1r2 为素数,r1≠r2),则有: 

m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类共 1 2 1 2 1 2( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) 22
1 2 1 22 ( 1) ( 1) ( 1)

m m m m m m m mm r r r r r rr r r r+ − + − + − + − + +× + × + × + 个. 

证明:任意 m 元 n 值 McNaughton 函数是由 m 元公式 A(p1,…,pm)导出的,且任意 m 元公式 A(p1,…,pm)导出

的函数是 m 元 n 值 McNaughton 函数. 

(i) 当 n−1 为素数时,由定理 4 得知,m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 2 22
m m mnn −× 个;又因为逻辑等

价的公式导出的 n 值 McNaughton 函数是相等的,所以 m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类共 2 22
m m mnn −× 个. 

(ii) 当 n−1=rt(r 为素数,t≥1)时,由定理 5 得知,m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 2 ( 1) 22 ( 1)
m m mrr + −× + ×  

2 12 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 1) ... ( 1)
m m t m t mr r t r rr r

−+ − + + − ++ × × + 个;又因为逻辑等价的公式导出的 n 值 McNaughton 函数是相等的,所

以 m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类共
2 12 ( 1) 2 2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 ( 1) ( 1) ... ( 1)

m m m m m t m t mr r r t r rr r r
−+ − + − + + − +× + × + × × + 个. 

(iii) 当 n−1=r1r2(r1r2 为素数,r1≠r2)时,由定理 6 得知,m 元 n 值 McNaughton 函数 g(x1,…,xm)共 22
m

×  
1 2 1 2 1 2( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) 2

1 2 1 2( 1) ( 1) ( 1)
m m m m m m m mr r r r r rr r r r+ − + − + − + − + ++ × + × + 个; 

又因为逻辑等价的公式导出的 n 值 McNaughton 函数是相等的,所以 m 元公式 A(p1,…,pm)的逻辑等价类共 
1 2 1 2 1 2( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) ( 1) ( 1) 22

1 2 1 22 ( 1) ( 1) ( 1)
m m m m m m m mm r r r r r rr r r r+ − + − + − + − + +× + × + × + 个. 

注 15:对于任意的 n 值 Łukasiewicz 命题逻辑系统 Łn(n≥3),由算术基本定理可知,n−1 能够唯一地表示为 
1

11 ... ,ktt
kn r r− = × ×  

其中,ri 为素数,ti≥1,i=1,2,…,k.由注 14 可知,在一般的 n 值 Łukasiewicz 命题逻辑系统 Łn 中,可以得到 m 元公式

A(p1,…,pm)的逻辑等价类的个数. 

5   结束语 

本文由 Boole 函数的 Shannon 展开式出发,研究了 n 值 McNaughton 函数的展开式,给出了 m 元 n 值

McNaughton 函数的准析取范式和准合取范式.在此基础上,给出了 m 元 n 值 McNaughton 函数的计数问题.并在

n 值 Łukasiewicz 逻辑系统 Łn 中,研究了逻辑公式的构造问题以及 m 元公式逻辑等价类的计数问题.这些问题的 

解决,为 n 值 Łukasiewicz 逻辑在近似推理中的应用奠定了基础.然而,在 n 值 R0-逻辑系统 *
nL 中,由逻辑公式导出 

的函数的结构与 McNaughton 函数有很大的不同,其结构和计数问题将另文加以讨论. 
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