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Abstract:  The coordinate sequences of a primitive σ-LFSR sequence over GF(2k) are m-sequences with the same 
minimal polynomial over GF(2), thus a primitive σ-LFSR sequence over GF(2k) can be constructed by m-sequences 
over GF(2) if its interval vector is known. This paper studies the calculation of interval vectors of a class of 
primitive σ-LFSR sequences—Z primitive σ-LFSR sequences and presents an improved method to calculate the 
interval vectors of Z primitive σ-LFSR sequences in order n over GF(2k), which uses the interval vectors of Z 
primitive σ-LFSR sequences of order 1 to calculate that of Z primitive σ-LFSR sequences in order n over GF(2k). In 
addition, it is more effective than other existing methods. More importantly, the new method can also be applied to 
the calculation of interval vectors of m-sequences over GF(2k). The enumeration formula of Z primitive σ-LFSR 
sequences of order n over GF(2k) is also presented, which shows that the number of Z primitive σ-LFSR sequences 
of order n is much larger than the number of m-sequences of order n over GF(2k). 
Key words: stream cipher; primitive σ-LFSR; m-sequence; interval vector; linear complexity; enumeration 

摘  要: 有限域 GF(2k)上本原 σ-LFSR 序列的分量序列均是二元域上具有相同极小多项式的 m-序列,已知一条

GF(2k)上本原 σ-LFSR 序列的距离向量,就可以用二元域上的 m-序列构造它.研究了一类本原 σ-LFSR 序列——Z 本

原 σ-LFSR 序列距离向量的计算问题.给出了一种 GF(2k)上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列距离向量的计算方法,其主要思

想是,利用 GF(2k)上 1 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的距离向量来计算 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的距离向量.与其他现有

方法相比,该方法的效率更高.更有价值的是,该方法也适用于 GF(2k)上 n 级 m-序列距离向量的计算.最后给出了

GF(2k)上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的计数公式,说明其个数比 GF(2k)上 n 级 m-序列更多. 
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在流密码算法的设计中,良好的初始源序列产生部件是算法安全性的一个重要保证.长期以来,由于能够产

生大周期及伪随机性质良好的序列,基于线性反馈移位寄存器(linear feedback shift register,简称 LFSR)产生的

m-序列一直是流密码中常用的初始源序列.但是随着现代信息技术的发展,传统的二元 m-序列已不能满足对流

密码算法安全性和效率的要求.因此,对有限域 GF(2k)上 LFSR、TSR、σ-LFSR、T 函数、多重序列等序列产生

部件的研究引起了国内外学者的广泛兴趣.著名的流密码算法 SOSEMANUK[1],SNOW2.0[2],SOBER-t32[3]等,均
是基于 GF(232)上 m-序列设计的. 

现代 CPU的性能和速度已大为提升,如果能将 CPU中常用运算与流密码算法设计结合在一起,那么算法实

现将具有更高的效率.而且现代 CPU 都是基于字设计的,可以满足字流密码的发展趋势.σ-LFSR[4−10]便是在这

种背景下提出的一类字移位寄存器模型,它不仅具有 LFSR 的优点,而且适合快速软件实现.有限域上 m-序列仅

是本原σ-LFSR 序列的一种特殊形式.目前,关于σ-LFSR 已有不少研究成果:文献[5]研究了一类快速实现的三项

式σ-LFSR,并给出一个本原σ-LFSR 的搜索算法;文献[6]给出了本原σ-LFSR 序列的迹表示及基判别定理;文献

[7]讨论了基于 m-序列的本原σ-LFSR 序列构造;文献[8]研究了本原σ-LFSR 序列的线性复杂度;文献[9]研究了

特殊情形下本原σ-LFSR 序列的计数问题. 
最近几年 ,关于多重序列的研究也逐渐成为密码学者关注的热点之一 .由于 GF(2k)≅GF(2)k,所以 ,任意

GF(2k)上的序列均可看作 GF(2)上 k 重二元序列.即,任意 GF(2k)上的序列均可通过 GF(2)上 k 条序列的并行实

现来得到.当前,对多重序列的研究主要集中在序列复杂度方面的研究[11−14]. 
在实际应用中,为了达到良好的伪随机特性,多重序列的分量序列应选择具有良好统计特性的序列,m-序列

是一个较好的选择.GF(2k)上本原σ-LFSR 序列的分量序列都是 GF(2)上平移等价的 m-序列,故可将本原σ-LFSR
序列看成是一类特殊的多重序列,即各分量序列极小多项式相同的多重序列.此时,GF(2k)上本原σ-LFSR 序列的

产生可以通过 k 条 GF(2)上 m-序列的并行实现来完成.研究本原σ-LFSR 序列与已有经典 m-序列之间的固有关

系、深入挖掘二者的性质、研究两个不同的生成方式是不是存在交集部分、并且如何用另外方式生成的问题

具有重要意义.由于 m-序列的研究成果已十分丰富,因此,对 m-序列和本原σ-LFSR 序列关系的研究有助于研究

本原σ-LFSR序列的其他性质.文献[15]首次证明了GF(2k)上m-序列的分量序列均是GF(2)上极小多项式相同的

m-序列,提出用 GF(2)上 m-序列构造 GF(2k)上 m-序列的思想,并给出一个 GF(2k)上 m-序列距离向量应满足的条

件.文献[4]证明了 GF(2k)上本原σ-LFSR 序列的分量序列也为 GF(2)上 m-序列.文献[7]在文献[4]的基础上给出

一个基于 m-序列构造本原σ-LFSR 序列的算法.对于 GF(2k)上 n 级本原σ-LFSR 序列的构造,算法需判断 kn×kn
矩阵的可逆性,复杂性较高.本文给出一类本原σ-LFSR 序列——Z 本原σ-LFSR 序列的构造方法.指出 GF(2k)上
n 级 Z 本原σ-LFSR 序列的距离向量可由 GF(2k)上 1 级 Z 本原σ-LFSR 序列的距离向量来计算得到,且在计算的

同时也确定了 n 级 Z 本原σ-LFSR 序列的极小多项式和线性复杂度.进一步证明了 GF(2k)上 n 级 m-序列的距离

向量也可由 GF(2k)上 1 级 m-序列的距离向量来计算得到.最后,给出了 GF(2k)上 n 级 Z 本原σ-LFSR 序列的计数

公式,说明其选择空间比 m-序列更加广阔. 
本文第 1 节介绍σ-LFSR 相关知识.第 2 节研究 Z 本原σ-LFSR 序列的构造.第 3 节给出 Z 本原σ-LFSR 序列

的计数公式.第 4 节给出一个构造 Z 本原σ-LFSR 序列的例子.第 5 节总结全文. 

1   准备知识 

1.1   σ-LFSR模型 

σ-LFSR 的主要思想是引入循环移位操作,本节仅介绍它的一个等价模型.关于 σ-LFSR 的详细知识可参见

文献[4,5,9]. 
定义 1. 设 n 是一个正整数,Mk(GF(2))表示 GF(2)上的 k 阶矩阵环,C0,C1,…,Cn−1 是 Mk(GF(2))上的元素.若

GF(2k)上的序列 S=s0,s1,s2,…满足关系 
si+n=C0si+C1si+1+…+Cn−1si+n−1,i=0,1,2,…, 

则称 S 为 GF(2k)上的 n 级 σ-LFSR 序列.多项式 F(x)=xn+Cn−1xn−1+…+C1x+C0 为它的 σ-特征多项式,生成 S 的次
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数最低的 σ-特征多项式称为 σ-极小多项式. 
定义 2. 如果 S 为 GF(2k)上 n 级 σ-LFSR 序列且周期 T 为 2kn−1,则称 S 为本原 σ-LFSR 序列. 
显然,GF(2k)上的 m-序列一定是本原 σ-LFSR 序列.因此,本原 σ-LFSR 序列的性质对 m-序列也成立.在实际

应用中,本原 σ-LFSR 序列具有重要价值. 

1.2   基本性质 

定义 3. 设 S 是 GF(2k)上的 σ-LFSR 序列,视 GF(2k)为 GF(2)上的 k 维线性空间,{λ0,λ1,…,λk−1}为其上一组

基,则 S 可看作 GF(2)上的 k 维向量序列,它可写成 
S=S0λ0+S1λ1+…+Sk−1λk−1, 

称 GF(2)上序列 Si 为 S 的第 i 条分量序列,其中,0≤i≤k−1. 
下文中,S=s0,s1,s2,…表示 GF(2k)上序列,Si=si,0,si,1,si,2,…表示序列 S 的第 i 条分量序列,其中 0≤i≤k−1. 
引理 1[4]. 若 S是GF(2k)上的 n级本原σ-LFSR序列,其σ-极小多项式为F(x),则它的 k条分量序列都为GF(2)

上的 kn 级 m-序列且具有相同的极小多项式,即为 F(x)的行列式|F(x)|. 
定义 4. 设 GF(2k)在 GF(2)上的一组基为{λ0,λ1,…,λk−1},S 为 GF(2k)上周期为 T 的序列.若 S 的分量序列都

是 GF(2)上平移等价的 m-序列,则 S 可表示为 

S= 0 11
0 0 0 1 0 1... ,kd dd

kL S L S L Sλ λ λ−
−+ + +  

其中,Si 是 GF(2)上的 m-序列;LtSi 表示将 Si 右移 t 位,t 为整数,0≤di≤T−1,0≤i≤k−1.称 Dk=(d0,d1,…,dk−1)为序列

S 的距离向量.显然有 d0=0. 
由引理 1,显然可以定义本原 σ-LFSR 序列的距离向量. 
对于 GF(2k)上本原 σ-LFSR 序列,可以按照分量序列极小多项式对其进行分类:若 f(x)为 GF(2)上 kn 次本原

多项式,则所有分量序列极小多项式为 f(x)的 n 级本原 σ-LFSR 序列为一类,称为 f(x)-类.对于同类中的本原

σ-LFSR 序列,一个距离向量对应唯一的本原 σ-LFSR 序列[7].因此,如果已知 GF(2k)上 n 级 f(x)-类本原 σ-LFSR
序列的距离向量,就可以用 f(x)生成的 m-序列来构造它们. 

下面给出本原 σ-LFSR 序列的基判别定理,它是基于 m-序列构造本原σ-LFSR 序列的基础. 
引理 2[6,10]. 设 S 是 GF(2k)上的序列,则 S 是 n 级本原σ-LFSR 序列当且仅当: 
(I)  S 的 k 条分量序列均为 GF(2)上极小多项式相同的 m-序列,且极小多项式为 GF(2)上 kn 次本原多项式; 
(II) 设α∈GF(2k)为条件(I)中本原多项式的一个根,Dk=(d0,d1,…,dk−1)为 S 的距离向量,则集合 

 0 0 0 1 1 11 1 11 1 1 11 1{ , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., }k k kd d d n d d d nd d d nA α α α α α α α α α− − −+ + − + + −+ + −=  (1) 
构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基. 

2   Z 本原σ-LFSR 序列的构造 

距离向量是本原 σ-LFSR 序列的特征量.对于一般本原 σ-LFSR 序列,其距离向量的计算较为复杂.但是,对
于一类本原 σ-LFSR 序列,其距离向量的分布却具有很强的规律性. 

下面给出 Z 本原 σ-LFSR 序列的定义.为叙述方便,下文中若无特殊说明,z=(2kn−1)/(2k−1). 
定义 5. 设 S是 GF(2k)上 n级本原 σ-LFSR序列,其距离向量 Dk=(d0,d1,…,dk−1).若 di满足 z|di,则称 S是 GF(2k)

上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列,其中,0≤i≤k−1. 
由定义 5 可知,Z 本原 σ-LFSR 序列只是本原 σ-LFSR 序列的一种特殊形式,GF(2k)上 1 级本原 σ-LFSR 序

列一定是 Z 本原 σ-LFSR 序列.文献[15]研究了 m-序列的分量序列和距离向量的若干性质,得到如下重要结论. 
引理 3[15]. 设 S 是 GF(2k)上的 n 级 m-序列,S 的距离向量为 Dk=(d0,d1,…,dk−1),则 z|di,其中,0≤i≤k−1. 
引理 3 说明,GF(2k)上的 m-序列一定是 Z 本原 σ-LFSR 序列. 
由引理 1 可知,对于 GF(2)上任意 kn 次本原多项式 f(x),可以用其生成的 m-序列来构造 GF(2k)上 n 级 f(x)-

类 Z 本原 σ-LFSR 序列.因此,有如下定义: 

定义 6. 设 f(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,f(x)的 Z 集合 ( )Z f
kn 定义为 
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( )Z f
kn ={Dk=(d0,d1,…,dk−1)|Dk 满足条件I}, 

其中,条件I为 z|di,0≤i≤k−1,且 GF(2k)上分量序列极小多项式为 f(x),距离向量为 Dk 的序列是 n 级本原 σ-LFSR
序列. 

由定义 6 可知, ( )Z f
kn 即为 GF(2k)上所有 n 级 f(x)-类 Z 本原 σ-LFSR 序列距离向量的集合.下文中将讨论如何

快速计算 ( )Z .f
kn  

2.1   Z本原σ-LFSR序列的距离向量 

定理 1. 设 f(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,α为 f(x)的一个根,则αz 是 GF(2)上一个 k 次本原多项式 g(x)的
一个根.定义对应关系ϕ为 

( ) ( )
1

0 1 1 0 1 1

Z Z
: ,

( , ,..., ) ( / , / ,..., / )

f g
kn k

k kd d d d z d z d z
ϕ ⋅

− −

⎧ →⎪
⎨

→⎪⎩
 

则ϕ是双射. 
证明:若α为 GF(2kn)上本原元,则αz 为 GF(2k)上本原元.定理的第 1 部分成立. 

若 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f
kn ,由引理 2 可知,集合 A 构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基,其中,A 如公式(1)所示.

设 L 为 GF(2)上添加 0 11{ , ,..., }kd ddα α α − 构成的线性空间,有[L:GF(2)]=k.因为αz 为 GF(2k)上的本原元且 z|di,0≤i

≤k−1,所以 idα 均为 GF(2k)上的元素,即 L⊆GF(2k).又因为[GF(2k):GF(2)]=k,所以 L=GF(2k), 0 11{ , ,..., }kd ddα α α − 为 L

在 GF(2)上的一组基.设 ei=di/z,则 0 11{( ) ,( ) ,...,( ) }ke eez z zα α α − 构成 GF(2k)在 GF(2)上的一组基.由引理 2 可知,GF(2k) 
上以 Ek=(e0,e1,…,ek−1)为距离向量,g(x)为分量序列极小多项式的序列是 1 级本原 σ-LFSR 序列.显然,此序列是 Z 

本原 σ-LFSR 序列.进一步地有 Ek∈
( )

1Z g
k ⋅ ,ϕ是映射. 

若 Ek=(e0,e1,…,ek−1)∈ ( )
1Z ,g

k ⋅ αz是 g(x)的一个根,则由引理 2, 0 11{( ) ,( ) ,...,( ) }ke eez z zα α α − 构成 GF(2k)在 GF(2)上的 

一组基.因为α为 GF(2kn)上的本原元,所以{1,α,α2,…,αn−1}构成 GF(2kn)在 GF(2k)上的一组基.因此, 
0 0 0 1 1 11 1 11 1 1 11 1{ , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., }k k ke z e z e z n e z e z e z ne z e z e z nα α α α α α α α α− − −+ + − + + −+ + −  

构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基.再利用引理 2,(d0,d1,…,dk−1)=(e0z,e1z,…,ek−1z)∈ ( )Z ,f
kn ϕ是满射. 

设β=αz,由前面的证明可知:(e0,e1,…,ek−1)∈ ( )
1Z g

k ⋅ 当且仅当 0 11{ , ,..., }ke eeβ β β − 构成 GF(2k)在 GF(2)上的一组基, 

(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f
kn 当且仅当集合A构成GF(2kn)在GF(2)上的一组基.因为{1,α,α2,…,αn−1}构成GF(2kn)在GF(2k)

上的一组基且 idα ∈ GF(2k),所以 A 构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基当且仅当 0 11{ , ,..., }kd ddα α α − 构成 GF(2k)在

GF(2)上的一组基.即, 0 11/ //{ , ,..., }kd z d zd zβ β β − 构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基.因此有 ( ) ( )
1| Z | | Z | .f g

kn k ⋅=  

综上,ϕ是双射. □ 
定理 1 说明,计算任意 GF(2)上 kn 次本原多项式 f(x)的 Z 集合可以通过计算 GF(2)上 k 次本原多项式 g(x)

的 Z 集合来得到.即,GF(2k)上所有 n 级 f(x)-类 Z 本原 σ-LFSR 序列的距离向量集合可由 GF(2k)上所有 1 级 g(x)-
类 Z 本原 σ-LFSR 序列的距离向量集合计算得到.根据文献[7],求取 g(x)的 Z 集合仅需判断 k×k 矩阵的可逆性. 

推论 1. 设 f(x),h(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,α,β分别是 f(x),h(x)的根.若α z,β z 在 GF(2)上的极小多项式 

相同,则 ( ) ( )Z Z .f h
kn kn=  

证明:设αz 在 GF(2)上极小多项式为 g(x),定义 
( ) ( )

1
1

0 1 1 0 1 1

( ) ( )
1

2
0 1 1 0 1 1

Z Z
: ,

( , ,..., ) ( / , / ,..., / )

Z Z
: .

( , ,..., ) ( / , / ,...., / )

f g
kn k

k k

h g
kn k

k k

d d d d z d z d z

d d d d z d z d z

ϕ

ϕ

⋅

− −

⋅

− −

⎧ →⎪
⎨

→⎪⎩
⎧ →⎪
⎨

→⎪⎩

 

由定理 1 可知,ϕ1,ϕ2 均为双射,且 ( ) ( )Z Z .f h
kn kn=  □ 

由推论 1 可知,可以根据 Z 集合将 GF(2)上 (2 1)kn

kn
φ −

个 kn 次本原多项式分为
(2 1)k

k
φ −

类(φ(x)为欧拉函数),
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每一类中本原多项式的Z集合相同.在构造GF(2k)上所有 n级Z本原σ-LFSR序列时,只需计算GF(2)上 (2 1)k

k
φ −

 
个 k 次本原多项式的 Z 集合,就可得到 GF(2)上所有 kn 次本原多项式的 Z 集合. 

事实上,如果知道了 GF(2)上一个 kn 次本原多项式的 Z 集合,就可以计算出 GF(2)上所有 kn 次本原多项式

的 Z 集合. 
定理 2. 设 f(x),h(x)是 GF(2)上两个 kn 次本原多项式,α,β分别是 f(x),h(x)的根,则必存在整数 l,(l,T)=1,使得 

β=α l.此时有 ( )Z h
kn ={Dk=(l−1d0(modT),l−1d1(modT),…,l−1dk−1(modT))|(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f

kn },其中,T=2kn−1. 

证明:设 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f
kn ,由引理 2 可知,集合 A 构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基,其中,A 如公式(1)

所示.由定理 1 的证明可知, 0 11{ , ,..., }kd ddα α α − 构成 GF(2k)在 GF(2)上的一组基,即
1 11

0 11{ , ,..., }kl d l dl dβ β β
− −−

− 构成 
GF(2k)在 GF(2)上的一组基.又β为 GF(2kn)上本原元,所以{1,β,…,β n−1}构成 GF(2kn)在 GF(2k)上的一组基.从而, 

1 1 1 11 1 1 1 1
0 0 0 1 1 11 1 11 1 1 11 1{ , ,..., , , ,..., ,..., , ,..., }k k kl d l d d n d d d nl d l d d nl l l l lβ β β β β β β β β

− − − −− − − − −
− − −+ + − + + −+ + −  

也构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基.由引理 2,(l−1d0(modT),l−1d1(modT),…,l−1dk−1(modT))∈ ( )Z h
kn ,且 ( ) ( )| Z | | Z | .h f

kn kn≥  

同理,有 ( ) ( )| Z | | Z |,f h
kn kn≥ 从而有 ( ) ( )| Z | | Z | .h f

kn kn=  

综上, ( )Z h
kn ={Dk=(l−1d0(modT),l−1d1(modT),…,l−1dk−1(modT))|(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )f

knZ }. □ 

2.2   Z本原σ-LFSR序列的线性复杂度 

对于 σ-LFSR 序列,其线性复杂度分为 GF(2k)上的线性复杂度和 GF(2)上的线性复杂度.本文中,σ-LFSR 序

列的线性复杂度均表示 GF(2k)上的线性复杂度. 
本节说明 GF(2k)上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的极小多项式和线性复杂度可分别由 1 级 Z 本原 σ-LFSR 序

列的极小多项式和线性复杂度计算得到.首先给出本原 σ-LFSR 序列的迹表示[6]. 

设 GF(2k)上 n 级本原 σ-LFSR 序列 S 的 k 条分量序列为 S0,S1,…,Sk−1, 1 ( )knTr x 表示 GF(2kn)到 GF(2)上的迹 

函数.由引理 1 可知,Si 为 GF(2)上 kn 级 m-序列,其中,0≤i≤k−1.设 Si 的极小多项式为 f(x),α为 f(x)的一个根.由
m-序列的迹表示,存在βi∈GF(2kn),使得 

 , 1 ( )kn t
i t is Tr β α=  (2) 

又 f(x)为 GF(2)上 kn 次本原多项式,则 f(x)可分解为 f(x)=f0(x)f1(x)…fk−1(x),其中,fi(x)为 GF(2k)上 n 次本原多 

项式.不妨设 2i
α 为 fi(x)的根.设

if
S 表示 GF(2k)上由 fi(x)生成的序列(

if
S 可以为全 0 序列),由序列的分解可知

S=
1

0
.

i

k

f
i

S
−

=
∑ 存在θi∈GF(2kn),使得 

 2
, 1 ( )

i

i

kn t
f t is Tr θ α=  (3) 

此时,若θ0,θ1,…,θk−1中有 u(1≤u≤k)个数不为 0,不妨设θ0,θ1,…,θu−1不为 0,θu,θu+1,…,θk−1均为 0,则 S 的极小

多项式为 f0(x)f1(x)…fu−1(x),线性复杂度为 un. 
为方便起见,下文中β0,β1,…,βk−1 如公式(2)所示,θ0,θ1,…,θk−1 如公式(3)所示. 
文献[8]研究了本原 σ-LFSR 序列的线性复杂度,得到如下结论. 
引理 4[8]. 设 GF(2k)在 GF(2)上一组基为{λ0,λ1,…,λk−1},S 为 GF(2k)上分量序列极小多项式为 f(x)的 n 级本

原σ-LFSR 序列,α为 f(x)的一个根,则序列 S 的线性复杂度为 un 当且仅当θ0,θ1,…,θk−1 这 k 个数中有且仅有 u 个

不为 0 且 

 

( 1) ( 1)

0 0 0 1 1
2 2

1 0 0 1 1

2 2
1 0 0 1 1

...

...
...

...
k k

k k

k k

k k k

θ β λ β λ
θ β λ β λ

θ β λ β λ
− −

− −

− −

− − −

= + + ⎫
⎪= + + ⎪
⎬
⎪
⎪= + + ⎭

 (4) 

引理 5. 设 GF(2k)在 GF(2)上的一组基为{λ0,λ1,…,λk−1},S 为 GF(2k)上分量序列极小多项式为 f(x)的 n 级本
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原σ-LFSR序列,α为 f(x)的一个根,S 的距离向量 Dk=(d0,d1,…,dk−1),则 S 的线性复杂度为 un 当且仅当η0,η1,…,ηk−1

这 k 个数中有且仅有 u 个不为 0,其中, 

 

11

11

11
11

0 0 1 1
22

1 0 1 1

22
1 0 1 1

...
...

...

...

k

k

kk
k

dd
k

dd
k

dd
k k

η λ α λ α λ
η λ α λ α λ

η λ α λ α λ

−

−

−−
−

−

−

− −

⎫= + + +
⎪

= + + + ⎪
⎬
⎪
⎪= + + + ⎭

 (5) 

证明:由引理 4,S 的线性复杂度为 un 当且仅当θ0,θ1,…,θk−1 这 k 个数中有且仅有 u 个不为 0 且公式(4)成立. 

因为α为 GF(2kn)上的本原元,所以存在整数 l,使得β0=α l.由距离向量的定义可知, ,il d
iβ α += 其中,0≤i≤k−1.

令 2 1
0( )

i

i iη β θ−= ,则公式(5)成立.显然,θi=0 当且仅当ηi=0.因此,序列 S 的线性复杂度为 un 当且仅当η0,η1,…,ηk−1 

这 k 个数中有且仅有 u 个不为 0. □ 
根据定理 2,GF(2k)上 n 级 Z 本原σ-LFSR 序列距离向量可由 1 级 Z 本原σ-LFSR 序列距离向量计算得到.

事实上,此时也确定了 n 级 Z 本原σ-LFSR 序列的线性复杂度. 
定理 3. 设 GF(2k)在 GF(2)上的一组基为{λ0,λ1,…,λk−1},f(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,α为 f(x)的一个根, 

α z是 GF(2)上 k 次本原多项式 g(x)的一个根,ϕ的定义如定理 1,则对任意 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z ,f
kn 距离向量为 Dk

的 n 级 f(x)-类 Z 本原σ-LFSR 序列线性复杂度为 un 当且仅当距离向量为ϕ(Dk)的 1 级 g(x)-类 Z 本原σ-LFSR 
序列线性复杂度为 u. 

证明:设 f(x)在 GF(2k)上可分解为 f(x)=f0(x)f1(x)…fk−1(x),其中,fi(x)为 GF(2k)上的 n 次本原多项式.不妨设 2i
α

为 fi(x)的根,其中,0≤i≤k−1.若距离向量为 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f
kn 的 n 级 f(x)-类 Z 本原σ-LFSR 序列线性复杂 

度 un,由引理 5 可知,η0,η1,…,ηk−1 这 k 个数中有且仅有 u 个不为 0,其中,η0,η1,…,ηk−1 如公式(5)所示. 

设 Ek=(e0,e1,…,ek−1)=ϕ(Dk)∈ ( )
1Z g

k ⋅ ,其中,ei=di/z,0≤i≤k−1.由引理 5 可知,距离向量为 Ek 的 1 级 g(x)-类 Z 本 

原 σ-LFSR 序列线性复杂度为 u 当且仅当δ0,δ1,…,δk−1 这 k 个数中有且仅有 u 个不为 0,其中, 

 

11

11

11
11

0 0 1 1
22

1 0 1 1

22
1 0 1 1

( ) ... ( )
( ) ... ( )

...

( ) ... ( )

k

k

kk
k

eez z
k

eez z
k

eez z
k k

δ λ α λ α λ
δ λ α λ α λ

δ λ α λ α λ

−

−

−−
−

−

−

− −

⎫= + + +
⎪

= + + + ⎪
⎬
⎪
⎪= + + + ⎭

 (6) 

显然,ηi=δi.因此,距离向量为 Dk 的 n 级 f(x)-类 Z 本原σ-LFSR 序列线性复杂度为 un 当且仅当距离向量为

ϕ(Dk)的 1 级 g(x)-类 Z 本原σ-LFSR 序列线性复杂度为 u. □ 
定理 4. 设 f(x),h(x)是 GF(2)上两个 kn 次本原多项式,α,β分别是 f(x),h(x)的根,且β=α l.由定理 2,任意 Dk=(d0, 

d1,…,dk−1)∈ ( )Z f
kn ,有 Ek=(l−1d0(modT),l−1d1(modT),…,l−1dk−1(modT)∈ ( )Z .h

kn .进一步,若距离向量为 Dk 的 n 级 f(x)-类 

Z 本原σ-LFSR 序列线性复杂度为 un,则距离向量为 Ek 的 n 级 h(x)-类 Z 本原σ-LFSR 序列线性复杂度也为 un. 
证明:设 GF(2k)在 GF(2)上的一组基为{λ0,λ1,…,λk−1},f(x)在 GF(2k)上可分解为 f(x)=f0(x)f1(x)…fk−1(x),其 

中,fi(x)为 GF(2k)上的 n 次本原多项式.不妨设 2i
α 为 fi(x)的根,其中,0≤i≤k−1.若 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f

kn ,距离向

量为 Dk 的 n 级 f(x)-类 Z 本原σ-LFSR 线性复杂度为 un,由引理 5 可知,η0,η1,…,ηk−1 这 k 个数中有且仅有 u 个不 
为 0,其中,η0,η1,…,ηk−1 如公式(5)所示.不妨设η0,η1,…,ηu−1 这 u 个数不为 0,ηu,ηu+1,…,ηk−1 这 k−u 个数为 0. 

因为 h(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,所以 h(x)在 GF(2k)上可分解为 h(x)=h0(x)h1(x)…hk−1(x),其中,hi(x)为 

GF(2k)上 n 次本原多项式,不妨设 2i
β 为 hi(x)的根.令 

 

11
11

11
11

1 11 1
11

0 0 1 1

22
1 0 1 1

22
1 0 1 1

...

...
...

...

k

k

kk
k

l dl d
k

l dl d
k

l dl d
k k

ω λ β λ β λ

ω λ β λ β λ

ω λ β λ β λ

−−
−

−−
−

− −− −
−

−

−

− −

⎫= + + +
⎪
⎪⎪= + + +
⎬
⎪
⎪

= + + + ⎪⎭

 (7) 
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则ηi=ωi,即ω0,ω1,…,ωu−1这 u个数不为 0,ωu,ωu+1,…,ωk−1这 k−u个数为 0.由引理 5可知,距离向量为 Ek的 n级 h(x)-
类 Z 本原σ-LFSR 序列的极小多项式为 h0(x)h1(x)…hu−1(x),线性复杂度为 un. □ 

2.3   GF(2k)上m-序列的构造 

本节指出,GF(2k)上 n 级 m-序列的距离向量也可由 1 级 m-序列距离向量计算得到. 
有限域上 m-序列一定是 Z 本原σ-LFSR 序列,下面的引理从线性复杂度的角度来判断 Z 本原σ-LFSR 序列

是否为 m-序列. 
引理 6[8]. GF(2k)上 n 级本原σ-LFSR 序列的线性复杂度为 n 当且仅当它是 GF(2k)上 n 级 m-序列. 
对于任意 GF(2)上 kn 级 m-序列,可用其构造 GF(2k)上 n 级 m-序列[15].进一步地,若 GF(2)上 kn 级 m-序列极

小多项式为 f(x),设 f(x)=f0(x)f1(x)…fk−1(x),其中,fi(x)为 GF(2k)上 n 次本原多项式,则该序列构造的 m 条 GF(2k)上 n
级 m-序列极小多项式分别为 f0(x),f1(x),…,fk−1(x). 

定义 7. 设 f(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,f(x)的 M 集合 ( )f
knM 定义为 

( )f
knM ={Dk=(d0,d1,…,dk−1)|Dk 满足条件II}, 

其中,条件II为:GF(2k)上分量序列极小多项式为 f(x),距离向量为 Dk 的序列是 n 级 m-序列. 

由定义可知, ( ) ( ) ( )| | Z .f f f
kn kn knM k M= ⊆且  

定理 5. 设 f(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,α为 f(x)的一个根,则α z 是 GF(2)上 k 次本原多项式 g(x)的一个

根.定义对应关系ψ为 
( ) ( )

1

0 1 1 0 1 1

: ,
( , ,..., ) ( / , / ,..., / )

f g
kn k

k k

M M
d d d d z d z d z

ψ ⋅

− −

⎧ →⎪
⎨

→⎪⎩
 

则ψ是双射. 

证明:若 f(x)是 GF(2)上 kn 次本原多项式,则对任意 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z ,f
kn Dk∈

( )f
knM 当且仅当距离向量为

Dk 的 f(x)-类 Z 本原 σ-LFSR 序列是 GF(2k)上 n 级 m-序列.由引理 6 可知,只需证明 Dk=(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )Z f
kn 且距

离向量为 Dk 的 n 级 f(x)-类 Z 本原 σ-LFSR 序列线性复杂度为 n 当且仅当 Ek=(e0,e1,…,ek−1)∈ ( )
1
g

kZ ⋅ 且距离向量为

Ek 的 1 级 g(x)-类 Z 本原 σ-LFSR 序列线性复杂度为 1,其中,ei=di/z.由定理 1 可知,Dk∈
( )Z f
kn 当且仅当 Ek∈

( )
1Z g

m⋅ . 

由定理 3 可知,距离向量为 Dk 的 n 级 f(x)-类本原 σ-LFSR 序列线性复杂度为 n 当且仅当距离向量为 Ek 的 1 级

g(x)-类 Z 本原 σ-LFSR 序列线性复杂度为 1. □ 
由定理 2 和定理 4 可知,下面的推论是显然的. 
推论 2. 设 f(x),h(x)是 GF(2)上两个 kn 次本原多项式,α,β分别是 f(x),h(x)的根,则必存在整数 l,(l,T)=1,使得 

β=α l.此时,有 ( )h
knM ={Dk=(l−1d0(modT),l−1d1(modT),…,l−1dk-1(modT))|(d0,d1,…,dk−1)∈ ( )f

knM },其中,T=2kn−1. 

由定理 5 可知,对于 GF(2)上 kn 次本原多项式 f(x),f(x)的 M 集合可由 GF(2)上一个 k 次本原多项式的 M 集

合计算得到.由推论 2 可知,如果知道了 GF(2)上 1 个 kn 次本原多项式的 M 集合,就可以计算出 GF(2)上所有 kn
次本原多项式的 M 集合. 

3   Z 本原σ-LFSR 序列的计数 

本原 σ-LFSR 序列的计数问题是一个公开问题,目前这个问题尚未得到解决,仅有一个猜想[4,9].本节给出 Z
本原 σ-LFSR 序列的计数公式. 

关于 GF(2)上可逆矩阵的计数,有下面的引理. 

引理 7[9]. GF(2)上 k 阶可逆方阵的个数
1

0
| (GF(2)) | (2 2 ).

k
k i

k
i

GL
−

=

= −∏  

定理 6. GF(2k)上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的个数为 

1
1

(2 1) 2 | (GF(2)) |,
kn

k
kGL

kn
φ −

−
−

⋅ ⋅  
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其中,
2

1
1

0
| (GF(2)) | (2 2 ),

k
k i

k
i

GL
−

−
−

=

= −∏ φ(x)为欧拉函数. 

证明:设 f(x)是 GF(2)上任意 kn 次本原多项式,α为 f(x)的一个根.对任意距离向量 Dk=(d0,d1,d2,…,dk−1),z|di, 
0≤i≤k−1.设 S 是 GF(2k)上分量序列极小多项式为 f(x),距离向量为 Dk 的序列.由引理 2 可知,S 是 GF(2k)上 n 级

Z 本原 σ-LFSR 序列当且仅当集合 A 构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基,其中,A 如公式(1)所示.由定理 1 的证明 

可知,A 构成 GF(2kn)在 GF(2)上的一组基当且仅当 0 11( , ,..., )kd ddα α α − 构成 GF(2k)在 GF(2)上的一组基.显然,有

d0=0.因此, GF(2k)上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的个数即为集合 11 2 [1,2{(1, , ,.. ]., ) 1 ,| 1k kxx x
jX x jβ β β − ∈ −= ≤ ≤  

1}k − 中能够构成 GF(2k)在 GF(2)上基的元素个数,其中,β=α z. 

若 11 2(1, , ,..., )kyy yY Xβ β β −= ∈ 是 GF(2k)在 GF(2)的一组基,则集合 X 中其他任意一组基都可以由 Y 经过一 
个可逆线性变换得到.令矩阵 

12 1

22 2

1

2

1
0 1

0
0

k

k
k

k

k kk

v v
v v

V
V

v v

θ

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

表示可逆变换所对应的矩阵,其中,θ为 k−1 维向量,Vk−1 为 k−1 阶方阵,则每一组基对应一个可逆方阵 Vk,X 中能

够构成 GF(2k)在 GF(2)上基的元素个数等价于 Vk 可逆的个数.显然,Vk 可逆当且仅当 Vk−1 可逆.由引理 7 可 

知,GF(2)上 k−1 阶可逆方阵的个数为
2

1
1

0
| (GF(2)) | (2 2 )

k
k i

k
i

GL
−

−
−

=

= −∏ .对于每一个可逆方阵 Vk−1,θ的取法有 2k−1 种,

则 Vk 可逆的取法共有 2k−1⋅GLk−1|(GF(2))|种.因此,GF(2k)上分量序列极小多项式为 f(x)的 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序

列的个数为 2k−1⋅GLk−1|(GF(2))|.又因为 GF(2)上 kn 次本原多项式的个数为
(2 1) ,

kn

kn
φ −

所以,GF(2k)上 n 级 Z 本原

σ-LFSR 序列的个数为 1
1

(2 1) 2 | (GF(2)) | .
kn

k
kGL

kn
φ −

−
−

⋅ ⋅  □ 

定理 6 说明,GF(2k)上 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列的个数比 n 级 m-序列的个数要多,后者的个数为
(2 1) .

kn

n
φ −  

4   例  子 

本节给出一个例子来说明 Z 本原 σ-LFSR 序列的构造方法.以 GF(23)上 Z 本原 σ-LFSR 序列的构造为例,
取 GF(23)在 GF(2)上的一组基为{1,λ,λ2},其中,λ为 GF(2)上 3 次本原多项式 p(x)的一个根,p(x)=x3+x+1. 

由于 GF(2)上共有 2 个 3 次本原多项式,故所有 3n 次本原多项式按照 Z 集合可分为 2 类.要构造 GF(23)上
所有 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列,必须计算 2 个 3 次本原多项式的 Z 集合.由定理 2 可知,仅需计算 1 个 3 次本原

多项式的 Z 集合即可.表 1 给出了 GF(2)上所有 3 次本原多项式的 Z 集合,表中线性复杂度表示 Z 集合中元素

对应本原 σ-LFSR 序列的线性复杂度.如,距离向量为(0,1,4),分量序列极小多项式为 g1(x)的 Z 本原 σ-LFSR 序列

线性复杂度为 1. 

Table 1  Z sets of all primitive polynomials of degree 3 over GF(2) 
表 1  GF(2)上所有 3 次本原多项式的 Z 集合 

类别 本原多项式 Z 集合 线性复杂度 
(0,1,4) (0,2,1) (0,4,2) 1 

1 g1(x)=x3+x+1 (0,1,2) (0,1,5) (0,1,6) (0,2,3) (0,2,4) (0,2,5) (0,3,2)
(0,3,4) (0,3,5) (0,3,6) (0,4,1) (0,4,3) (0,4,6) (0,5,1)
(0,5,2) (0,5,3) (0,5,6) (0,6,1) (0,6,3) (0,6,4) (0,6,5)

3 

(0,3,5) (0,6,3) (0,5,6) 1 

2 g2(x)=x3+x2+1 (0,1,2) (0,1,3) (0,1,4) (0,1,6) (0,2,1) (0,2,4) (0,2,5)
(0,2,6) (0,3,1) (0,3,4) (0,3,6) (0,4,1) (0,4,2) (0,4,3)
(0,4,5) (0,5,2) (0,5,3) (0,5,4) (0,6,1) (0,6,2) (0,6,5)

3 
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下面我们利用表 1来构造GF(23)上所有 2级 Z本原 σ-LFSR序列.由第 3节的分析可知,此时只需计算GF(2)
上所有 6 次本原多项式的 Z 集合即可.而由定理 1 可知,GF(2)上 6 次本原多项式的 Z 集合可通过 GF(2)上 3 次

本原多项式的 Z 集合计算得到. 
以 GF(2)上 6 次本原多项式 f1(x)=x6+x5+1 为例.设α为 f1(x)的一个根,则α z 是表 1 中 g1(x)的一个根,这里,z=9.

根据定理 1,f1(x)的 Z 集合可通过 g1(x)的 Z 集合中各个元素的分量乘以 z 来得到.由定理 3 可知,此时,f1(x)的 Z
集合中元素对应 Z 本原 σ-LFSR 序列的线性复杂度也是确定的.根据定理 2 和定理 4,可以计算出 GF(2)上所有

6 次本原多项式的 Z 集合和 Z 集合中元素对应 Z 本原 σ-LFSR 序列的线性复杂度,计算结果见表 2. 

Table 2  Z sets of all primitive polynomials of degree 6 over GF(2) 
表 2  GF(2)上所有 6 次本原多项式的 Z 集合 

类别 本原多项式 Z 集合 线性复杂度 
(0,9,36) (0,18,9) (0,36,18) 2 

1 
f1(x)=x6+x5+1 

f2(x)=x6+x4+x3+x+1 
f3(x)=x6+x5+x2+x+1 

(0,9,18) (0,9,45) (0,9,54) (0,18,27) (0,18,36) (0,18,45) (0,27,18) 
(0,27,36) (0,27,45) (0,27,54) (0,36,9) (0,36,27) (0,36,54) (0,45,9) 

(0,45,18) (0,45,27) (0,45,54) (0,54,9) (0,54,27) (0,54,36) (0,54,45) 
6 

(0,27,45) (0,54,27) (0,45,54) 2 

2 
f4(x)=x6+x+1 

f5(x)=x6+x5+x3+x2+1 
f6(x)=x6+x5+x4+x+1 

(0,9,18) (0,9,27) (0,9,36) (0,9,54) (0,18,9) (0,18,36) (0,18,45) 
(0,18,54) (0,27,9) (0,27,36) (0,27,54) (0,36,9) (0,36,18) (0,36,27) 

(0,36,45) (0,45,18) (0,45,27) (0,45,36) (0,54,9) (0,54,18) (0,54,45) 
6 

利用类似的方法,由表 1 可以构造出 GF(23)上所有 n 级 Z 本原 σ-LFSR 序列.同理,利用表 1 也可以构造出

GF(23)上所有 n 级 m-序列. 

5   结论和下一步工作 

研究距离向量的计算对基于 m-序列构造本原 σ-LFSR 序列具有重要意义.本文给出了一种用 GF(2k)上 1 级

Z 本原σ-LFSR 序列的距离向量计算 n 级 Z 本原σ-LFSR 序列距离向量的方法,该方法也适用于 GF(2k)上 m-序
列距离向量的计算.在用 GF(2)上 m-序列构造 GF(2k)上 n 级 Z 本原σ-LFSR 序列(m-序列)时,利用本文中的方法

只需计算 GF(2k)上 1 级 Z 本原σ-LFSR 序列(m-序列)的距离向量,当 n 较大时,复杂度显著降低. 
距离向量是本原σ-LFSR序列的重要参数.大量实验表明,距离向量和本原σ-LFSR序列的其他性质(如本原

σ-LFSR 序列的采样性质)存在一定关系 ,但目前这种关系尚不清楚 ,也很少有这方面的文献 .因此 ,对本原

σ-LFSR 序列距离向量的进一步研究将是很有意义的工作. 

致谢  在此,我们向对本文提出建设性意见的审稿人表示衷心的感谢. 
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