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Abstract:  To investigate the basic problems of granular computing, such as granulation, computing with granulars 
and so on, in a more general setting, a covering model of granular computing is introduced in this paper by relaxing 
the three conditions of equivalence relations, which generalizes the existing models. Under this model, Zoom-in and 
Zoom-out operators are defined, respectively. Different combinations of Zoom-in and Zoom-out operators form 
different rough approximations of the universe of discourse and granulated universe of discourse. This paper studies 
their propertis and establishes their relationship with topological space and Galois connection. 
Key words:  granular computing; covering; Zoom-in; Zoom-out; Galois connection; topological space 

摘  要: 为了在一种更为广泛的背景之下研究粒计算的基本问题(诸如粒化、粒的计算及粒空间之间信息粒转化

等),在放弃等价关系的 3 个条件的基础上提出了一种基于覆盖的粒计算模型,进一步推广了已有的工作.在该模型

下,重新定义了 Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子.对于论域及粒化了的论域而言,Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子的不

同复合会产生不同的近似算子.研究了这些近似算子的性质并建立起它们与拓扑空间及 Galois 联络之间的联系. 
关键词: 粒计算;覆盖;Zoom-in;Zoom-out;Galois 联络;拓扑空间 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在人类的认知过程中,信息粒起到了很大的作用.信息粒是指人们在认识﹑推理和作决策中将大量复杂的

信息按照各自的特征和性能划分成若干较简单的块﹑类﹑群或组等基本单位.这种基本单位就称为粒.这种信

息处理的方式也称为信息粒化.自从 Zadeh 于 1979 年提出模糊信息粒化[1]以来,研究人员对信息粒化的思想产

生了浓厚的兴趣,并将其思想用于粗糙集[2]﹑模糊集[3]﹑数据挖掘[4]等.Hobss 于 1985 年提出了粒度[5]的概念,
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随后,Zadeh 于 1996 年~1997 年间第一次提出了粒计算[6,7]的概念,此后,粒计算的研究引起众多学者的关注与兴

趣.目前关于粒计算已有大量的研究成果,其中包括基于商空间理论的粒计算研究.基于二元关系的粒计算研

究,粒计算的覆盖模型研究、粗糙集与粒计算的交叉问题的研究、基于相容关系的粒计算模型及其在进化计  
算﹑机器学习和数据挖掘中的应用[8−13]等.这些成果的取得及相关理论的研究对人工智能和相关的问题求解

理论等都有重要的应用前景. 
在粒计算的研究中,对问题空间的粒化至关重要,不同的抽象层次表示不同的粒化观点.粒存在于特定的层

中,同一层次的粒之间既可以是不相交的,也可以是重叠的.层次中每一个粒表述了一个特定的粒化观点,同一

层次的所有粒构成了问题空间的一个覆盖,它们相互补充,相互呼应,完整地表达了在这个层次上对一个问题的

描述.词计算模型、粗糙集模型和商空间模型是 3 个主要的粒计算模型,一些学者在此基础之上又提出了很多

新的模型,如 Yao 在文献[14]中提出了基于划分的粒计算模型.该模型对一个有限集合进行划分得到相应的粒

子,这些粒子互不相交.通过子集的包含关系,不同粒度的粒子之间形成了格的层次结构.他还构建了 Zoom-in 和

Zoom-out 两个算子,并利用这两个算子实现了不同粒层之间的相互转化.上述基于划分的粒计算模型可以看作

是由问题空间上等价关系所诱导出的模型.马建敏等人放弃了等价关系过强的要求,而只保留其中的自反性,提
出了基于集合论覆盖原理的粒计算模型[11,15],并利用 Zoom-in 算子与 Zoom-out 两个算子实现了不同粒层上粒

子的相互转化. 
本文进一步地完全放弃了等价关系的 3 个条件,将以上工作推广到了更一般的基于覆盖的近似空间.我们

采用与文献[11,14,15]等不同的方式定义 Zoom-in 与 Zoom-out 算子,研究了它们的详细性质.通过对 Zoom-in 与

Zoom-out 算子的复合,分别得到问题空间及粒化了的问题空间上的近似算子.本文详细研究了它们的性质,并建

立起了它们与拓扑空间、Galois 联络之间的联系. 

1   基于覆盖的粒计算模型 

1.1   基于划分的粒计算模型 

Yao 在文献[14]中给出了一种基于划分的粒计算模型,也是一种特殊的基于覆盖的粒计算模型.该模型将一

个有限集合进行划分得到两两互不相交的粒子.设 U 为一个非空有限集合,R 为 U 上一等价关系.U/R 为由等价

关系 R 所决定的论域 U 上的一个划分.∀x∈U,[x]表示 U/R 中包含 x 的等价类,此时,[x]具有双重身份.它既是论域

U 的子集,又是 U/R 中的一个元素.基于这种双重身份,为区分起见,文献[14]用 Name([x])表示[x]是 U/R 中的元素

而用[x]表示论域 U 的子集.文献[14]中还分别定义了 Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子以实现不同粒层上粒子的

相互转化. 
定义 1. 设U为一个非空论域,R为U上的一个等价关系,U/R为U关于R的划分,称 /: 2 2U R Uω → 为Zoom-in 

算子,若 

 /
([ ])([ ]) / , ( ([ ])) [ ];  2 , ( ) ( ([ ]))U R

Name x XName x U R Name x x X X Name xω ω ω∈∀ ∈ = ∀ ∈ = ∪  (1) 

定义 2. 设 U 为一个非空论域,R 为 U 上的一个等价关系,U/R 为 U 关于 R 的划分.称 /, : 2 2U U Rapr apr → 为 

Zoom-out 算子,若 

 2 ,  ( ) { ([ ]) [ ] };  2 ,  ( ) { ([ ]) [ ] }U UA apr A Name x x A A apr A Name x x A∀ ∈ = ∩ ≠ ∅ ∀ ∈ = ⊆  (2) 

Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子的不同复合可以得到 U 上的近似算子 , ,apr aprω ω U/R 上的近似算子

,apr aprω ω ,不难验证如下算式成立: 

 ,  ( )( ) {[ ] [ ] },  ( )( ) {[ ] [ ] }A U apr A x x A apr A x x Aω ω∀ ⊆ = ∪ ∩ ≠ ∅ = ∪ ⊆  (3) 

类似地,也有 

 
/2 ,  ( )( ) { ([ ]) ([ ]) , [ ] [ ] },

( )( ) { ([ ]) [ ] ( )}

U RX apr X Name x Name y X x y
apr X Name x x X

ω
ω ω

⎫∀ ⊆ = ∃ ∈ ∩ ≠ ∅ ⎪
⎬= ⊆ ⎪⎭

 (4) 
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容易看出, , : 2 2U Uapr aprω ω → 为论域 U 上的 Pawlak 粗糙近似算子.关于它的性质在诸多文献中都有 

详细论述. 

1.2   基于集合论覆盖原理的粒计算模型 

Yao 提出的基于划分的粒计算模型实际上是基于 Pawlak 近似空间展开的,然而在现实生活中对问题空间

的粒化往往具有某种程度的重叠.马建敏等人在文献[11,15]中考虑了一种基于集合论覆盖原理的粒计算模型.
该模型是基于一个有限集合上的一个自反二元关系产生粒子,并通过定义 Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子实现

了不同粒层上粒子之间的相互转化. 
定义 3. 设(U,R)为一个自反近似空间,记 /( ) { ( ( )) }U R Name R x x U= ∈ ,其中 ( ) { , }.R x y y U xRy= ∈ 若 

 /( )2 ,  ( ) { ( ( )) }U RX w X x Name R x X∀ ∈ = ∈  (5) 

则称 /( ): 2 2U R Uω → 为一个 Zoom-in 算子. 
Zoom-in 算子 /( ): 2 2U R Uω → 具有如下一些性质: 
(1) , ({ ( ( ))}).x U x Name R xω∀ ∈ ∈  

(2) /( )( ) , (2 ) .U R Uω ω∅ = ∅ =  
(3) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).X Y X Y X Y X Yω ω ω ω ω ω∪ = ∪ ∩ = ∩  

(4) ( ) ( ).C CX Xω ω=  
(5) ( ) ( ).X Y X Yω ω⊆ ⇔ ⊆  

定义 4. 设(U,R)为一个自反近似空间,称 /( ), : 2 2U U Rapr apr → 为一个 Zoom-out 算子,若 

 ,  ( ) { ( ( )) ( ) },  ( ) { ( ( )) ( ) }A U apr A Name R x R x A apr A Name R x R x A∀ ⊆ = ∩ ≠ ∅ = ⊆  (6) 

同样,Zoom-in 与 Zoom-out 算子的复合构成论域 U 上的近似算子.以下算式自然成立: ,A U∀ ⊆  

 ( ) { ( ) },  ( ) { ( ) }apr A x R x A apr A x R x Aω ω= ∩ ≠ ∅ = ⊆  (7) 

容易看出, , : 2 2U Uapr aprω ω → 正是基于二元关系的粗糙集模型中所定义的上、下近似算子.其详细 

性质可参见文献[16]. 

1.3   一种基于覆盖的粒计算模型 

Yao 和马建敏分别提出的两个粒计算模型事实上都是通过二元关系(等价和自反关系)产生邻域,再通过

Zoom-in 与 Zoom-out 算子来实现不同粒层中粒子的相互转化.在本节中,我们给出一种更广泛的基于覆盖的粒

计算模型,并采用与前述文献不同的方法定义了 Zoom-in 与 Zoom-out 算子.Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子的不

同复合分别构成了论域 U 及粒化了的论域 U/R 上的广义粗糙近似算子,本文进一步建立起它们与拓扑空间及

Galois 联络之间的联系. 
对于一个非空论域 U,在以下的讨论中,我们总假设其覆盖 C 是有限的.∀x∈U,记 ( ) { | ,Md x K C x K= ∈ ∈  

, , },S C x S S K S K∀ ∈ ∈ ⊆ ⇒ = 称 Md(x)为 x 关于覆盖 C 的极小集.由 C 是有限覆盖易知, , ( ) 0.x U Md x∀ ∈ > 以下

我们称 C 是一元覆盖,若 , ( ) 1x U Md x∀ ∈ = ;称 C 是一典型覆盖,若 ,K C x U∀ ∈ ∃ ∈ 满足 , .S C x S K S∀ ∈ ∈ ⇒ ⊆ 以

上定义可参见文献[17]. 
定义 5. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上一个有限覆盖,若一元算子 : 2 2C Uω → 满足 

 2 ,  ( ) { ( ) }CX X x Md x Xω∀ ∈ = ⊆  (8) 

则称ω为一个 Zoom-in 算子. 
特别地 ,若 C 是论域 U 上的一个划分 ,则 , ( ) ([ ]),x U Md x Name x∀ ∈ = 从而 ( ) { ([ ]) }X x Name x Xω = ∈ =  

([ ]) [ ],Name x X x∈∪ 说明由式(8)定义的 Zoom-in 算子是式(1)的自然推广. 

例 1:设 U{a,b,c,d},K1={a,b},K2={a,c},K3={b,d},C={K1,K2,K3},则ω(∅)=∅,ω(Name(K1))=∅,ω(Name(K2))= 
{c}, 3 1 2 1 3 2 3( ( )) { }, ( ( ), ( )) { , }, ( ( ), ( )) { , }, ( ( ), ( ))Name K d Name K Name K a c Name K Name K b d Name K Name Kω ω ω ω= = = =  

{ , }, (2 ) .Cc d Uω =  
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在定义 5 中,我们采用极小覆盖集定义了 Zoom-in 算子.其原因在于,对于 U 中元素 x 而言,唯有极小覆盖才

能完整表达 x 在覆盖 C 之下的信息,既不会导致信息的缺失,也不会有冗余的无关紧要的信息. 

命题 1. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上一个有限覆盖. : 2 2C Uω → 为按照式(8)定义的 Zoom-in 算子,则以 
下性质成立: 

(1) ( ) , (2 ) .C Uω ω∅ = ∅ =  

(2) , 2 , ( ) ( ) ( )CX Y X Y X Yω ω ω∀ ∈ ∪ = ∪ 当且仅当 C 是一元覆盖. 
(3) ( ) ( ) ( ).X Y X Yω ω ω∩ = ∩  

(4) ( ) ( )C CX Xω ω= 当且仅当 C 是一元覆盖. 
(5) ( ) ( )X Y X Yω ω⊆ ⇔ ⊆ 当且仅当 C 是一个典型覆盖. 

证明:(1) 性质(1)显然成立. 
(2) (⇒)假设 C 不是一元覆盖,则存在 , ( ) 2.x U Md x∈ ≥ 不失一般性,设 ( ) 2 ( ) { ( ),iMd x Md x Name X= =及  

( )}.jName X 令 1 2{ ( )}, { ( )},X Name X Y Name X= = 易知 ( ),x X Yω∈ ∪ 但 ( ) ( ).x X Yω ω∉ ∪ 矛盾! 

(⇐)若 C 是一元覆盖,则 ,x U∀ ∈  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x X Y Md x X Y Md x X Md x Y x X x Y x X Yω ω ω ω ω∈ ∪ ⇔ ⊆ ∪ ⇔ ⊆ ⊆ ⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∪或 或  

故 , 2 , ( ) ( ) ( ).CX Y X U X Yω ω ω∀ ∈ ∪ = ∪  
(3) ,x U∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x X Y Md x X Y Md x X Md x Y x X x Y x X Yω ω ω ω ω∈ ∩ ⇔ ⊆ ∩ ⇔ ⊆ ⊆ ⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∩且 且  

(4) (⇒) 假 设 C 不 是 一 元 覆 盖 , 则 存 在 , ( ) 2.x U Md x∈ ≥ 不 妨 设 1( ) 2 ( ) { ( ),Md x Md x Name X= =及  

2( )}.Name X 令 1{ ( )},X Name X= 则不难验证 ( ) , ( ).C Cx X x Xω ω∈ ∉但 矛盾! 
(⇐)若 C 为一元覆盖,则 

, ( ) ( ) ( ) ( ).C C Cx U x X Md x X Md x X x Xω ω∀ ∈ ∈ ⇔ ⊄ ⇔ ⊆ ⇔ ∈  

已证得 ( ) ( ).C CX Xω ω=  
(5) (⇒)若 1,C = 则结论是显然的 .以下假设 |C|≥2 假设结论不成立 ,即 C 不为一个典型覆盖 ,则存在

( ) , ( ) , , .i i j j i jName X C x X Name X C x X X X∈ ∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ⊄满足 使得 但 不难证得 , ( ) { ( )}.ix U Md x Name X∀ ∈ ≠  

令 { ( )}, { ( )},i jX Name X Y Name X= = 由 i jX X⊄ 可知, ( ) ( ).i jName X Name X≠ 易证得 ( ) ( ),X Yω ω= ∅ ⊆ 但 X ⊄  

Y.矛盾,故 C 为一个典型覆盖. 
(⇐)容易证明 ( ) ( ).X Y X Yω ω⊆ ⇒ ⊆ 以下证明 ( ) ( ) .X Y X Yω ω⊆ ⇒ ⊆  

( ) ,iName X X∀ ∈ 由 C 是一个典型覆盖可知, , ( ) { ( )},ix U Md x Name X∃ ∈ = 故 x∈ω(X).由 ( ) ( )X Yω ω⊆ 可知, 
x∈ω(Y),因此,Name(Xi)∈Y 即可证明. □ 

定义 6. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上的一个有限覆盖. , : 2 2U Capr apr → 按照如下方式定义: 

 2 ,  ( ) { ( ) },  ( ) { ( ) }U
i i i iA apr A Name X X A apr A Name X X A∀ ∈ = ∩ ≠ ∅ = ⊆  (9) 

则称 , : 2 2U Capr apr → 为 Zoom-out 算子. 

注 1:定义 5 给出的 Zoom-in 算子通过极小覆盖将覆盖 C 的子集扩张为论域 U 的子集,从而获得更多的信

息.定义 6 给出的 Zoom-out 算子实现了从论域 U 到覆盖空间 C 上粒子之间的相互转化,它将论域 U 的子集映

射为覆盖 C 的子集,在这一过程中,论域 U 的子集被看作一个整体而不是很多个体,这必然会导致信息的缺失. 

事实上,已有文献就粒计算中粒度空间之间的转化做过研究,参见文献[18].另外,定义 6 中的 ( ),apr A ( )apr A 分别

称为 A 的上下近似集.与粗糙集理论不同的是,这里的 ( ), ( )apr A apr A 只是覆盖 C 的子集而并非论域 U 的子集. 

容易证明以下命题成立: 

命题 2. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上一个有限覆盖.Zoom-out 算子 , : 2 2U Capr apr → 由(9)定义,则如下 

性质成立: 
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(1) ( ) 2 , ( ) .Capr U apr A A= = ∅ ⇔ = ∅  

(2) ( ) , ( ) 2 .Capr apr A A U∅ = ∅ = ⇔ =  

(3) ( ) ( ).apr A apr A⊆  

(4) ( ) ( ) , ( ) ( ) .c c c capr A apr A apr A apr A= =  

(5) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).apr A B apr A apr B apr A B apr A apr B∩ = ∩ ∪ = ∪  

(6) ( ) ( ), ( ) ( ).A B apr A apr B apr A apr B⊆ ⇒ ⊆ ⊆  

证明:容易证得,略. □ 

2   论域 U 上的粗糙近似及其与拓扑空间、Galois 联络等之间的联系 

本节中,通过复合 Zoom-in 算子与 Zoom-out 算子,我们得到了论域 U 上近似算子 , .apr aprω ω 详细研究 

了它们的性质,并建立起它们与拓扑空间、Galois 联络等之间的联系. 

2.1   论域U上的近似算子 aprω 与 aprω  

由式(8)及式(9)可知, 

 
, ( )( ) { ( ) ( )} { ( ) ( ), },

( )( ) { ( ) ( )} { ( ) ( ), }

i i

i i

A U apr A x Md x apr A x Name X Md x X A

apr A x Md x apr A x Name X Md x X A

ω

ω

⎫∀ ⊆ = ⊆ = ∀ ∈ ∩ ≠ ∅ ⎪
⎬

= ⊆ = ∀ ∈ ⊆ ⎪⎭

　
 (10) 

( )( ),( )( )apr A apr Aω ω 分别称为 A 的上下近似集.称 , : 2 2U Uapr aprω ω → 为论域 U 上的上、下近似 

算子. 

命题 3. 设U为一个非空论域,C为U上一个有限覆盖. , : 2 2U Uapr aprω ω → 为由式(10)给出的近似算子,  

则以下性质成立: 

(1) ( )( ) ,( )( ) .apr apr U Uω ω∅ = ∅ =  
(2) ( )( ) ,( )( ) .apr apr U Uω ω∅ = ∅ =  

(3) ,( )( ) ( )( ).A U apr A A apr Aω ω∀ ⊆ ⊆ ⊆  

(4) ( )( ) ( )( ) ( )( ),( )( ) ( )( ) ( )( ).apr A B apr A apr B apr A B apr A apr Bω ω ω ω ω ω∩ = ∩ ∪ ⊇ ∪  

(5) 若 C 为一元覆盖,则 ( )( ) ( )( ) ( )( ).apr A B apr A apr Bω ω ω∪ = ∪  

(6) ( )( ) ( )( ) ( )( ).apr A B apr A apr Bω ω ω∩ ⊆ ∩  

(7) 若 C 为一元覆盖,则 , ( )( ) (( )( )) ,( )( ) (( )( )) .c c c cA U apr A apr A apr A apr Aω ω ω ω∀ ⊆ = =  

(8) ( )( ) ( )( ),( )( ) ( )( ).A B apr A apr B apr A apr Bω ω ω ω⊆ ⇒ ⊆ ⊆  

证明:由命题 1 及命题 2 可得证. □ 

2.2   aprω , aprω 与拓扑算子、Galois联络之间的联系 

在本节中,我们建立起了 ,apr aprω ω 与拓扑内部算子、拓扑闭包算子、Galois 联络等之间的联系.相关 

概念如下: 

定义 7. 设 U 为一个非空论域,称映射 : 2 2C Ci → 为 U 上一个拓扑内部算子,若其满足: 
(1) ( ) .i U U=  
(2) ( ) ( ) ( ).i A B i A i B∩ = ∩  
(3) ( ( )) ( ).i i A i A=  
(4) ( ) .i A A⊆  

对偶地,读者可给出拓扑闭包算子 : 2 2U Ucl → 的定义. 
命题 4. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上一元覆盖,则 
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,  ( )(( )( )) ( )( ).A U apr apr A apr Aω ω ω∀ ⊆ =  

证明:由命题 3 可知, ( )(( )( )) ( )( ).apr apr A apr Aω ω ω⊆  

以下只需证明 ( )( ) ( )(( )( )).apr A apr apr Aω ω ω⊆ ( )( ),x apr Aω∀ ∈ 存在 ( )iName X C∈ 使得 ( )Md x =  

{ ( )}iName X 且 .iX A⊆ ,iy X∀ ∈ 设 ( ) { ( )},jMd y Name X= 则易知 .j iX X⊆ 结合 iX A⊆ 及(10)知 ( )( )y apr Aω∈

由 y 的任意性可知 ( )( )iX apr Aω⊆ ,因此, ( )(( )( )).x apr apr Aω ω∈  □ 

由定义 7 及命题 4,我们有如下结论: 

命题 5. 设 U 为一个非空论域,C 为一元覆盖,则 : 2 2U Uaprω → 是 U 上的一个拓扑内部算子. 

由命题 3 中的性质(7)可知,当 C 为一元覆盖时, ,apr aprω ω 互为对偶算子.因此,下面的结论自然成立: 

命题 6. 设 U 为一个非空论域,C 为一元覆盖,则 : 2 2U Uaprω → 是 U 上的一个拓扑闭包算子. 
以下建立起基于一元覆盖的粒计算模型与基于二元关系的粒计算模型之间的联系,在U上定义二元关系R

如下: 
, ,  ( , ) ,ix y U x y R y X∀ ∈ ∈ ⇔ ∈ ( ) { ( )}.iMd x Name X=  

容易证明 R 为一个自反、传递的二元关系,且 , ( ) { ( )} { ( ( ))}.ix U Md x Name X Name R x∀ ∈ = = 此时,本文中由式 

(8)给出的 Zoom-in 算子与文献[15]中给出的 Zoom-in 的定义(见式(5))相一致,且有下式成立: 

 ,  ( )( ) { ( ) },  ( )( ) { ( ) }A U apr A x R x A apr A x R x Aω ω∀ ⊆ = ∩ ≠ ∅ = ⊆  (11) 

以上说明当 C 为一元覆盖时, ,apr aprω ω 为 U 上基于相似(自反、传递)关系的粗糙近似算子.反过来,

任意给出 U 上的一个相似关系 R,定义 { ( ( )) },C Name R x x U= ∈ 则易知 C 为 U 上一元覆盖,且由式(5)、式(8)分 

别定义的 Zoom-in 算子相一致. 

定义 8[19]. 设 U 为一个非空集合,U 上的一个 Galois 联络是满足如下条件的映射序对 ( , ), , : 2 2 :U Uf g f g →  
(1) 1 2 1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( ).A A f A f A g A g A⊆ ⇒ ⊆ ⊆  
(2) ( ( )) , ( ) .f g A A gf A A⊆ ⊇  

命题 7. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上的一个典型一元覆盖,则 ( , )apr aprω ω 是 U 上一个 Galois 联络 

当且仅当 C 是 U 上一个划分. 
证明:(⇒) ( ) ,iName X C∀ ∈ 由于 C 为一个典型覆盖,故存在 ix X∈ 使得 ( ) { ( )}. ( ) ,i jMd x Name X Name X C= ∀ ∈

为了证明 C 是一个划分,以下只需证明 .i j i jX X X X∩ ≠ ∅ ⇒ = 不妨设 ,i jy X X∈ ∩ 由 ( , )apr aprω ω 是 U 上的

一个 Galois 联络可知, , ( )(( )({ }))z U z apr apr zω ω∀ ∈ ∈ ,特别取 z=x,我们有 ( )({ }).iX apr xω⊆ 取 y∈Xi,不妨设

( ) { ( )},kMd y Name X= 则由 ( )({ })y apr xω∈ 及式(10)可知,x∈Xk.由 x∈Xk 易知 Xi⊆Xk.同理,由 y∈Xi 及 ( )Md y =  
{ ( )}kName X 可知, ,k jX X⊆ 故 i k jX X X⊆ ⊆ .类似地,可证得 Xj⊆Xi.故 Xj=Xi. 

(⇐)若 C 是 U 上一个划分,此时不难证明: 

, ( )(( )( )) ,A U apr apr A Aω ω∀ ⊆ ⊆ ,( )(( )( )) .A U apr apr A Aω ω∀ ⊆ ⊇  

结合命题 3 中的性质(8)及定义 8 可知, ( , )apr aprω ω 为 U 上的一个 Galois 联络.证毕. □ 

3   2C 上的近似算子 

本节中通过复合Zoom-out算子 , :2 2 ,U Capr apr → 得到了 2C上的两个近似算子 , : 2 2 ,C Capr aprω ω → 研究 

了它们的性质并建立起它们与 Galois 联络、拓扑空间等之间的联系. 
由式(8)、式(9)不难得到: 

 
2 ,  ( )( ) { ( ) ( ) } { ( ) , ( ) },

( )( ) { ( ) ( )} { ( ) , ( ) }

C
i i i i

i i i i

X apr X Name X X X Name X x X Md x X
apr X Name X X X Name X x X Md x X

ω ω
ω ω

⎫∀ ∈ = ∩ ≠ ∅ = ∃ ∈ ⊆ ⎪
⎬= ⊆ = ∀ ∈ ⊆ ⎪⎭

 (12) 

以下命题揭示了近似算子 , : 2 2C Capr aprω ω → 所具有的一些性质: 
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命题 8. 设 U 为一个非空论域,C 为一个有限覆盖,则 

(1) ( )( ) ,( )(2 ) 2 ,( )( ) ,( )(2 ) 2 .C C C Capr apr apr aprω ω ω ω∅ = ∅ = ∅ = ∅ =  

(2) 若 C 为一典型覆盖,则 ( )( ) ( )( ).apr X X apr Xω ω⊆ ⊆  

(3) 若 C 为一元覆盖,则 2 ,( )( ) ( )( ) .C c cX apr X apr Xω ω∀ ⊆ =  

(4) ( )( ) ( )( ) ( )( ).apr X Y apr X apr Yω ω ω∩ = ∩  

(5) 若 C 为一元覆盖,则 ( )( ) ( )( ) ( )( ).apr X Y apr X apr Yω ω ω∪ = ∪  

(6) ( )( ) ( )( ),( )( ) ( )( ).X Y apr X apr Y apr X apr Yω ω ω ω⊆ ⇒ ⊆ ⊆  

证明:只需证明命题 8 中的(2),其余由命题 1 和命题 2 立即可得. ( ) ( )( ),iName X apr Xω∀ ∈ 由式(11)可知, 

, ( ) .ix X Md x X∀ ∈ ⊆ 由于 C 是一个典型覆盖,故存在 y∈Xi,使得 ( ) , .j j i jName X C y X X X∀ ∈ ∈ ⇒ ⊆ 即 ( )Md y =  

{ ( )}.iName X 因此, ( ) .iName X X∈ 这就证明了 ( )( )apr X Xω ⊆ .类似地,可证明 ( )( ).X apr Xω⊆  □ 

以下例子说明对于一般覆盖而言,命题 8 中的(2)未必成立: 
例 2: 1 2 3{1,2,3}, { , , }.U C K K K= = 其中 1 2 3{1,2,3}, {1,2}, {2,3}.K K K= = = 令 2 3{ , }.X K K= 易证得 ( )( )apr Xω =  

.C X⊄  
例 3: 1 2 3 1 2 3{ , , , }, { , }, { , }, { , }. { , , }.U a b c d K a b K a c K b d C K K K= = = = = 令 1{ },X K= 则 ( )( ) ,apr Xω = ∅ 但显然

( )( ).X apr Xω⊄  

以下建立起 , : 2 2C Capr aprω ω → 与拓扑闭包算子、内部算子之间的联系. 

命题 9. 设 U 是一个非空论域,C 是 U 上的一元典型覆盖,则 

( )(( )( )) ( )( ),  ( )(( )( )) ( )( ).apr apr X apr X apr apr X apr Xω ω ω ω ω ω= =  

证明: ( ) ( )( ),iName X apr Xω∀ ∈ 则 , ( ) .ix X Md x X∀ ∈ ⊆  

要证明 ( ) ( )(( )( ))iName X apr apr Xω ω∈ ,只需说明 , ( ) ( )( ).ix X Md x apr Xω∀ ∈ ⊆ 由于 C 是一元覆盖,不妨

设 ( ) { ( )},jMd x Name X= ∀y∈Xj,由 Xj⊆Xi 可知,y∈Xi,因此 Md(y)⊆X,由 y 的任意性可知, ( ) ( )( ).jName X apr Xω∈  

( )(( )( )) ( )( )apr apr X apr Xω ω ω⊆ 由命题 8 直接可得. ( )(( )( )) ( )( )apr apr X apr Xω ω ω= 可类似地得证. □ 

由定义 7 及命题 8、命题 9 可得如下结论: 

命题 10. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上的一元典型覆盖,则 : 2 2C Capr ω → 为一个拓扑内部算子. 

命题 11. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上的一元典型覆盖,则 : 2 2C Capr ω → 为一个拓扑闭包算子. 

以下命题揭示了 ,apr aprω ω 与 Galois 联络之间的联系: 

命题 12. 设 U 为一个非空论域,C 为 U 上的一个一元覆盖,则 ( , )apr aprω ω 是 2C 上的一个 Galois 联络当 

且仅当 C 是一个划分. 
证明:(⇒)欲证 C 是 U 上的一个划分,只需说明 ( ), ( ) , .i j i j i jName X Name X C X X X X y∀ ∈ ∩ ≠ ∅ ⇒ = ∀ ∈  

,i jX X∩ 由于 ( , )apr aprω ω 是 2C 上一个 Galois 联络,故 ( ) ( )(( )( ( ))).i iName X apr apr Name Xω ω∈ 由式(12)

可知, , ( ) ( )( ).i ix X Md x apr Xω∀ ∈ ⊆ 特别取 x=y,则有 ( ) ( )( ( )).iMd y apr Name Xω⊆ 不妨设 ( ) { ( )},kMd y Name X=

由式(12)可知,存在 , ( ) { ( )}.k iz X Md z Name X∈ = 不难证明 Xi⊆Xk,且由 , ( ) { ( )}j ky X Md y Name X∈ = 可知,Xk⊆Xj.故 

Xi⊆Xj,同理可证得 Xj⊆Xi,因此有 Xj=Xi. 

(⇐)若 C 是论域 U 上的一个划分,则容易证明 ( ) ( )(( )( ( ))).i iName X apr apr Name Xω ω∈ 由命题 8 中的(5)、

(6)可知, 2 , ( )(( )( )).CX X apr apr Xω ω∀ ∈ ⊆ 又由于 C 为一元覆盖,由命题 8 中的(3)可知, ,apr aprω ω 互为对

偶算子 .因此有 2 ,( )(( )( )) ,CX apr apr X Xω ω∀ ∈ ⊆ 由定义 8 可知 , ( , )apr aprω ω 是 2C 上的一个 Galois     

联络. □ 
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4   总  结 

粒计算是一门飞速发展的学科 ,其基本思想、原理和策略出现在不同的学科和领域中 .本文在文献

[11,14,15]的基础之上提出了一种更为广泛的基于覆盖的粒计算模型,更一般地推广了以上工作.在此模型下,我
们通过极小覆盖集定义了 Zoom-in 和 Zoom-out 算子,详细研究了其性质.这两个算子的不同复合构成了论域及

粒化了的论域上的广义粗糙近似算子.本文还建立起了它们与内部算子、闭包算子及 Galois 联络等之间的联系.
如何建立起本文给出的粒计算模型与其他基于覆盖粗集的粒计算模型(参见文献[17])之间的联系,我们将另文

继续加以研究. 
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