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二维黎曼流形的 Voronoi 图生成算法
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Abstract:  This paper describes objects by Riemannian manifolds and creates Voronoi diagrams based on charts. 
Difficulties in studying Voronoi diagrams for Riemannian manifolds are discussed. A theorem in existence is given, 
which demonstrates the present condition of Voronoi diagrams for Riemannian manifolds in a chart. According to 
the idea and theorem, this paper describes the algorithm of creating charts for two-dimensional Riemannian 
manifolds and presents the definitions of transition and blend functions. Finally, the algorithm of creating Voronoi 
diagrams based on charts is given, and some examples are provided. 
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摘  要: 提出采用黎曼流形描述研究对象和基于坐标卡生成 Voronoi 图的算法思路.讨论了黎曼流形上研究

Voronoi图的难点,并给出了存在定理,该定理说明了坐标卡上Voronoi图的存在条件.按照算法思路和存在定理,详细

描述了二维黎曼流形上创建坐标卡的算法,并给出流形上转换函数和混合函数的定义方法.最后描述了基于坐标卡

生成 Voronoi 图的算法,并给出了具体实例. 
关键词: 二维黎曼流形;坐标卡;Voronoi 图;Delaunay 三角化;存在性 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

Voronoi 图在数值分析和空间分析等领域具有十分重要的作用.对于复杂的研究对象,欧氏空间中一个坐标

系难以分析问题,如油藏数值模拟中复杂断裂的地层面.因此,采用黎曼流形描述复杂对象成为解决问题的最好

途径.随之而来,如何生成黎曼流形的 Voronoi 图成为工程应用的主要问题.二维黎曼流形的 Voronoi 图生成方法

研究在近 10 年间取得了重要进展,而高维黎曼流形的 Voronoi 图生成方法却很少.二维黎曼流形 Voronoi 图的生

成算法主要将黎曼流形整体映射到参数空间,并在研究区域内指定黎曼度量,然后在参数空间中按照给定的黎

曼度量生成 Delaunay 三角化(通过对偶得到 Voronoi 图)或 Voronoi 图,其要解决的核心问题就是计算研究区域
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的测地距离. 
Borouchaki[1],Jurczyk[2]和 Zhao[3]给出了由黎曼度量控制的参数空间的 Delaunay 三角化算法,该算法是

Delaunay 三角化增量(空洞)算法在黎曼空间的扩展.Borouchaki[4]则在指定的黎曼度量下,采用网格前沿法在参

数空间中生成 Delaunay 三角网格.Du[5]给出了在指定的黎曼度量下,生成重心 Voronoi 图和各项异性 Delaunay
三角化的迭代算法,文中采用合理简化的方向距离(directional distance)计算测地距离.由于黎曼度量可以人为

指定,所以这类算法经常用于生成各向异性网格.在参数空间生成网格避免了黎曼流形上计算的复杂性,但是,
当黎曼流形整体到参数空间的映射不存在时,该类方法则不适用.例如,多值和多亏格的复杂黎曼流形.Kunze[6]

采用分治的方法生成Voronoi图,主要解决中轴如何用数值方法解出.此方法只能计算具有单一解析式的参数曲

面,不能直接用在初始数据为离散网格或离散点的情况,并且对于需要多个解析式描述的复杂黎曼流形也不适

用.以上文献在生成网格时,基本上都只在参数空间中用到黎曼度量,而没有运用流形的基本概念,因此不能处

理多亏格、多值的复杂黎曼流形.本文算法将从黎曼流形的观点出发,采用坐标卡、转换函数和混合函数等工

具,研究黎曼流形并生成 Voronoi 图. 
坐标卡是描述黎曼流形的基本工具,当复杂的黎曼流形与欧氏空间不存在统一映射时,坐标卡能够将黎曼

流形分解,并在黎曼流形局部与欧氏空间之间建立光滑映射.因此,采用坐标卡研究黎曼流形的 Voronoi 图具有

很多优势:① 坐标卡定义了黎曼流形局部与欧氏空间的光滑映射,使复杂的流形问题可以借助欧氏空间来解

决;② 黎曼流形的所有坐标卡之间具有连接覆盖关系,流形上任意曲线的一个端点可以通过一系列坐标卡找

到另一个端点,这样可以处理任意亏格的黎曼流形;③ 坐标卡之间的光滑转换函数和混合函数可以将黎曼流

形的局部性质拓展到整个流形上,以便研究黎曼流形的全局问题.例如,计算流形上一条大范围的测地线长度或

大范围的面积.因此,本文算法的思路是采用黎曼流形的观点来描述研究对象,根据初始数据建立研究对象的坐

标卡,并在坐标卡的基础上生成 Delaunay 三角网格,从而生成 Delaunay 三角网格的对偶 Voronoi 图. 
首先介绍黎曼流形和黎曼流形上网格剖分的基本概念.然后,给出坐标卡上 Voronoi 图存在的条件,该条件

是本文建立坐标卡算法的基础.最后详细描述二维黎曼流形的 Voronoi 生成算法,该算法包括两部分内容:一是

根据初始模型数据建立坐标卡及流形函数,二是在坐标卡和流形函数的基础上,生成初始模型的 Voronoi 图. 

1   基础知识 

1.1   微分流形基本概念 

定义 1. 设 M 是一个非空的 Hausdorff 空间,如果对于每一点 p∈M,都存在 p 点的开邻域 U⊂M 以及从 U 到

n 维欧氏空间 Rn 的某个开集上的同胚ϕ:U→Rn,则称 M 为一个 n 维拓扑流形,其中(U,ϕ)称为 M 的一个坐标卡. 
定义 2. 设 M 是一个拓扑流形,A={(Uα,ϕα);α∈I}是由 M 的若干坐标卡构成的集合,I 为指标集.如果 A 满足

下列 3 个条件,则称(M,A)是一个 n 维 C′微分流形: 
(1) {Uα;α∈I}是 M 的一个开覆盖; 
(2) ∀α,β∈I,(Uα,ϕα)与(Uβ,ϕβ)是 C′相关的; 
(3) A 是极大的;即对于 M 的任意一个坐标卡(U,ϕ),如果它和 A 中的每一个成员都是 C′相关的,则它一定

属于 A. 
设(Uα,ϕα)和(Uβ,ϕβ)是流形 M 上的两个坐标卡,如果(Uα,ϕα)和(Uβ,ϕβ)重叠,便会形成一个重叠区域 Uαβ,如图

1 所示,Uαβ=Uα∩Uβ.映射ϕα和ϕβ将区域 Uαβ分别映射到各自的欧氏空间中,分别记作 uαβ和 uβα,即 uαβ=ϕα(Uαβ), 

uβα=ϕβ(Uαβ),则转换函数 1
αβ β αΨ ϕ ϕ −= 是从 uαβ到 uβα的映射.转换函数将坐标卡(Uα,ϕα)和(Uβ,ϕβ)的重叠部分在 

欧氏空间的区域黏合起来. 
设 p 是 n 维流形 M 上的一点, Bα′ :α→R 是坐标卡α的混合函数,Eα:α→Rn 是坐标卡α的嵌入函数.那么,M 的

混合函数和嵌入函数为 
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如果坐标卡α不包含点 p,则定义 Bα′ =0.除以混合函数的和是一个归一化的步骤,确保混合函数构成一个单 

位分解.同时,为了确保混合函数的分母不为 0,我们要求每个坐标卡上的混合函数不为 0.混合函数是将流形的

局部性质和整体性质联系起来的一个有力工具. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Transition functions between two charts 
图 1  两个坐标卡的转换函数 

1.2   黎曼度量 

定义 3. 设 M 是一个 n 维光滑流形,g 是 M 上一个光滑的二阶协变张量场,如果 g 是对称且正定的,即对于

每一点 p∈M,g(p)是切空间 TpM 上一个对称、正定的二阶协变张量,则称 g 是 M 上的一个黎曼度量,指定了黎曼

度量的光滑流形称为黎曼流形,记为(M,g).当 n=2 时,M 则为二维黎曼流形. 

在二维黎曼流形中,黎曼度量可以定义成一个二阶正定矩阵
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1h λ= ,那么 h1,h2 和θ可以解释成椭圆的两个轴长和旋转角度,如图 2 所示. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Riemannian metric ellipse of two-dimensional Riemannian manifolds 
图 2  二维黎曼流形的黎曼度量椭圆 

黎曼度量与欧氏度量含义相近,是欧氏度量在黎曼流形上的推广.给定流形上的两个点,在黎曼度量的作用

下便可以得到一个测地线长度.黎曼度量可以根据流形的内蕴几何特征(如曲面的曲率)来确定,也可以人为地

根据实际需要来指定. 
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1.3   二维黎曼流形的Voronoi图定义 

黎曼流形中最值得研究的曲线是测地线,测地线是黎曼流形上两点之间的局部最短距离,它是黎曼流形的

内蕴几何特征.黎曼流形上测地线和测地距离的定义如下: 
定义 4. 仿射联络空间(M,D)中的一条光滑曲线γ:I→M 称为测地线,如果它的切向量γ′(t)沿γ是平行的切向

量场,即 

( )
d ( ) 0

d d t
D D t
t t γ

γ γ′
⎛ ⎞ ′≡ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

定义 5. 设(M,g)是一个二维黎曼流形,p,q 分别为 M 上的两点,则 p 到 q 的测地距离为 M 上连接 p,q 两点的

最短测地线长度,记为 d(p,q).若用γ:[a,b]→M 表示 M 上连接 p,q 两点的最短测地线,则 

 
  

( , ) | ( ) | d ( ), ( ) d
b b

a a
d p q t t t t tγ γ γ′ ′ ′= = 〈 〉∫ ∫  (3) 

本文研究的 Delaunay 三角化和 Voronoi 图是以测地距离为度量标准的,下面给出二维黎曼流形的 Delaunay
三角化和 Voronoi 图的定义. 

定义 6. 设 M 是一个二维黎曼流形,S 为 M 上的有限点集,T(S)是 S 的一个三角网格,如果对于任意一个 t, 
t∈T(S),都存在外接测地圆 D,并且满足 D∩S=∅,则 T(S)是点集的一个 Delaunay 三角化. 

定义 7. 设 M 是一个二维黎曼流形,S={s1,…,sn}为 M 上的有限点集,S 中任意一点 si 的邻域 Vi 由其邻近点

组成,并满足 Vi={x∈M|d(si,x)≤d(sj,x),∀j},Vi 为 M 上的一个 Voronoi 单元,所有 Vi 构成 M 的一个划分,称为 M 的

Voronoi 图. 

2   Voronoi 图在坐标卡上的存在条件 

与欧氏空间相比,黎曼流形的 Delaunay 三角化和 Voronoi 图要复杂一些:① 黎曼流形上的过任意两点的测

地线不唯一;② 过 n 维黎曼流形上 n+1 个点的球不唯一[7].这些都对黎曼流形上的研究造成了困难,因为这些情

况会造成黎曼流形上 Delaunay 三角化甚至三角化不存在. 
Leibon[7]首先给出了黎曼流形上 Delaunay 三角化的存在条件 ,即当黎曼流形上点足够密时 ,点集的

Delaunay 三角化存在,并且与 Voronoi 图对偶,从而 Voronoi 图存在.其实质就是,黎曼流形上的足够小空间内的

性质与欧氏空间相似,这个足够小的范围被限定在测地凸邻域内,Klingenberg[8]给出了计算黎曼流形上一点测

地凸邻域半径的方法.在测地凸邻域内,不仅能够保证任意两点之间的测地线唯一,而且区域内的 n+1 个点能够

确定一个外接球.此外,Leibon 通过限定黎曼流形上布点的密度和质量来保证 Delaunay 三角化的存在性. 
Leibon 的存在条件说明了黎曼流形上 Delaunay 三角化和 Voronoi 图存在的实质问题,但是文中提出的密度

控制方法在实际应用时稍有不便.本文采用坐标卡生成黎曼流形的Voronoi图,因此可以通过限定坐标卡的范围

来控制流形上的研究区域,即限定坐标卡的范围在其局部坐标(局部坐标系的定义见第 3.1 节)原点的测地凸邻

域内.将坐标卡限制在测地凸邻域内,可以保证坐标卡内的测地线唯一且最短.此外,坐标卡内的点要满足一定

的质量,即布点要均匀[7].如果坐标卡内存在一个质量差的单纯形(二维黎曼流形中是三角形),那么它的外接球

的球心有可能落在当前坐标卡之外,这样会破坏 Delaunay 三角化的存在性. 
基于以上论述给出定理 1,该定理是本文建立坐标卡的一个依据,它保证了黎曼流形上 Delaunay 三角化及

Voronoi 图的存在.为了叙述方便,这里给出一些表示方法:设 p 为黎曼流形上的一点,则 p 点处的高斯曲率表示 

为 Kp,可推出 p 点的测地凸邻域 CR(p)=
2 oK

π [8];设 P 为黎曼流形上的点集,则 P 的个数表示为 NP;设 c 为黎曼 

流形上的一个坐标卡,从 c 局部坐标系原点到 c 边界的最大测地距离表示为 Max(c);设 q 为黎曼流形上的一点, 
则 rad(q)表示 q 点处的密度半径,B(q,rad(q))表示 q 点处半径为 rad(q)的嵌入球[7]. 

定理 1. 设α为 n 维黎曼流形 M 的一个坐标卡,o 为α局部坐标系的原点,S(s1,…,sm,m>n)为α上的点集,如果α
及 S 满足条件: 

(1) Max(α)≤CR(o); 
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(2) NS≥n+1; 
(3) ∀sj(j=1,…,n+1)⊂B(z,rad(z))∩S,z∈α, 

则坐标卡上点集 S 的 Delaunay 三角化和 Voronoi 图存在. 
证明:因为 Max(α)≤CR(o),即坐标卡完全位于点 o 的测地凸邻域内,则有坐标卡上的任意两点之间存在唯一

的测地线;因为 NS≥n+1,∀sj(j=1,…,n+1)⊂B(z,rad(z))∩S,根据 Leibon 在文献[7]中的推论 3.5 可知,S 中构成网格的

n+1 个点(二维黎曼流形中为三角形的 3 个点)能够确定一个外接圆(球),根据 Leibon 在文献[7]中的定理 3.4 可

知,黎曼流形上点集 S 的 Delaunay 三角化和 Voronoi 图存在.因为坐标卡α为黎曼流形的一个子流形,因此我们

可以将定理中的 3 个条件引入到α中,使α的范围满足条件(1),并且α上的点集 S 满足条件(2)、条件(3),那么,坐标

卡上点集 S 的 Delaunay 三角化和 Voronoi 图存在. □ 
在α内研究 Delaunay 三角化和 Voronoi 图,完全可以忽略流形上坐标卡之外区域的情况,其性质与欧氏空间

相似.需要说明的是,该定理是黎曼流形上 Delaunay 三角化和 Voronoi 图存在的一个充分条件,而非必要条件.当
n=2 时,该定理适用于二维黎曼流形. 

3   建立坐标卡 

建立坐标卡有很多种方法.Grimm[9,10]把控制网格的点、边、面做成坐标卡,并建立这些坐标卡的转换函数,
该方法的坐标卡非常多,计算效率比较低.Navau 等人[11,12]提出了另一种建立坐标卡的方法,该方法需要将控制

网格运用 Catmull-Clark 细分规则进行重新剖分,这使得控制网上的点大量增加.王青等人[13]针对建立光滑曲面

的需求,运用最短距离构造基函数,从整体上直接构造出任意拓扑结构的光滑流形曲面.下面给出本文建立坐标

卡的方法:设初始数据网格为 TN(可以为离散点),最小二乘曲面拟合误差控制值为 E′,根据 TN 建立二维黎曼流

形 M 的坐标卡,使坐标卡覆盖整个 M 区域,其中 TN 所描述的流形可以带有任意亏格. 

3.1   坐标卡的几何形态 

本文采用 TN 上局部点集的最小二乘曲面来描述坐标卡的几何形态,最小二乘曲面采用距离加权法生成.
设点集为 PS{p1{u1,v1,z1},…,pn{un,vn,zn}},以其中一点 pi(1≤i≤n)为原点、点集 PS 的最小二乘面为 uv 平面,建立

局部坐标系 LC.在 LC 内最小二乘曲面的表达式为 F(u,v)=a1u2+a2v2+a3uv+a4u+a5v+a6;点集 PS 与曲面拟合的误

差 E=∑wi((F(ui,vi,)−zi)2),其中∑wi=1,为距离权值.为求 E 的极值,分别取 E 对系数 ak(k=1,…,6)的偏导数,得到关于

系数的方程组 Ek(a1,a2,a3,a4,a5,a6)=0,解方程组得到点集 PS 的最小二乘曲面,从而得到坐标卡的几何形态.在局

部坐标系 LC 中,坐标卡与欧氏空间的映射取 F−1,为光滑映射. 

3.2   坐标卡的范围 

坐标卡在欧氏空间的范围采用椭圆 B 描述,其长轴记为 aB,短轴记为 bB.设坐标卡局部坐标系 LC 原点 po 处 
的黎曼度量确定的椭圆为 B′,其长轴记为 Ba ′ ,短轴记为 Bb ′ ,原点 po 处的测地凸邻域半径记为δ,则坐标卡的范围 

满足条件: 
(1) aB 与 Bb ′ 方向一致,bB 与 Ba ′ 方向一致; 
(2) aB/bB= /B Ba b′ ′ ; 

(3) aB≤δ; 
(4) B 在拟合点集 PS 所决定的范围内. 
这里的条件(3)满足定理 1 的条件(1),确保坐标卡内的测地线唯一且最短.坐标卡在黎曼流形上的范围 U 由

函数 F(B)决定,参数域为 B.坐标卡在欧氏空间的范围取作椭圆的优势在于:① 欧氏空间的椭圆体现了黎曼流

形的各向异性,如果流形是一个圆面,那么它的范围是圆;② 坐标卡能够更精确地拟合原始数据. 

3.3   转换函数和混合函数 

黎曼流形 M 的全局坐标系为 GC,设全局坐标系 GC 到局部坐标系 LC 的映射为 T,局部坐标系 LC 到全局
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坐标系 GC 的映射为 T −1.可以推出,M 上坐标卡覆盖的区域 U 到欧氏空间区域 B 的映射ϕ=F−1
°T,欧氏空间区域 

B 到黎曼流形上区域 U 的映射为ϕ−1=T−1◦F.坐标卡{Ui,ϕi}与{Uj,ϕj}之间的转换函数定义为 1
ij j iΨ ϕ ϕ −= ,且Ψij 

是光滑的. 
设 q 为 M 上一点,M 的混合函数 Bα(q)由公式(1)确定,其中,坐标卡α的混合函数 Bα′ (q)定义如下:椭圆 B 为 

α在欧氏空间的范围,B 圆心处取值为 1,线性地逐渐向外过渡减小,直到边缘处取值为 0.如果 q 点不在坐标卡α
的范围内,则定义 Bα′ (q)为 0.这样取值保证了混合函数的连续性. 

3.4   算法描述 

算法 1. 建立坐标卡 CreateCharts(TN,E′). 
1. 在初始网格 TN 上取一点 po,作为生成坐标卡的一个起始点,如图 3 所示; 
2. 在网格 TN 上,根据 po 所连接的三角形及拓扑关系找到 po 周围的点,与 po 组成点集 PS.以 po 为原点,

点集 PS 的最小二乘面为 uv 平面,建立局部坐标系 LC.在 LC 内采用距离加权法生成点集 PS 的最小

二乘曲面 F,如果 E≥E′,则删掉权值误差 wi((F(ui,vi,)−zi)2)最大的一点 pi,剩下的点集 PS={PS−pi}重新

计算,直到 E<E′;如果 E<E′,则执行第 3 步; 
3. 根据满足误差条件的点集 PS 及最小二乘曲面 F 建立 M 的一个坐标卡α,按照第 3.1 节和第 3.3 节中

的方法定义它的映射函数、混合函数,并按照第 3.2 节中的方法计算它的范围; 
4. 采用一个数据结构 UCi(i 为坐标卡)记录一个坐标卡边界未被覆盖范围的起始位置,UCi 是一个集合,

可以记录多段坐标卡边界上未被覆盖的范围,第 1 个建立的坐标卡边界未被覆盖的范围为全部.在已

存在坐标卡α的 UCα中选出一段未被覆盖边界,取其起点记为 pk,令 po=pk.执行第 2 步、第 3 步,建立

的新坐标卡记为β,更新 UCα和 UCβ.将坐标卡α和β互设为连接卡,并按照第 3.3 节中的方法定义两卡

之间的转换函数; 
5. 检测所有坐标卡的 UCi,如果 UCi 均为空,则执行第 6 步;如果 UCi 中有一个不为空,则表示有坐标卡还

未被覆盖,则执行第 4 步; 
6. 生成 M 的一组坐标卡{Ui,ϕi},按照第 3.3 节中的方法定义 M 的混合函数. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Sketch map of creating chart 
图 3  建立坐标卡示意图 

4   生成网格 

以坐标卡为基础,采用弹性力学模型在 M 上均匀布点,并按照空洞扩展算法生成点集的 Delaunay 三角化网

格,进而生成其对偶的 Voronoi 图. 

4.1   坐标卡上两点的测地距离 

设 p,q 为坐标卡α上的两点,求它们之间的测地距离.由于在普通二次曲面上很难利用测地线微分方程求出

测地线路径的解析解,因此,采用公式(3)无法算出 p,q 两点的测地距离.在实际算法中,通常采用数值解的方法求

u

v

LC

TN

Chart α

po
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出两点之间的测地路径,从而得到测地距离[14],但是运算速度会很慢.本文将采用一种简化计算方法[1],即两点之

间的测地距离: 

( , ) 2
t t

p qd p q pqg pq pqg pq⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

其中, pq 表示 p,q 两点之间的列向量;
t
pq 表示向量 pq 的转置;gp 和 gq 分别表示 p 和 q 点处的黎曼度量.在下面 

的布点和生成网格算法中,距离均指测地距离. 

4.2   布  点 

布点是生成网格的前提条件,需要满足两个要求:一是满足指定黎曼度量 g(M),二是点分布要均匀,即定理 1
中的条件(3).首先,按照指定黎曼度量的要求在每个坐标卡的参数空间布满椭圆[15],即初始布点,然后通过椭圆

之间的相互作用力达到一个平衡状态[15],力学模型方程为 

 
3 2

0 0(1.25 2.375 1.125) / ,  0 1.5( )
0,                                                    1.5
k w w l wf w

w
⎧ − + ≤ ≤⎪= ⎨

<⎪⎩
 (4) 

其中,l0 是两个椭圆之间的平衡距离,k0 是平衡状态下的弹性系数.采用力学模型计算点的位置可以达到均匀的

目的[15],如果黎曼度量是各向同性的,则易于形成等边三角形网格. 
算法 2. 在黎曼流形上布点 DistributePoints(M,g(M)). 
1. 根据上一段中提到的初始布点方法,按照度量 g(M)的要求,在坐标卡{Uα,ϕα}的局部坐标系参数空间

中初始布点.布点时检查该点附近是否已存在点(计算该点到本坐标卡上其他点的测地距离是否小

于某个给定值,这样可以防止布点过密),如果不存在,则布点,如果存在,则放弃; 
2. 根据第 3.3 节中定义的转换函数Ψαk,将坐标卡{Uα,ϕα}中的点映射到它的连接卡{Uk,ϕk}中 ,其中

k=1,…,n,表示 n 个连接卡; 
3. 对所有的坐标卡{Ui,ϕi}执行第 1 步、第 2 步,直到初始布点结束,M 上的点集记为 PS; 
4. 采用力学模型公式(4),计算坐标卡{Uα,ϕα}上点的平衡位置.对于坐标卡{Uα,ϕα}上任一点 p,找到它的

影响范围内(≤1.5l0)的点集 ps,计算 p 点在 ps 作用力下的平衡位置,依次计算坐标卡上的所有点; 
5. 对所有的坐标卡{Ui,ϕi}执行第 4 步并迭代,直到 M 上的点平衡. 

4.3   生成Voronoi图 

经过布点后,黎曼流形上点分布是均匀的,我们需要根据这些点生成 Delaunay 网格.欧氏空间中,根据点集

生成 Delaunay 三角化,最常用的是空洞算法.由于空洞算法首先要构建一个包含所有点的三角形,而本文的黎曼

流形采用坐标卡描述,无法建立这样一个三角形.因此,本文对空洞算法进行了扩展,称为空洞扩展算法.该算法

的判断准则与空洞算法相似 ,采用黎曼流形上的空圆准则 [1].空洞扩展算法在一个坐标卡内生成点集的

Delaunay 三角网格,适用于坐标卡描述的黎曼流形.空洞扩展算法的思路是:① 在一个坐标卡的点集中任取 3
点,构成初始∆a0b0c0,∆a0b0c0 为凸包;② 设已生成网格为 T={∆aibici},在点集中任取一点(已构点除外)s,判断 s 与
T 中所有三角形的关系,如果 s 在∆aibici 的外接圆内,则采用空洞算法中的方法删除∆aibici,形成空洞,并加入 s 重
新构建网格;如果 s 不在 T 中任意三角形的外接圆内,则将 s 与已存在网格的所有可见边分别构成三角形,更新

T,这时 T 为凸包;③ 重复执行 ,② 直到三角网格生成完毕.在一个坐标卡中,采用空洞扩展算法生成的三角网格

为 Delaunay 三角网格,证明略. 
生成 Delaunay 三角网格后,通过对偶得到 Voronoi 图.在欧氏空间中,通过计算每个三角形的外心得到

Voronoi 图的顶点,连接相邻三角形的外心得到 Voronoi 图.在黎曼流形上,不能直接算出三角形的外心,需要通过

数值方法得到一个近似外心[5].如果需要,则可以通过数值方法[6]得到 Voronoi 图的边,而在只关心 Voronoi 图拓

扑的情况下则不用算出 Voronoi 边. 
算法 3. 生成 Voronoi 图 CreateVoronoi(M,PS). 
1. 在坐标卡{Uα,ϕα}的局部坐标系参数空间中,采用空洞扩展算法,生成该坐标卡内点集的 Delaunay 三
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角网格.如果卡中已存在三角形,则在已存在三角形的基础上应用空洞扩展算法; 
2. 根据第 3.3 节中定义的转换函数Ψαk,将坐标卡{Uα,ϕα}中的三角形映射到它的连接卡{Uk,ϕk}中,其中

k=1,…,n,表示 n 个连接卡; 
3. 对所有的坐标卡{Ui,ϕi}执行第 1 步、第 2 步,直到生成 M 的 Delaunay 三角网格; 
4. 采用上一段中所叙述的方法,在坐标卡{Uα,ϕα}的局部坐标系参数空间中计算三角形的外心,并运用

黎曼流形的混合函数和嵌入函数计算出外心在流形上的值; 
5. 对所有坐标卡{Ui,ϕi}上的全部三角形执行第 4 步,得到 M 的 Voronoi 图. 

5   算法分析与实例 

本文算法主要包括 3 种子算法:建立坐标卡、在黎曼流形上布点、生成 Voronoi 图.建立坐标卡算法的效率

可以根据最终生成坐标卡的数量来估算,而坐标卡的数量取决于初始网格顶点的数量和最小二乘面的拟合误

差,网格顶点数越少并且拟合误差越大,则最终需要的坐标卡数量越少,从而耗费时间就越少.在布点算法中,决
定算法效率的因素是最终在流形上所布的点数,而点数是由给定的黎曼度量决定的,黎曼度量要求的点密度越

小,该算法耗时越少.生成 Voronoi 图算法的效率主要受生成 Delaunay 三角网格的空洞扩展算法的影响,空洞扩

展算法的效率取决于生成 Delaunay 三角网格的点数. 
本文算法的开发环境为 VS2005,采用 C++语言实现,实验环境为微机平台,CPU 为 Intel P IV 3.0G,内存 1G.

下面给出算法的应用实例,为了体现算法特点,人为指定了实例中的黎曼度量.图 4 为 Hose 模型的坐标卡,该模

型初始网格顶点数为 2 080,三角形个数是 4 160,创建坐标卡的个数为 963,用时 5.9s,其中,图 4(a)为全部坐标卡,
图 4(b)是部分坐标卡.与 Grimm[9,10]的算法相比,坐标卡数量减少很多. 

      
(a)                            (b) 

Fig.4  Charts of models 
图 4  模型的坐标卡 

图 5为不同密度网格的模型实例.图 5(a)、图 5(b)同为Kitten模型,图 5(a)中模型最终Voronoi图个数为 1 620,
按照黎曼度量的定义,矩阵 E 中θ取值为 0,矩阵 U 中λ1=λ2=1,用时 49.7s;图 5(b)中模型最终 Voronoi 图个数为 
6 432,θ取值为 0,λ1=λ2=4,用时 218.9s.图 5(c)、图 5(d)同为 Eight 模型,图 5(c)中模型最终 Voronoi 图的个数为 1 
266,θ取值为 0,λ1=λ2=1,用时 36.2s;图 5(d)中模型最终 Voronoi 图的个数为 5 070,θ取值为 0,λ1=λ2=4,用时 159.3s. 

       
 (a)                    (b)                      (c)                          (d) 

Fig.5  Delaunay triangulation and Voronoi diagrams of distinct density models 
图 5  不同密度 Delaunay 三角化和 Voronoi 图的模型 
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图 6 是具有不同亏格的模型实例,其中,图 6(a)是亏格为 0 的模型,图 6(b)、图 6(c)模型的亏格为 1,图 6(d)
模型的亏格为 2. 

          
(a)                    (b)                      (c)                          (d) 

Fig.6  Voronoi of models of distinct genus 
图 6  不同亏格模型的 Voronoi 图 

6   结  论 

本文从黎曼流形的基本理论出发,采用坐标卡、转换函数和混合函数等工具研究复杂的黎曼流形.创新之

处在于,将流形概念引入到黎曼流形的 Voronoi 图生成算法中,并给出了基于流形概念生成 Voronoi 图的算法,
解决了复杂二维黎曼流形 Voronoi 剖分这个一直被回避的问题.文中详细描述了创建二维黎曼流形坐标卡和

Voronoi 图的算法,它具有如下特点: 
(1) 适合任意亏格情况.由于坐标卡是根据二维黎曼流形的局部空间数据建立,坐标卡之间具有重叠区

域,并且生成 Voronoi 图算法是在每个坐标卡基础上完成的,因此可以处理任意亏格的二维黎曼流形. 
(2) 方便生成各向异性 Voronoi 图.算法中,距离采用根据黎曼度量计算的测地距离,因此,在指定一个具

有各向异性特征的黎曼度量后,很容易按照给定度量生成各向异性 Voronoi 图. 
(3) 方便考虑黎曼流形的整体性质.在定义坐标卡的基础上,可以根据转换函数、混合函数研究整个黎曼

流形的性质. 
(4) 坐标卡数量少.与 Grimm[9,10]的算法相比,坐标卡的数量减少了很多,提高了算法效率. 
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