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Abstract:  A scheme of categorizing Laplacians is introduced in this paper based on the computation times of 
similarity weights for each pair of adjacent data points. It is also theoretically proven that the Laplacian construction 
with multiple computations of similarity weights for each pair of adjacent points can better capture the local 
intrinsic structure of data than those methods with only one or two such computations. A novel Laplacian 
construction method is then proposed, which is more suitable for natural image matting task. In this method, all the 
different similarity weights for any pair of adjacent pixels are reconstructed by using a local linear model in the 
neighborhoods they fall into. By combining the user-provided constraints which specify some pixels as foreground 
or background, a quadratic objective function for matting based on semi-supervised learning is formed. When 
estimating the colors of unknown pixels by sampling foreground and background colors, this optimization problem 
is reformulated and solved in an iterative manner. What’s more, this iterative scheme can also be successfully 
generalized and applied into other previously constructed Laplacians for image matting tasks with only sparse label 
scribbles. Both the theoretical analysis and experimental results validate that the proposed Laplacian construction 
approach can better capture the intrinsic structure between image pixels, and can propagate the finer ingredients of 
an image foreground and background rather than just their labels, and thus the mattes of higher quality are obtained. 
Key words:  matting; semi-supervised learning; local learning; Laplacian regularization; quadratic optimization 

摘  要: 引入一种按邻点对的相似性权值计算次数来归类 Laplacian 的思想,并从理论上证明了包含多次相似性

权值计算的 Laplacian 构造比只计算一次或两次相似性权值的 Laplacian 构造更能精细地刻画数据局部几何结构.
据此提出了一种新的更能胜任自然图像景物提取任务的 Laplacian 构造方法.该方法通过任意一对相邻像素在不同

局部邻域内建立一个线性学习模型来重构不同的相似性权值.结合用户提供的部分前、背景标记约束,导出求解景

物提取的半监督二次优化目标函数.当考虑通过对前、背景抽样来估计未知像素的颜色值时,优化目标可以迭代求
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解.更有意义的是,该迭代方法可以成功地将原来构造的其他 Laplacian 推广应用于只提供稀疏指示条带的景物提取

问题中.理论分析与实验结果均证实,所构造的 Laplacian 能够更充分地表达图像像素间的内在结构,能以更精细的

方式约束传播前、背景的成分比例而不仅仅是标号,从而获得更优的景物提取效果. 
关键词: 景物提取;半监督学习;局部学习;拉普拉斯正则化;二次优化 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

景物提取(matting)是一种把图像的前景部分从背景中分离出来的技术,广泛应用于媒体特效制作、娱乐和

虚拟现实等各种领域,是一种不可或缺的图像编辑工具.一旦景物被分离出来,就容易与其他背景图像合成而获

得新的图像.景物提取问题将一幅输入图像 C 建模为前景图像 F 和背景图像 B 的凸组合,即满足如下图像合成

方程: 
 C(p)=α(p)F(p)+(1−α(p))B(p) (1) 
这里,α(p)是指任意像素 p 的混合参数(也称为透明度α).因而从背景中分离景物的问题就变成参数估计问题.对
于自然图像来说,其挑战在于对背景不作任何约束,导致了一个严格的欠适定问题. 

现有的自然图像景物提取技术,依据它们如何利用图像统计和近邻像素的相关性,可粗略地分为基于抽样

和基于传播的两类方法[1].基于抽样的方法假设任何未知的待估像素的前、背景颜色值均可直接由用户提供的

近邻像素来估计.贝叶斯方法(Bayesian matting)[2]是该类方法的典型代表,它利用了图像的颜色统计,沿着已估

前景和背景区域的边界逐个像素地进行分布估计,通过 大化似然获得问题的解.贝叶斯方法及一些较早期的

景物提取方法[3]需要事先在提取目标的边界给出已知前、背景和未知待估区域的精细划分(称为 trimap),在提

取复杂景物时 ,这种要求无疑对用户是一种负担 ,有时甚至无法进行 .信任传播方法(belief propagation,简称

BP)[4]构造了一个迫使前、背景符合局部统计约束的能量 小化问题,用户只需提供稀疏的前、背景指示条带,
利用高代价的信任传播非线性迭代优化过程来估计每个像素的α值.Easy Matting[5]基于待估区域的马尔可夫

随机场建模,通过由粗到精迭代传播求解能量方程,导出了对连续α值的估计,但由于其构造的光滑约束项缺乏

保持边缘细节的能力,因此在稀疏条带不足以充分代表前、背景颜色分布的情况下,必须辅助局部抽样过程来

获得足够的样本再次对结果优化.与之相对照,基于传播的方法并不显式地估计前、背景的颜色值,而是基于前、

背景满足局部光滑性约束和未知像素邻域图像假设为恒定或线性变化的前提下,使得混合参数求解过程中能

够容易地消除前、背景成分,从而可以获得α的闭解.如何让信息在像素之间可靠传播,是该类方法能否成功提取

景物目标的关键,而信息传播的可靠性程度又取决于获取近邻像素相关性的准确度.这种局部结构的刻画在图

像处理和模式识别等领域具有普遍意义.Sun 等人[6]在给定精确的 trimap 划分下假设前、背景颜色分量光滑,
由α的梯度来反映图像的局部变化,从而导出求解α的泊松(Poisson)方程;随机步行(random walk)方法[7]和闭解

(closed-form)方法[8]都是通过 小化二次代价函数来传播用户提供的前、背景约束以完成整幅图像的前景目标

和背景图像的分离.Robust Matting[1]试图结合上述两类技术,通过在抽样阶段选择具有高信任度的样本估计出

一个初始的α值,然后由随机步行 优化一个图标记问题来进一步改进结果.因此,该方法对初始提供的标记样

本有较强的依赖性.如果手工提供的初始前、背景指示条带分布稀疏,则难以保证抽样估计的初始α值是合理

的.Levin 等人[9]对文献[8]中构造的 Laplacian 矩阵的谱进行了进一步分析,提出了谱景物提取方法.文献[10]采
用像素属于前、背景的似然梯度为权重计算每个像素到用户提供的指示条带的加权距离,再由这些距离判断每

个像素隶属于哪个条带的方法,能够快速提取前景目标. 
上述多数提取自然图像景物的方法都直接或间接地与 Laplacian 的构造有关,或 终归结为一个能量 小

化问题.它们的差异主要表现在采用了不同的Laplacian光滑约束项或者结合了不同的优化求解技术.然而,对于

采用不同的Laplacian导致不同的求解结果,以及应该构造怎样的Laplacian才能获得理想的结果等问题,至今仍

然缺乏理论分析. 
针对上述问题,本文将用户提供部分前、背景指示约束下提取图像目标景物的问题纳入到一类半监督直推

式学习框架之中.首次提出按相似性权值计算次数对 Laplacian 构造方式进行分类的思想,将目前的局部学习技
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术[11−16]所采用的几种邻域相关性描述方式进行系统化;另外,基于任何一对相邻像素在不同邻域所贡献的相似

性程度也不同的直观认识,提出了一种新的、包含多次相似性权值计算的 Laplacian 构造方法;进一步将上述所

构造的 Laplacian 与抽样技术相结合,提出一种迭代求精的景物提取求解方法. 

1   二次目标函数及其 Laplacian 正则化矩阵的构造和分类 

给定一个点集 X={x1,x2,…,xl,xl+1,…,xn}⊂Rd 和一个标号集 Y={1,2,...,c},前 l 个点 xi(i≤l)标记为 yi∈Y,而剩下

的点 xu(l+1≤u≤n)是未标记的点,考虑一类半监督分类方法,它们可以表示成如下的二次优化问题[16]: 

 1 ( ) ( )
2

T TJ = + − −f Lf f y E f y  (2) 

这里,y=[y1,…,yl,0,…,0]T∈Rn,L∈Rn×n是由点集构造的正则化矩阵,求解目标 f=[f1,f2,…,fn]T∈Rn的意义依问题而定:
对于分类和图像分割,f 是指类别标号;而对于景物提取问题,f 是指α值,等等.E∈Rn×n 是对角矩阵,其对角元素的

选取,依据希望对求解结果实行怎样的约束而定. 
半监督学习问题的关键是基于先验一致性假设:即相邻点 可能有相同的标号;在同样结构上(流形或聚

类)的两个数据点更可能有相同的标号.各种半监督学习算法的主要差异主要体现在实现先验一致性假设的方

式有所不同.针对半监督二次优化问题(2),如何构造正则化矩阵 L 是问题的关键.下面我们按照在构造 L 时任一

邻点对的相似性权值计算次数,将 Laplacian 矩阵划分为 3 种类型. 
定义 1. 任一邻点对相似性权值计算一次、两次和多次所构造的 Laplacian 分别称为单相关性 Laplacian、

重相关性 Laplacian 和多相关性 Laplacian. 
图 1 示意性地比较了上述 3 种构造的 Laplacian 在描述两个相邻点之间相似性时的差异.网格上的点表示

图的顶点,i 和 j 表示一对相邻点,当邻点对(i,j)出现在以某个点为中心的邻域而需要重新计算它们的权值时,以
粗线框表示该邻域窗口(窗口大小为 3×3).这里用 wij(k)表示以 k 为中心的邻域窗口中邻点对(i,j)的相似性权值. 

 
 
 
 
 

(a) wij(i)=wij(j)             (b) wij(i)≠wij(j)            (c) wij(k)≠wij(l) 

Fig.1  Geometry computations of local neighborhood vary with Laplacian construction methods 
图 1  不同的 Laplacian 构造方法对应不同的局部邻域几何计算 

单相关性 Laplacian 对应图 1(a)的表示,无论以 i 还是以 j 为中心的邻域,wij 只需计算一次,即 wij(i)=wij(j).
典型的单相关性 Laplacian 构造方式是图 Laplacian[12,13],定义为 L=D−W.其邻点对的相似性权重是由具有对称

性的高斯核函数来计算的. 
重相关性 Laplacian 对应图 1(b)的表示,当以 i 或 j 为中心的邻域重构权重时,wij 计算两次,并且通常

wij(i)≠wij(j).文献[11,14,15]构造了这样的重相关性 Laplacian:L=(I−W)T(I−W),其权重矩阵是通过以每个数据点

为中心的局部邻域线性重构得到的. 
多相关性 Laplacian 对应图 1(c)的表示,只要相邻顶点对(i,j)出现在任何以 k 为中心的邻域中就包含了一次

wij 的计算,并且对于 k≠l,一般有 wij(k)≠wij(l).文献[8]构造的 Matting Laplacian 是多相关性 Laplacian 的一个例子,
具体构造方法参见文献[8]. 

命题 1. 多相关性 Laplacian 比单相关性 Laplacian 和重相关性 Laplacian 能够更有效地约束类别成分的 
传播. 

证明:根据先验一致性假设,数据点 j向邻点 i 传播类别信息的数量取决于它们之间的相似性程度.假设任一

数据点 j 的类别信息 hj 进一步细分为若干成分,并由这些成分加权求和来表示 hj=tj1h1+tj2h2+…+tjKhK,系数 tjK 是

i j i ji j
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指类别信息成分 hk 在 hj 中所占的比例.逐个成分地按照相似性关系考虑数据点 j 向数据点 i 传播类别信息,那么

数据点 i 从数据点 j 获得的类别信息可以表示为按成分相似性程度的加权组合形式,即 
* 1 1 2 2

1 2 ... K K
i ij j ij j ij jKh w t h w t h w t h= + + +  

k
ijw 表示(i,j)数据点对在成分分量 hk 上的相似性权.不失一般性,进一步假设在以 k(k≠j)为中心的邻域中,认 

为某个标号成分 hk 占主导,hk>>hl(l=1,…,K,l≠k),则数据点对(i,j)在分量 hk 上的相似性权重可以近似地用点对 

(i,j)落在以 k 为中心的邻域中的相似性权重 wij(k)来代替,即 ( )k
ij ijw w k≈ ,因此, 

* 1 2
1 2(1) (2) ... ( ) K

i ij j ij j ij jKh w t h w t h w K t h≈ + + + . 

这就意味着类别成分依据相邻点对在不同邻域相似性权值的比例来传播.那么,3 种 Laplacian 构造方法约

束类别信息的传播分别具有如下特点: 
对于单相关性 Laplacian,因为点对(i,j)之间的相似性权值只有一个,它代表了所有成分的相似性关系,因此, 

向点 i 传播的类别信息为 * 1 2
1 2( ... )K

i ij j j jKh w t h t h t h= + + + ,对各类别成分的贡献未作任何区分.约束信息传播的 

方式相当于各向同性均匀扩散,不具有局部保持性; 
对于重相关性 Laplacian,因为点对(i,j)之间的相似性权值有两个,并且通常 wij(i)≠wij(j),因此,向点 i 传播的类 

别信息为 * 1 2
1 2(1) (2) ... ( ) K

i ij j ij j ij jKh w t h w t h w K t h= + + + ,但wij(⋅)=wij(i)或wij(⋅)=wij(j).即只粗略地区分各类别成分的 

贡献; 
对于多相关性 Laplacian,因为点对(i,j)之间的相似性权值有多个,并且通常它们互不相同,因此,向点 i 传播 

的类别信息为 * 1 2
1 2(1) (2) ... ( ) K

i ij j ij j ij jKh w t h w t h w K t h= + + + ,对任意 l≠k,wij(l)≠wij(k).这就意味着该构造方法能够更

精细地区分所有标号成分的贡献,并能更好地在相邻点间依据它们的不同局部相关性来传播类别成分. □ 
显然,只有当在以 j 为中心的邻域中某个成分占绝对优势时,上述 3 种情形才基本相当. 

2   基于局部学习的景物提取方法 

在用户提供部分前、背景标记指示下进行自然图像景物提取的过程,实质上属于半监督学习问题.在下面

的讨论中,上节中的数据点集即指图像像素.根据第 1 节的分析,需要构造符合图 1(c)特点的多相关性 Laplacian.
为此,我们建立局部线性学习模型来直接重构图 1(c)中的那些权重.一旦 Laplacian 构造完成,结合用户提供的部

分前、背景指示约束,景物提取问题 终变成如公式(2)所示的二次优化求解问题.对照公式(2),本文从景物提取

的局部学习一般模型出发,分别介绍多相关性 Laplacian 正则化项构造方法和数据拟合约束项的构造方法. 

2.1   景物提取的局部学习统一模型 

为了求解一幅图像 C 的前景 F 和背景 B 的混合参数α,假设可以建立一个局部学习模型来预测.定义如下

二次目标函数: 

 2

1
( )

j

n

s i ij
j i N

J oα
= ∈

= −∑ ∑  (3) 

其中,oij 表示第 i 个像素在以 j 为中心的邻域 Nj 中通过某个局部学习模型预测的α输出值,本文取 3×3 的邻域窗

口,n 指图像的像素数.改写公式(3)为如下矩阵形式: 

 2|| ||s m m
m

J = −∑ oα  (4) 

这里, 1 2 | |[ ... ]
m

T
m m m N mo o o=o , ( ) ( ) ( )

1 2 | |[ ... ]
m

m m m T
m Nα α α=α 是第 m 个窗口中像素的α构成的向量,|Nm|是指第 m 个小窗

口的像素数,m 是图像中邻域窗口的索引. 

2.2   多相关性Laplacian正则化项构造方法 

假设任一像素的混合参数α都可以通过其邻域像素的α值的线性加权组合来预测.即有如下局部线性模型: 
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 ( ) ( ),
m

m m
m im ij j

j N
i N o w α

∈

∀ ∈ = ∑  (5) 

其矩阵形式为 ( ) ( )( )m T m
im i io − −= w α ,其中, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,1 , 1 , 1 ,| |( ) [ ,..., , ,..., ]

m

m T m m m m
i i i i i i i Nw w w w− − +=w , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 | |( ) [ ,..., , ,..., ]
m

m T m m m m
i i i Nα α α α− − +=α . 

而模型参数 ( )m
ijw 通过解如下优化问题获得: 

 
( )

( ) 2min || ||
m

ij m

m
i ij j

w j N
w

∈

− ∑C C  (6) 

其中, ( )m
ijw 满足约束条件 ( ) 1

m

m
ij

j N
w

∈

=∑ , ( ), 0m
m ijj N w∀ ∉ = . 

为求解公式(6),对每个像素点 Ci 引入局部 Gram 矩阵 ( )m
iM , ( ) ( ) ( )( ) ( )m T m T T m

i i i i i= − −1 1M C C C C ,其中,1 是|Nm|

维的全 1 向量, ( )m
iC 是 d×|Nm|矩阵,每列由邻域 Nm 中的像素点构成,对于彩色图像,d=3.因此,公式(6)中的 ( )m

ijw 有 

如下闭解形式: 

 
( ) 1

( )
( ) 1

( )
( )

m
m i
i T m

i

−

− −=
1

1 1
Mw
M

 (7) 

一旦获得 ( )m
ijw ,将其代入公式(5),进而公式(4)的具体形式如下: 

 

2( ) ( ) ( )
1 1 1
( ) ( ) ( )
2 2 22 ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )
| | | | | |

( )

( )
( ) || || || || ( ) ( )

( )
m m m

m m T m

m m T m
m T m T m

s m m m m m m
m m m m

m m T m
N N N

J

α

α

α

− −

− −

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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这里,I 是单位矩阵,W(m)是|Nm|×|Nm|矩阵,第 i 行由 ( )( )m T
i−w 构成,对角元素为 0.定义 Lm=(I−W(m))T(I−W(m)),其第(i,j)

个矩阵元素为 ( ) ( ) ( ) ( )m m m m
ij ij ji ki kj

k
W W W Wδ − − + ∑ ,其中,δij 当 i=j 时为 1,否则为 0.因此公式(8) 终写成 

 Js(α)=αTLα (9) 
其中,L 是 n×n 矩阵,由公式(8)可知,其 i 行 j 列元素为 

 ( ) ( ) ( ) ( )

|( , ) m

m m m m
ij ij ji ki kj

m i j N k
W W W Wδ

∈

⎛ ⎞
− − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (10) 

2.3   数据拟合约束项定义及对应的景物提取求解方法 

下面给出的两种数据约束项构造,分别对应了两种求解α的方法: 
直接求解方法(LLN-d).数据约束项的一种直接定义方式就是要求满足用户初始所提供的部分前、背景指

示约束.即对标记为前景的像素,置其α=1;对标记为背景的像素,置其α=0. 
结合正则化项公式(9),则基于局部线性学习的景物提取直接解法就是求解如下能量 小化问题: 

 J(α)=αTLα+(α−y)TE(α−y) (11) 
其中,y∈Rn,对角矩阵 E∈Rn×n.对已标记为前景和背景的像素,向量 y 的对应元素取其初始α值,其余元素全置为 0;
对应 E 的对角元素取常数λ1,其余对角元素全置为 0.因此,公式(11)的求解相当于直接解一个线性系统: 
 (L+E)α=Ey (12) 

迭代求解方法(LLN-i).数据拟合约束项的另一种定义方式为像素颜色观测值与其预测值的差. 
将图像像素划分为完全前景标记部分VF,完全背景标记部分VB和未知标记部分VU,并记VK=VF∪VB.利用文

献[1,5]的抽样技术,像素预测值由 VF 和 VB 中的像素样本结合图像合成基本方程(1)得到.即,对于任意未知像素

p,沿着前景区域和背景区域的边界分别选出 N 个与像素 p 接近(按颜色值的欧氏度量)的前、背景像素.每一

对前、背景样本构成了像素 p 颜色值的估计,因此,数据拟合项可以如下定义: 
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1 || (1 ) ||
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α α σ
∈ = =

⎛ ⎞
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这里, i
pF 是指 VF 中的前景样本颜色值, j

pB 是指 VB 中的背景样本颜色值,Cp 是像素 p 的实际颜色值. 2
pσ 是 Cp 与

(1 )i j
p p p p pα α− − −C F B (i,j∈{1,2,…,N})距离的方差.本文取 N=5,αp 初值取为 0.5. 

将公式(9)中的 L 按已知标记像素部分 VK 和未知标记像素部分 VU 进行对应分解,则公式(9)写成 

 ( ) 2K KT T T T T T
s U K U K K K U K U U UT

U U

J
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= = + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L R
L R L

R L
α

α α α α α α α α α
α

 (14) 

其中,αU 表示需要我们求解的未知标记像素α值构成的向量,αK 是一个由 1 和 0 构成的二值向量,对应 VF 和 VB

中像素的α值.实际上,αK 给出了求解α需要满足的边界条件. 

令 i i
p p p= −x C F , j j

p p p= −y C B ,i,j=1,2,…,N,p=1,2,…,|VU|.将公式(13)写成矩阵形式: 

 2
1 2 1( ) ( ) ( ) ( )T T T

d U U U U U U UJ
N N N

= + − + − −1 1 1P S Tα α α α α α α  (15) 

其中, 
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1 是全 1 向量. 
由正则化项公式(14)和数据拟合约束项公式(15)得到能量方程: 

 J(αU)=Js(αU)+λ2Jd(αU) (16) 

其中,参数λ2动态设定,以强调数据项或光滑项的作用.本文取
3( )

2 e t θλ −= ,其中,t是迭代步数,θ设置为 初的几个 

迭代步应让光滑项的权重尽量大,使得除边缘外的大部分区域尽量光滑,其后的迭代应让数据拟合项占主导作

用,以便得到更清晰的边缘,典型地取θ为 6.4. 
对公式(16)关于αU 求导,导致求解如下线性系统问题: 

 2 22 2
1 1 2 1 1 T

U U KN N N N N
λ λ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
1 1L P T S T S Rα α  (17) 

按上述方法构造能量方程公式(16),进而由公式(17)求解未知标记部分的αU 完成一次迭代计算.因此,完整

的迭代解法求解步骤为: 
a) 按上述方法构造公式(13)和公式(14),再由公式(17)求解; 
b) 由公式(17)求得αU 后,将其中αp≥0.99 的像素 p 划归到 VF 中,并标记像素 p 为前景;αp≤0.01 的像素 p 划

归到 VB 中,并标记像素 p 为背景; 
c) 反复执行步骤 a)和步骤 b),直至不再有像素被划入 VF 和 VB 中为止. 
迭代过程实现由粗到精地逐步求取α值.同时,按照文献[4]的方法,可以从 VF 和 VB 中选择一对样本作为 VU

中的像素 q 的前、背景成分的估计,该对前、背景样本使得如下拟合误差 小: 

 
,

( , ) arg min || (1 ) ||
i j
q q

i j
q q q q q q qα α= − − −

F B
F B C F B  (18) 

3   相关 Laplacian 方法在景物提取中的推广应用 

直接求解方法一次性求解α,结果不便再次优化;而迭代传播求解结合抽样技术逐步求精获得α的解.更有
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意义的是,利用上述迭代技术可以推广和改进一类只具有单相关性和重相关性的 Laplacian 应用于景物提取任

务中.按照 3 种 Laplacian 构造方式,相关的景物提取技术归纳为: 
1) 单相关性 Laplacian 的方法.Random walk 方法[7]使用高斯核、Global Easy 方法[5]利用 1/||Ci−Cj||来计算

任何一对相邻点(i,j)的权值.由第 1 节可知,由于这种 Laplacian 构造方式导致相邻像素标记信息按等权重传播,
无法依据当前局部几何变化进一步区分标记信息的成分比例,因此在必要的光滑化前景区域和背景区域时,却
导致景物目标的边缘无法保持而模糊. 

利用 Global Easy 方法中构造的光滑项 Laplacian,结合公式(12)求解,给出一个与 Global Easy 迭代方法对应

的直接求解方法,记该方法为 Easy-d.反过来,对于 Random walk 方法中构造的 Laplacian 采用迭代传播求解进行

推广,记该推广方法为 LL1-i. 
2) 重相关性 Laplacian 的方法.构造如式 L=(I−W)T(I−W)的重相关性 Laplacian 已成功应用于图像分割[14],

但对景物提取的应用未见报道.这里,我们将其按照直接解法和迭代解法推广应用于景物提取,推广方法分别记

为 LL2-d 和 LL2-i.由第 1 节可知,任何一对相邻点的相似性权值计算,依据它们各自为中心的局部邻域结构的不

同而不同.直觉上,该类方法的景物提取效果必定优于单相关性 Laplacian 的方法. 
3) 多相关性 Laplacian 的方法.Closed-form[8],本文的 LLN-d 和 LLN-i 均属于此类方法.由第 1 节可知,该类

方法在构造 Laplacian 时,任何一对相邻点的相似性权值计算会随着周围任何局部邻域(只要它们落入该邻域)
几何结构的变化而变化,因此,它们能够约束标记成分以更精细的方式传播,在光滑前景和背景区域时能够很好

地保持边缘等细节.当然,同样可以将文献[8]中构造的 Laplacian 结合迭代方法来求解(记为 Closed-i). 
上述各种景物提取的 Laplacian 方法按其构造方式、求解方法和所包含的邻点对相似性权值计算次数进行

分类,见表 1.每列的方法都是采用同一个 Laplacian 矩阵 L,区别只是求解方法不同而已. 

Table 1  Classification of matting methods based on Laplacian 
表 1  各种景物提取 Laplacian 方法分类汇总表 

Laplacian classification  
Single-Correlation Laplacian Double-Correlation Laplacian Multi-Correlation Laplacian

Direct solver Easy-d Random walk[7] LL2-d Closed-Form[8] LLN-d
Iterative solver Global Easy[5] LL1-i LL2-i Closed-i LLN-i

#weights for each pair of
adjacent points 1 2 >2 

4   结果分析与比较 

所提方法及与相关方法在自然图像中提取景物目标的效果比较,都是基于用户提供的同一个稀疏前、背景

条带约束下获得的. 
首先,给出各种典型方法提取前景目标的例子.由图 2 可见,本文的迭代解法(如图 2(j)所示)在这个例子上获

得了 好的结果.Bayesian 方法由于缺乏先验似然 P(α)的光滑性约束(文献[2]省略该项)导致大块区域不能光

滑. Poisson 方法利用图像灰度梯度场作为α梯度的估计,导致不具有边缘保持的光滑扩散,同时又缺乏数据拟合

约束项,因此,Poisson 方法只有在用户提供精细的 trimap 划分下方能奏效.Geodesic matting 方法(如图 2(f)所示)
容易留下前后两次前、背景分布估计的痕迹.Global Easy 方法与 Random walk 方法一样也是构造单相关性

Laplacian,因采用迭代优化求解技术而获得了更好的结果(如图 2(c)所示). 
其次,同类方法比较以及推广单相关性 Laplacian 和重相关性 Laplacian 方法求解α的实验验证.考察表 1 中

的景物提取方法在图 3(a)中提取小狗的例子.对于单相关性 Laplacian 方法(如图 3(b)~图 3(e)所示),Easy-d 与

Random walk 均无法获得理想的结果.而相应的 Global Easy 与 LL1-i 方法由于选择迭代求解,使得结果获得极

大改善.重相关性 Laplacian 方法(如图 3(f)、图 3(g)所示)显然比单相关性 Laplacian 方法的景物提取结果更优.
虽然 LL2-d 在边缘细节处存在一些模糊,但迭代解法 LL2-i 的结果是令人满意的.对于多相关性 Laplacian 方法,
由于其 Laplacian 正则化项构造充分考虑了局部邻域几何结构的变化,因此,本文方法与文献[8]的闭解方法一

样,均能获得理想的景物提取结果(如图 3(h)~图 3(k)所示).尽管 Robustmatting 将景物提取问题转化为一个随机
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步行优化图标记问题,但使用与文献[8]完全相同的 Laplacian,因此从信息传播角度,这个优化策略与闭解方法

没有本质上的差异,结果如图 3(l)所示. 
值得注意的是,3 类 Laplacian 的一次迭代求解的结果如图 3(m)~图 3(o)所示,相当于对应的直接求解结果

(Global Easy 一次迭代的结果与图 3(b)相似).换句话说,迭代解法可以看成是对直接解法结果的不断求精过程. 

     
(a) Scribbles         (b) Bayesian[2]          (c) Global Easy[5]      (d) Global Poisson[6]      (e) Random walk[7] 

     
(f) Geodesic matting[10]     (g) Robustmatting[1]      (h) Closed-Form[8]          (i) LLN-d              (j) LLN-i 

Fig.2  Extracted α mattes by some representative methods 
图 2  几个典型方法获得的景物提取混合参数α的例子 

     
(a) Scribbles           (b) Easy-d           (c) Global Easy[5]       (d) Random walk[7]        (e) LL1-i 

     
(f) LL2-d            (g) LL2-i            (h) Closed-Form[8]         (i) LLN-d              (j) LLN-i 

     
(k) Closed-i         (l) Robustmatting[1]       (m) LL1-i(1)           (n) LL2-i(2)           (o) LLN-i(1) 

Fig.3  Extracted α mattes by three types of Laplacian with direct and iterative solvers 
图 3  3 种 Laplacian 对应的直接和迭代求解α的例子 

再借助文献[1]提供的景物提取基准测试图 ,如图 4 所示 ,从左至右编号为 T1~T8(http://juew.org/data/ 
data.htm),进一步给出上述同类方法的误差平方和(SSE)性能比较结果.对于大图像,我们利用文献[8]的计算方

法:通过下采样图像来减小线性系统公式(12)和公式(17)的规模,求解一个低分辨率图像的α值,然后通过内插由

粗到精地恢复原始图像α值.8 幅图像及每幅图像由上述除 Easy-d 外的 10 种方法获得α值后计算 SSE(sum of 
squares errors),如图 5 所示,同时,图 6 给出了 T5 的结果图像. 
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Fig.4  Test images with scribbles and their α ground-truth mattes 
图 4  测试图像及对应的α基准图像 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  A SSE comparsion of α mattes produced by the same type of matting methods 
图 5  同类方法求解α的 SSE 结果比较 

     
(a) Global Easy[5]      (b) Random walk[7]        (c) LL1-i              (d) LL2-d            (e) LL2-i 

      
(f) Robustmatting[1]      (g) Closed-Form[8]       (h) Closed-i           (i) LLN-d            (j) LLN-i 

Fig.6  α mattes extracted by the algorithms with different Laplacians for T5 
图 6  各种 Laplacian 方法求解 T5 的α结果 

可见,多相关性 Laplacian 的方法几乎在所有图像上均获得满意的结果.Closed-form 和 LLN-d 在 T1~T6 这 6
幅图像结果相当,在 T7 和 T8 上 LLN-d 有更好的表现,并且均优于 Robustmatting.意味着 LLN-d 在细节丰富、

前、背景易混淆的图像中适应局部结构变化的能力具有相对优势.Robustmatting 在提供精细的 Trimap 划分的

情况下能够获得精确的景物提取结果[1],但当前景和背景部分标记稀疏时,由于很难通过抽样技术获得理想的

初始α估计,导致提取结果的准确度下降.迭代求精方法可以进一步获得更清晰的边缘细节,但同时如图 6(h)~图
6(j)显示的那样,容易使细节变得更尖锐,所提取的景物目标倾向于硬分割的结果.虽然迭代解法 Closed-i 和

LLN-i 在 T3 和 T6 上相对于直接解法 Closed-form 和 LLN-d 的 SSE 指标均有所下降,但对于其他细节变化丰富

的提取目标,迭代解法使细节尖锐化导致 SSE 性能得不到改善,甚至在 T8 上完全失败. 
在 T1~T7 这 7 幅图像上,LL2-d 和 LL2-i 均能获得较好的目标提取结果,迭代解法相对于直接解法在 T4~T6

10000
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上有较大改善.LL1-i 显著优于 Global Easy,并在 T1,T3 和 T4 上极大地改善了其对应直接解法 Random walk 的

结果.然而由于单相关性 Laplacian 的低保细节能力,导致了它们在 T5,T7 和 T8 上的表现很不理想.例如,从图

6(a)~图 6(c)中 T5 的结果可知,Global Easy 和 LL1-i 在迭代过程中,一方面没有光滑大块背景区域,另一方面也丧

失了许多细节.这些问题可以通过增加指示条带的密度和利用文献[5]的局部多次交互来对结果求精的办法加

以克服.多次交互的问题超出了本文的讨论范围. 
后,由上述各种方法获得α后,可以通过公式(18)估计前景成分 F 和背景成分 B,利用图像合成方程(1)就可

以将上述获得的景物目标与任意背景图像合成得到新图像,图 7 给出了本文方法及一些推广方法的合成结果. 
 
 
 
 
 

(a) LLN-d             (b) LLN-i                (c) LL2-d               (d) LL2-i             (e) LL1-i 

Fig.7  Some composition examples 
图 7  合成新图像的例子 

5   结  论 

本文在半监督学习框架下,依据任意一对相邻点出现在不同的邻域中时是否重新计算它们的相似性权值,
将正则化 Laplacian 的构造划分为 3 种类型,并从理论上证明了多次计算不同相似性权值的 Laplacian 构造方式

能够更“忠实”和准确地反映数据点的局部几何结构.此外,根据这一理论,本文还提出了一种新的基于局部学习

的Laplacian构造方法,同时推广了一大类一次和两次计算相似性权值的Laplacian应用于景物提取任务中.理论

分析和实验结果获得了一致的结论,即要获得理想的景物目标,则应构造具有多次相似性权值计算的 Laplacian.
本文所述的这类方法主要着眼于图像局部几何的刻画而忽视了图像颜色值的统计分布,尽管文中的迭代传播

求解方法利用了统计抽样技术,但在大多数情形下,对于包含多次权值计算的Laplacian是不必要的.将来的工作

主要是如何将本文的局部几何方法与全局的统计技术进行更有效的结合,以及其在其他图像编辑任务中的推

广应用. 
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