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Abstract:  Terminological cycles have been a very hard problem in description logics for a long time, and their 
essential problems, i.e. semantics and reasoning problems, have not been solved reasonably. Current research 
progress and the existing problems of terminological cycles in description logics are analyzed in this paper. Based 
on the work of Baader, a new direction in terminological cycles is put forward. Aiming at more expressive 
description logic, the semantics and reasoning mechanism of terminological cycles are studied. The number 
restrictions are added to description logic εL, and the descripion logic εLN is presented. The semantics (fixpoint 
semantics and descriptive semantics) of εLN are given. To meet the requirement of εLN, the description graphs 
(syntax description graph and semantics description graph) are redefined. The satisfiability and subsumption 
reasoning algorithms of terminological cycles in description logic εLN w.r.t. fixpoint semantics are presented with 
simulation between description graphs. It is proved that the satisfiability and subsumption reasoning algorithms of 
terminological cycles in εLN are polynomial. 
Key words:  description logics; εLN; terminological cycle; description graph; simulation; fixpoint semantics 

摘  要: 循环术语集是描述逻辑长期以来的研究难点,其最基本的问题即语义及推理问题没有得到合理的解决.
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分析了描述逻辑循环术语集的研究现状和存在的问题,将 Baader 的工作扩展到新的方向.针对更大的描述逻辑系统

研究了循环术语集的语义及推理机制,即在描述逻辑εL 的基础上添加数量约束构造算子,提出了描述逻辑εLN,给出

了εLN 的语义(包括不动点语义和描述语义).针对εLN 的需要,重新定义了描述图(包括语法描述图和语义描述图).
使用描述图之间的模拟关系给出了不动点语义下εLN 循环术语集的可满足性和包含关系推理算法,并证明了推理

算法是多项式时间复杂的. 
关键词: 描述逻辑;εLN;循环术语集;描述图;模拟关系;不动点语义 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

循环术语集(也称为循环定义)是描述逻辑长期以来的研究难点,其最基本的问题即语义及推理问题没有得

到合理的解决[1,2].甚至在已给出的方法中存在错误,例如,不动点语义是循环术语集的理论基础,经典的描述逻

辑论著《The Description Logic Handbook: Theory, Implementation and Applications》给出了两个有关循环术语

集不动点模型存在的命题(即命题 2.8 和命题 2.9)[3],其中命题 2.8 不包含否定构造算子,命题 2.9 包含否定构造

算子,这两个命题是循环术语集非常基本的重要定理,我们已经证明命题 2.9 是错误的. 
由于描述逻辑循环术语集的语义及推理问题没有得到合理的解决,因此在目前已实现的描述逻辑推理系

统中都给出了强制规定:描述逻辑知识库的 TBox 中不允许出现循环定义.但循环定义可以大大扩充描述逻辑

的表达能力,而且在许多实际应用中(如医学本体、语义数据模型),循环定义是不可避免的[4−6].例如,二叉树必须

如下定义:Binary-tree≡Tree⊓(≥2 branch)⊓(≤2 branch)⊓∀branch.Binary-tree.另外,循环定义还能够方便用户建

立描述逻辑知识库,并使所表示的知识或公理符合人们的直觉,如果没有循环定义,则只能用非循环定义来描述

相应的循环定义,这样会使知识库变得非常复杂,用户也很难理解[6,7].因此,无论从理论上还是从实际应用上讲,
研究描述逻辑循环定义都相当有意义. 

给定一个带循环定义的 TBox,主要有 3 个问题需要解决:(1) 它是否有模型;(2) 如何构造一个(或一类)模
型;(3) 如何给出判断两个被定义概念 A,B 之间包含关系的推理算法.目前,关于(1)的最好结果是:如果 TBox 的

定义式中不包含否定构造算子,则 TBox 有不动点模型.如何将此结果推广到包含否定构造算子的情形,仍然是

一个未解决的问题.对于(2)和(3),目前只针对一些很小的不带否定构造算子的描述逻辑系统.Nebel 利用自动机

给出了 TL 循环术语集的可满足性和包含推理算法,其中 TL 只包含两个构造算子:交和全称量词,但在描述语义

下,Nebel 的工作是针对有限解释的[6].针对无限解释,Baader 也利用自动机给出了 FL0 循环术语集的可满足性和

包含推理算法,其中 FL0 也只包含两个构造算子:交和全称量词[4].Kusters 使用自动机给出了 FLN 循环术语集的

可满足性和包含推理算法 ,其中 ,FLN 只包含 4 个构造算子:交、全称量词、最大数量约束和最小数量约 
束[5].Baader 使用描述图及描述图之间的模拟关系给出了εL 循环术语集的可满足性和包含推理算法,其中,εL 只

包含两个构造算子:交和存在量词[8,9].可以看出,描述逻辑 TL,FL0 和εL 都是很小的系统,并且都不带否定构造算

子,这说明描述逻辑循环定义理论框架研究的困难. 
本文将对描述逻辑循环定义作进一步研究,在更大的描述逻辑系统中研究循环术语集的语义及推理机制,

即在描述逻辑εL[8]的基础上添加数量约束构造算子[10,11],得到的描述逻辑称为εLN,给出εLN 的语法和语义.针
对εLN 的需要,重新定义描述图.使用描述图之间的模拟关系给出不动点语义下εLN 循环术语集的可满足性和

包含推理算法,并证明推理算法是多项式时间复杂的.显然,本文的工作是εL[8]不动点语义下的扩充. 

1   εLN 循环术语集 

描述逻辑εLN 是εL[8]的扩充,增加了最大和最小数量约束构造算子,即εLN 的概念可以如下定义: 
C,D→⊤| A| C⊓D| ∃R.C| ≥k R| ≤k R,其中 A 表示原子概念,C,D 表示概念,R 表示关系名,k∈N. 
下面用 NC 表示εLN 的所有概念名的集合,NR 表示εLN 的所有关系名的集合. 
εLN 的语义将概念解释为一定论域的子集,关系是该论域上的二元关系.形式上,一个解释 I=(ΔI,·I)由解释

论域ΔI 和解释函数·I 所构成,其中解释函数把每个原子概念 A∈NC 映射到ΔI 的子集,而把每个关系 R∈NR 映射
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到ΔI×ΔI 的子集.即εLN 的语义解释如下: 
• AI⊆ΔI; 
• RI⊆ΔI×ΔI; 
• ⊤I=ΔI; 
• (C⊓D)I=CI∩DI; 
• (∃R.C)I={x∈ΔI| ∃y∈ΔI,(x,y)∈RI∧y∈CI}; 
• (≥k R)I={x∈ΔI| |{y |(x,y)∈RI}|≥k}; 
• (≤k R)I={x∈ΔI| |{y |(x,y)∈RI}|≤k}. 
εLN 的 TBox 是有限个形如 A≡D 的概念定义的集合,其中 A 是一个概念名,D 是一个概念描述.在 TBox 中

不允许概念的重复定义,即不允许出现下列情形:对于概念名 A,存在两个不相同的概念描述 D1 和 D2,使得 A≡D1

和 A≡D2.如果概念出现在概念定义的左边,则称为被定义概念,否则称为原始概念.并且约定对 TBox 中任意出现

的数量约束中的关系集合与存在约束中的关系集合的交集为空集. 
解释 I=(ΔI,·I)满足概念定义 A≡D,当且仅当 AI=DI.如果解释 I 满足 TBox T 中的所有概念定义,即对任意的

概念定义 A≡D∈T,AI=DI,则称 I 是 TBox T 的一个模型.如果 TBox T 存在一个模型,则称 TBox T 是可满足的. 
上述定义的语义就是 Nebel 提出的描述语义[6].Nebel 已证明:在没有循环定义的描述逻辑中,给定所有原始

概念的解释后能够得到唯一一个模型,但在循环定义中可能存在多个模型[6]. 
在描述逻辑循环定义中,Nebel 已证明描述语义不能客观地刻画循环定义的语义,为此,Nebel 引入了循环定

义的不动点语义,包括最大不动点语义和最小不动点语义[6]. 
给定关系 R∈NR, ∪ n≥1Rn 称为 R 的传递闭包,其中 Rn+1=R◦Rn,◦表示二元关系的合成运算. 

如果 TBox 中存在一个被定义概念,该概念直接或间接地出现在它的概念定义中,则称 TBox 是循环的,或
TBox 存在循环定义(循环术语集).形式上说,假设 A 是被定义概念,B 是概念,A 的概念定义是 A≡C,其中 C 是一

个概念描述,如果 B 在 C 中出现,则称 A 直接使用 B.将关系“直接使用”的传递闭包称为“使用”.如果 TBox 中存

在一个被定义概念 A,A 使用 A,则称 TBox 是循环的,或 TBox 存在循环定义(循环术语集). 
例 1:TBox T: Human≡Mammal⊓(≥2 parents)⊓(≤2 parents)⊓∃parents.Human.该 TBox T 中,Human 是被定义

概念,并且 Human 使用 Human(因为 Human 在定义式的右边也出现),从而该 TBox T 是循环的. 
给定描述逻辑εLN 的 TBox T,T 中所有出现的关系名记为 Nrole,所有出现的原始概念记为 Nprim,所有出现的

被定义概念记为 Ndef,并且令 Nrole={R1,…,Rm},Nprim={P1,…,Pn},Ndef={A1,…,Ak},则 T 的一个原始解释 J=(ΔJ,·J),
其中对任意 Ri∈Nrole,Pi∈Nprim,Ri

J⊆ΔJ×ΔJ,Pi
J⊆ΔJ.也就是说,原始解释不对 Ndef 中的被定义概念 Ai 进行语义解

释 .TBox T 的一个解释 I=(Δ I,· I)是原始解释 J=(ΔJ,·J)的扩充 ,当且仅当Δ I=ΔJ,P1
I=P1

J,…,Pn
I=Pn

J,以及

R1
I=R1

J,…,Rm
I=Rm

J.此时也称 I 是基于 J 的解释.给定原始解释 J,基于 J 的解释 I,由元组(A1
I,…,Ak

I)唯一确定,其
中 Ai∈Ndef.给定原始解释 J,定义集合 Int(J)={I| I 是基于 J 的解释}. 

与描述逻辑 ALCN 循环定义[3]类似,可以如下为 Int(J)上的解释定义偏序关系≾ J:若 I1,I2∈Int(J),则 I1≾ JI2,
当且仅当 1 2I I

i iA A⊆ ,1≤i≤k. 

由于εLN 是 ALCN 的子系统,所以由 Baader 的结果[3]可知:〈Int(J),≾ J〉是一个完备格,即 Int(J)的任何子集都

有一个最小上界和最大下界.由 Tarski 不动点定理[12]可知:若存在单调函数 O:Int(J)→Int(J),使得当 I1≾ JI2 时有

O(I1)≾ JO(I2),则 O 存在不动点,即存在解释 I∈Int(J),使得 O(I)=I,并且 O 存在最小不动点和最大不动点. 
与描述逻辑 ALCN 循环定义[3]类似,给定εLN 的 TBox T={A1≡D1,…,Ak≡Dk},以及原始解释 J,可以如下为

Int(J)定义单调函数 OT,J:Int(J)→Int(J),OT,J(I1)=I2,当且仅当 2 1I I
i iA D= ,1≤i≤k.从而函数 OT,J 存在最小不动点和最 

大不动点.又由 Baader 的结果[3]可知,如果 I 是基于原始解释 J 的解释,则 I 是函数 OT,J 的不动点,当且仅当 I 是
TBox T 的模型.因此,可如下定义εLN 的不动点语义: 

定义 1. 给定εLN 的 TBox T,T 的模型 I 称为最大不动点模型(最小不动点模型),当且仅当存在一个原始解

释 J,I∈Int(J),并且 I 是函数 OT,J的最大不动点(最小不动点).由于 TBox T 的模型可能有多个,最大不动点语义(最
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小不动点语义)仅仅接受最大不动点模型(最小不动点模型)作为 T 的模型.下面将最大不动点模型(最小不动点

模型)称为 gfp-模型(lfp-模型). 
说明:I 是函数 OT,J 的最大不动点,当且仅当 OT,J(I)=I,并且对任意 I′,如果 OT,J(I′)=I′,则有 I′≾ JI. I 是函数 OT,J

的最小不动点,当且仅当 OT,J(I)=I,并且对任意 I′,如果 OT,J(I′)=I′,则有 I≾ JI′. 
定义 2. 给定εLN 的 TBox T,A,B 是 T 中的被定义概念,则: 
• 在最大不动点语义下,B 包含 A(记为 A⊑gfp,TB),当且仅当对 T 的任意 gfp-模型 I,有 AI⊆BI. 
• 在最小不动点语义下,B 包含 A(记为 A⊑lfp,TB),当且仅当对 T 的任意 lfp-模型 I,有 AI⊆BI. 
• 在描述语义下,B 包含 A(记为 A⊑TB),当且仅当对 T 的任意模型 I,有 AI⊆BI. 
由不动点理论 [12]可知 ,如果函数不仅单调 ,而且向下连续 (downward continuous)或向上连续 (upward 

continuous),则最大或最小不动点可以通过ω-迭代来获得.否则,仍然可以通过迭代来获得最大或最小不动点,只
是迭代过程需要比ω更大的序数,其中ω表示第 1 个无限序数,即非负整数的序类型[13]. 

说明:(1) 向上连续:给定一个基于原始解释 J 的递增解释链 chain:I0≾ JI1≾ JI2≾ J…,由≾ J 的定义可知,解释

链 chain 的上确界(lub)是一个基于 J 的解释 I,满足 0
jII

i j iA A≥= ∪ ,其中 1≤i≤k,则函数 O:Int(J)→Int(J)是向上连续 

的,当且仅当 O(lub({Ij| j≥0}))=lub({O(Ij)| j≥0}). 
(2) 向下连续:给定一个基于原始解释 J 的递减解释链 chain:I0≿ JI1≿ JI2≿ J…,同理可得解释链 chain 的下

确界(glb)是一个基于 J 的解释 I,满足 jI
ij

I
i AA 0≥= ∩ ,其中 1≤i≤k,则函数 O:Int(J)→Int(J)是向下连续的,当且仅当

O(glb({Ij| j≥0}))=glb({O(Ij)|j≥0}). 
在给出函数 OT,J 最大不动点(最小不动点)的构造方法之前,先给出一个预备定理,该定理是 Baader 的结果

的扩充[9],即将 Baader 的结果推广到描述逻辑εLN 中. 
定理 1. 给定εLN 的 TBox T,J 是一个原始解释,则函数 OT,J 是向上连续的,但不一定是向下连续的. 
证明:有关函数 OT,J 的向下连续性,Baader[9]已证明在描述逻辑εL 中函数 OT,J 不是向下连续的.由于εL 是

εLN 的子系统,从而在描述逻辑εLN 中函数 OT,J 也不是向下连续的. 
下面证明函数 OT,J 是向上连续的. 
假设 I0≾ JI1≾ JI2≾ J…基于 J 的递增解释链,I0,I1,I2,…∈Int(J),I 是它的上确界.T 包含原始概念{P1,…,Pn}、关

系{R1,…,Rm}和被定义概念{A1,…,Ak},并且 Ij=( ,...,,,..., 11
jjj II

n
I RPP jjj I

k
II

m AAR ,...,, 1 ).由于{P1,…,Pn}或{R1,…,Rm}是

原始概念或关系,因而 ...10 == I
i

I
i PP , ...10 == I

i
I
i RR 又因为 I0≾ JI1≾ JI2≾ J…,所以由≾ J 的定义可知 ...10 ⊆⊆ I

i
I
i AA

要证明 OT,J 是向上连续的,只需证明 OT,J(lub({Ij| j≥0}))=lub({OT,J(Ij)| j≥0})即可. 

由于 OT,J(Ij)=Ij+1,所有 lub({OT,J(Ij)| j≥0})=lub({Ij| j≥1})=lub({Ij| j≥0})= 1
0 0

,..., ,j jI I
n

j j
P P

≥ ≥

⎛
⎜
⎝
∪ ∪ ,,...,

0
1

0

jj I
m

j

I

j
RR

≥≥
∪∪  

1
0 0

,...,j jI I
k

j j
A A

≥ ≥

⎞
⎟
⎠

∪ ∪ .又因为 I 是 I0,I1,I2,…的上确界,因而 OT,J(lub({Ij|j≥0}))=OT,J(I)=( ,,...,1
I

n
I PP ,,...,1

I
m

I RR I
k

I AA ,...,1 ).

由于 ...10 == I
i

I
i PP 和 ...10 == I

i
I
i RR ,所以有 jI

i
j

P
0≥
∪ = I

iP , jI
i

j
R

0≥
∪ = I

iR . 

因而下面只需对任意被定义概念 D,证明 DI= jI
j D0≥∪ 即可.下面对概念 D 进行归纳证明: 

如果 D≡P,其中 P 是原始概念,则 DI=PJ= jID ,j≥0,从而有 jI
j D0≥∪ =PJ=DI. 

如果 D≡Ci,其中 Ci 是被定义概念,则 DI=Ci
I,并且对任意的 j≥0, jID = jI

iC .又因为 I 是基于 J 的解释,从而由

归纳假设有 Ci
I= jI

j C0≥∪ ,所以 DI= jI
j C0≥∪ = jI

j D0≥∪ . 

如果 D≡E⊓F,其中 E 和 F 是概念描述,则 DI=(E⊓F)I=EI∩FI.由归纳假设可知,EI= jI
j E0≥∪ 和 FI= jI

j F0≥∪ .

因此 DI=( jI
j E0≥∪ )∩( jI

j F0≥∪ )= )(0
jj II

j FE ∩≥∪ = jI
j D0≥∪ . 

如果 D≡∃R.C,其中 R 是关系 ,C 是概念描述 ,则∃R.C 的语义解释可知 ,DI=(∃R.C)I={x∈Δ I| ∃y∈Δ I,(x, 
y)∈RI∧y∈CI}.由归纳假设可知 ,DI=(∃R.C)I={x∈Δ J| ∃y∈Δ J,(x,y)∈RJ∧y∈ jI

j C0≥∪ }.也就是说 ,x∈DI,当且仅当
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∃y((x,y)∈RJ∧∀j(y∈ jI
j C0≥∪ )).由于 j 没有在 R 中出现,因此有 x∈DI,当且仅当∀j∃y((x,y)∈RJ∧y∈ jI

j C0≥∪ ).又因为

{x∈ΔJ| ∃y∈ΔJ,(x,y)∈RJ∧y∈ jIC }= jID ,所以 DI={x∈ΔJ| ∃y∈ΔJ,(x,y)∈RJ∧y∈ jI
j C0≥∪ }= 0≥j∪ ({x∈ΔJ| ∃y∈ΔJ, 

(x,y)∈RJ∧y∈ jIC })= jI
j D0≥∪ . 

如果 D≡≥k R,其中 R 是关系,则≥k R 的语义解释可知,DI=(≥k R)I={x∈ΔI| |{y|(x,y)∈RI}|≥k}.又因为 I 是基于 J
的解释,所以 DI={x∈ΔJ| |{y|(x,y)∈ jI

j R0≥∪ }|≥k}= 0≥j∪ ({x∈ΔJ| |{y|(x,y)∈ jIR }|≥k})= jI
j D0≥∪ . 

如果 D≡≤k R,其中 R 是关系,则≤k R 的语义解释可知,DI=(≤k R)I={x∈ΔI| |{y|(x,y)∈RI}|≤k}.又因为 I 是基于 J
的解释,所以 DI={x∈ΔJ| |{y|(x,y)∈ jI

j R0≥∪ }|≤k}= 0≥j∪ ({x∈ΔJ| |{y|(x,y)∈ jIR }|≤k})= jI
j D0≥∪ . 

所 以 对 任 意 被 定 义 概 念 D, 证 明 DI= jI
j D0≥∪ 成 立 , 从 而 有 : 1

0 0
,..., ,j jI I

n
j j

P P
≥ ≥

⎛
⎜
⎝
∪ ∪ ,,...,

0
1

0

jj I
m

j

I

j
RR

≥≥
∪∪  

1
0 0

,...,j jI I
k

j j
A A

≥ ≥

⎞
⎟
⎠

∪ ∪ =( ,,...,1
I

n
I PP ,,...,1

I
m

I RR I
k

I AA ,...,1 ).即OT,J(lub({Ij| j≥0}))=lub({OT,J(Ij)| j≥0})成立.             □ 

定义 3. 给定εLN 的 TBox T,J 是一个原始解释,Itop和 Ibot分别是基于 J 的最大和最小解释,即 topI
iA =ΔJ, botI

iA  
=φ,1≤i≤k,则对任意序数α: 

• 如果α=0,则 I↑α=Ibot,I↓α=Itop; 
• I↑α+1=OT,J(I↑α),I↓α+1=OT,J(I↓α); 
• 如果α是极限序数,则 I↑α=lub({I↑β| β<α}),I↓α=glb({I↓β| β<α}). 
因为函数 OT,J 是向上连续的,由 Tarski 不动点定理[12]可知:I↑ω是函数 OT,J 的最小不动点.又因为函数 OT,J 不

是向下连续的,因而 I↓ω不是函数 OT,J 的最大不动点.但一定存在一个序数α,I↓α是函数 OT,J 的最大不动点. 

2   描述图 

2.1   TBox的正规化 

给定εLN 的 TBox T,Ndef,Nprim 和 Nrole 分别表示 T 中被定义概念、原始概念和关系的集合,其中 Nprim=Nnprim∪ 
Ngprim∪Nlprim,Nnprim∩Ngprim∩Nlprim=∅,Nnprim 表示原始概念名的集合{P1,…,Pw},Ngprim 表示最大数量约束原始概念

的集合{≥k1 R1,…,≥ku Ru},Nlprim表示最小数量约束原始概念的集合{≤k1 R1,…,≤kv Rv}.Ngprim∪Nlprim称为数量约束

原始概念,记为 Nrprim,即 Nrprim=Ngprim∪Nlprim. 
定义 4. 给定εLN 的 TBox T,T 是正规化的,当且仅当对任意的概念定义 A≡D∈T,A∈Ndef,D 具有下列形式: 

P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz, 
其中 w,u,v,z≥0,P1,…,Pw∈Nnprim,GP1,…,GPu∈Ngprim,LP1,…,LPv∈Nlprim,R1,…,Rz∈Nrole,B1,…,Bz∈Ndef. 

如果 w=u=v=z=0,则 D≡⊤. 
例 2:给定εLN 的 TBox T 如下(参考了文献[9]): 
A1≡P1⊓(≥k1 R1)⊓A2⊓∃R2.∃R3.A3; 
A2≡P2⊓(≤k2 R4)⊓A3⊓∃R3.∃R2.A1; 
A3≡P3⊓(≥k3 R5)⊓A2⊓∃R2.(P1⊓P2⊓(≤k4 R6)). 
显然,上述 TBox T 不是正规化的.通过引入新的被定义概念,T 可以转化为如下的 T1: 
A1≡P1⊓(≥k1 R1)⊓A2⊓∃R2.B1; 
B1≡∃R3.A3; 
A2≡P2⊓(≤k2 R4)⊓A3⊓∃R3.B2; 
B2≡∃R2.A1; 
A3≡P3⊓(≥k3 R5)⊓A2⊓∃R2.B3; 
B3≡P1⊓P2⊓(≤k4 R6). 
由于在 A1 的定义式右边出现了 A2,而 A2 是被定义概念.A2,A3 的定义式的右边也出现了被定义概念 A3,A2.
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因而 T1 也不是正规化的. 
因为 A2≡P2⊓(≤k2 R4)⊓A3⊓∃R3.B2,所以 A2⊑A3.又因为 A3≡P3⊓(≥k3 R5)⊓A2⊓∃R2.B3,所以 A3⊑A2.因此 A2 与 A3

等价,即 A2≡A3.又因为 A2⊑P2⊓(≤k2 R4)⊓P3⊓(≥k3 R5)⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3,因此,在最大不动点语义下,T1 可以转化为

如下正规化的 T2: 
A1≡P1⊓P2⊓P3⊓(≥k1 R1)⊓(≤k2 R4)⊓(≥k3 R5)⊓∃R2.B1⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3; 
B1≡∃R3.A2; 
A2≡P2⊓P3⊓(≤k2 R4)⊓(≥k3 R5)⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3; 
B2≡∃R2.A1; 
A3≡P2⊓P3⊓(≤k2 R4)⊓(≥k3 R5)⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3; 
B3≡P1⊓P2⊓(≤k4 R6). 
因为 A2⊑P2⊓(≤k2 R4)⊓P3⊓(≥k3 R5)⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3,所以在最小不动点语义下,A2 是不可满足的,即 A2 的解

释是空集∅.从而由 TBox T1 中的概念定义式可知:A1,A3,B1,B2 的解释都为空集∅.因此,在最小不动点语义下,T1

可以转化为如下正规化的 T3: 
B3≡P1⊓P2⊓(≤k4 R6). 
当然,T3 也可以具有 T2 一样的形式. 
将例 2 的正规化过程进行一般化推广,可以得到如下 TBox T 的正规化方法: 
(1) 引入新的被定义概念,对任意的概念定义 A≡D∈T,A∈Ndef,D 具有下列形式: 

P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv⊓C1⊓…⊓Ct⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz, 
其中 w,u,v,z≥0,P1,…,Pw∈Nnprim,GP1,…,GPu∈Ngprim,LP1,…,LPv∈Nlprim,R1,…,Rz∈Nrole,C1,…,Ct,B1,…,Bz∈Ndef. 

把得到的 TBox 记为 T1. 
(2) 将 TBox T1 转化为如下的图 G=(V,E): 
• 图 G 的节点集 V 是 T1 中所有的被定义概念; 
• 图 G 的有向边如下定义:从被定义概念 A 到被定义概念 B 存在一条边,当且仅当 B 出现在 A 的定义式的

右边.所有有向边的集合构成图 G 的边集 E. 
利用图 G,引入下列定义: 
• B≾ A,当且仅当在图 G 中存在一条从 A 到 B 的路径; 
• A≅ B,当且仅当 A≾ B 和 B≾ A; 
• B≺ A,当且仅当 B≾ A,并且 A≅ B 不成立. 
定理 2. ① 关系≾ 是拟序关系;② 关系≅ 是等价关系;③ 假设 G/≅ 是由等价关系≅ 所确定的等价类的集

合(即商集),则(G/≅ ,≾ )是偏序集,定义[A]≾ [B],当且仅当 A≾ B,其中[C]={C′|C≅ C′},即[C]表示 C 的等价类. 
证明:① 要证明关系≾ 是拟序关系,只需证明关系≾ 满足自反性和传递性即可.因为对任意被定义概念 A,

有 A≡A.因而在图 G 中对任意节点 A,存在一条从 A 到 A 的路径,所以有 A≾ A.假设 B≾ A,A≾ C,即存在路径

A→…→B 和 C→…→A.因而 C→…→A→…→B 也是图 G 的一条路径,从而有 B≾ C. 
② 要证明关系≅ 是等价关系,只需证明关系≅ 满足自反性、对称性和传递性即可.由①可知 A≾ A,从而有

A≅ A.假设 A≅ B,从而有 A≾ B 和 B≾ A,即 B≾ A 和 A≾ B 成立,所以有 B≅ A.假设 A≅ B,B≅ C,则有 A≾ B 和 B≾ A,
以及 B≾ C 和 C≾ B.由①可知关系≾ 满足传递性,从而由 A≾ B 和 B≾ C 可得 A≾ C;由 C≾ B 和 B≾ A 可得 C≾ A.
即有 A≾ C 和 C≾ A 成立,从而有 A≅ C. 

③ 要证明(G/≅ ,≾ )是偏序集,只需证明关系≾ 满足自反性、反对称性和传递性即可.因为 A≾ A,所以有[A]
≾ [A].假设[A]≾ [B]和[B]≾ [A],所以对任意 C∈[A]、D∈[B]有 C≾ D 和 D≾ C,即 C≡D,从而有[A]=[B].假设[A]≾ [B]
和[B]≾ [C],从而对任意 E∈[A],F∈[B],G∈[C],有 E≾ F 和 F≾ G 成立.由①可知 E≾ G,从而有[A]≾ [C].       □ 

(3) 在图 G 中判断是否存在等价类.如果没有,则此时的 TBox T1 就是正规化的;否则,即 G 中存在等价类,
则对任意一个等价类,进行下列转化.不妨假设该等价类包含被定义概念 A1,…,Ah,由等价类的定义可知: 
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A1≡P11⊓…⊓Pw1⊓GP11⊓…⊓GPu1⊓LP11⊓…⊓LPv1⊓A2⊓…⊓Ah⊓∃R11.B11⊓…⊓∃Rz1.Bz1; 
… 
Ai≡P1i⊓…⊓Pwi⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓A1⊓…⊓Ai-1⊓Ai+1⊓…⊓Ah⊓∃R1i.B1i⊓…⊓∃Rzi.Bzi; 
… 
Ah≡P1h⊓…⊓Pwh⊓GP1h⊓…⊓GPuh⊓LP1h⊓…⊓LPvh⊓A1⊓…⊓Ah−1⊓∃R1h.B1h⊓…⊓∃Rzh.Bzh, 

则在最大不动点语义下被定义 A1,…,Ah 都可以转化为下列统一的概念定义式: 
Ai≡P11⊓…⊓Pw1⊓…⊓P1i⊓…⊓Pwi⊓…⊓P1h⊓…⊓Pwh⊓GP11⊓…⊓GPu1⊓…⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓…⊓GP1h⊓…

⊓GPuh⊓LP11⊓…⊓LPv1⊓…⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓…⊓LP1h⊓…⊓LPvh⊓∃R11.B11⊓…⊓∃Rz1.Bz1⊓…⊓∃R1i.B1i⊓…⊓∃Rzi.
Bzi⊓…⊓∃R1h.B1h⊓…⊓∃Rzh.Bzh. 

在最小不动点语义下被定义 A1,…,Ah 都不需要概念定义式. 
例 3:上述例 2 的 T1 中,A2≡P2⊓(≤k2 R4)⊓A3⊓∃R3.B2,A3≡P3⊓(≥k3 R5)⊓A2⊓∃R2.B3,从而 A2和 A3 等价,因此在最

大不动点语义下可以将 A2 和 A3 转化为下列正规形式: 
A2≡P2⊓P3⊓(≤k2 R4)⊓(≥k3 R5)⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3; 
A3≡P2⊓P3⊓(≤k2 R4)⊓(≥k3 R5)⊓∃R3.B2⊓∃R2.B3. 
下面证明经过上述 3 步,能够将描述逻辑εLN 的 TBox T 转化为一个等价的正规化的 TBox T ′ . 
定理 3. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,T 能转化为一个等价的正规化的 TBox T ′ . 
证明:由于第(1)步是通过引入新的被定义概念对 TBox T 中的概念定义式进行等价替换,显然得到的 TBox 

T1 与 TBox T 等价.第(2)步得到图 G,定理 2 已经证明关系≅ 是等价关系,从而可以得到等价类.下面证明第(3)步
能将 TBox T1 转化为一个等价的正规化的 TBox T ′ . 

如果G中存在等价类{A1,…,Ah},其中A1,…,Ah是被定义概念.由等价类的定义可知,对任意Ai,Aj∈{A1,…,Ah}, 
Ai≠Aj,有 Ai≅ Aj,即 Ai≾ Aj 和 Aj≾ Ai,也就是说,在图 G 中存在一条从 Ai 到 Aj 的路径和一条从 Aj 到 Ai 的路径.因
此,A1,…,Ah 的定义式有如下形式: 

A1≡P11⊓…⊓Pw1⊓GP11⊓…⊓GPu1⊓LP11⊓…⊓LPv1⊓A2⊓…⊓Ah⊓∃R11.B11⊓…⊓∃Rz1.Bz1; 
… 
Ai≡P1i⊓…⊓Pwi⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓A1⊓…⊓Ai-1⊓Ai+1⊓…⊓Ah⊓∃R1i.B1i⊓…⊓∃Rzi.Bzi; 
… 
Ah≡P1h⊓…⊓Pwh⊓GP1h⊓…⊓GPuh⊓LP1h⊓…⊓LPvh⊓A1⊓…⊓Ah-1⊓∃R1h.B1h⊓…⊓∃Rzh.Bzh. 
即对被定义概念 A1,被定义概念 A2,…,Ah 出现在 A1 的右边,从而有 A1⊑A2,…,A1⊑Ah.对被定义概念 A2,…,Ah

也有类似的结果.因此可得:A1≡…≡Ah,从而 A1,…,Ah 具有相同的概念定义式. 
因为 Ai 的定义式是 :Ai≡P1i⊓…⊓Pwi⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓A1⊓…⊓Ai-1⊓Ai+1⊓…⊓Ah⊓∃R1i.B1i 

⊓…⊓∃Rzi.Bzi,所以有 Ai⊑P1i⊓…⊓Pwi⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓∃R1i.B1i⊓…⊓∃Rzi.Bzi.从而对被定义概念

Ai,可以等价地转化为 
Ai⊑P11⊓…⊓Pw1⊓…⊓P1i⊓…⊓Pwi⊓…⊓P1h⊓…⊓Pwh⊓GP11⊓…⊓GPu1⊓…⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓…⊓GP1h⊓…

⊓GPuh⊓LP11⊓…⊓LPv1⊓…⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓…⊓LP1h⊓…⊓LPvh⊓∃R11.B11⊓…⊓∃Rz1.Bz1⊓…⊓∃R1i.B1i⊓…⊓∃Rzi.
Bzi⊓…⊓∃R1h.B1h⊓…⊓∃Rzh.Bzh. 

由于最大不动点语义将被定义概念 Ai 进行最大解释,在包含约束下将包含关系改为等价关系就是对 Ai 进

行最大解释,因而对被定义概念 Ai,有: 
Ai≡P11⊓…⊓Pw1⊓…⊓P1i⊓…⊓Pwi⊓…⊓P1h⊓…⊓Pwh⊓GP11⊓…⊓GPu1⊓…⊓GP1i⊓…⊓GPui⊓…⊓GP1h⊓…

⊓GPuh⊓LP11⊓…⊓LPv1⊓…⊓LP1i⊓…⊓LPvi⊓…⊓LP1h⊓…⊓LPvh⊓∃R11.B11⊓…⊓∃Rz1.Bz1⊓…⊓∃R1i.B1i⊓…⊓∃Rzi.
Bzi⊓…⊓∃R1h.B1h⊓…⊓∃Rzh.Bzh. 

由于最小不动点语义将被定义概念 Ai 进行最小解释,在包含约束下空集就是对 Ai 进行最小解释,因而对被

定义概念 Ai 可以不需要定义式.                                                                 □ 
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定理 4. 将描述逻辑εLN 的 TBox T 转化为一个在最大不动点语义(最小不动点语义)下等价的正规化的

TBox T ′ (T ″ )是多项式时间复杂的. 
证明:由定理 3 可知,经过下列 3 步可以将 TBox T 转化为最大不动点语义(最小不动点语义)下等价的正规

化的 TBox T ′ (T ″ ):(1) 对 TBox T 中的概念定义式进行等价替换;(2) 将 TBox T 转化为图 G;(3) 在图 G 中判断

是否存在等价类,并合并等价类中的概念.下面证明这 3 步都能在多项式时间内完成. 
第(1)步采用替换的方法可以完成(对被定义概念进行替换),并且概念定义式中仅含有交构造算子(⊓),不会

产生分支的情形,即不会导致指数级的扩充,因而第(1)步能在多项式时间内完成. 
经过第(1)步,对任意的概念定义 A≡D∈T,A∈Ndef,D 具有下列形式:P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv 

⊓C1⊓…⊓Ct⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz,因而对每个定义式可以直接转化为图 G 的节点和边.不妨假设 T 有 q 个定义

式,从而用 q 次循环可以将 TBox T 转化为图 G,即第(2)步能在多项式时间内完成. 
在图 G 中判断等价类的方法与文献[9]相同,能在多项式时间内完成.至于等价类中概念的合并,不妨假设等

价类中有 p 个定义式,最大不动点语义下的概念合并是 p 次字符串合并操作,而最小不动点语义下的概念合并

为空,因而第(3)步能在多项式时间内完成.                                                        □ 

2.2   描述图 

由于εLN 的 TBox T 能够等价地转化为一个正规化的 TBox,下面不妨假设εLN 的 TBox T 都是正规化的,
并 且 Ndef,Nprim 和 Nrole 分 别 表 示 T 中 被 定 义 概 念 、 原 始 概 念 和 关 系 的 集 合 , 其 中

Nprim=Nnprim∪Ngprim∪Nlprim,Nnprim∩Ngprim ∩Nlprim=∅,Nnprim 表示原始概念名的集合{P1,…,Pw},Ngprim 表示最大数量

约束原始概念的集合{≥k1 R1,…,≥ku Ru},Nlprim 表示最小数量约束原始概念的集合{≤k1 R1,…,≤kv Rv}.Ngprim∪Nlprim

称为数量约束原始概念,记为 Nrprim. 
定义 5. 描述逻辑εLN 的语法描述图 G=(V,E,L),其中: 
• V 是节点集合; 
• E⊆V×Nrole×V 是有向边集合,每条有向边用εLN 的关系标注; 

• L:V→ primN2 是将节点映射为原始概念集合的函数. 
给定描述逻辑εLN 的 TBox T,T 能够转化为下列对应的一个语法描述图 GT. 
定义 6. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,T 对应的语法描述图 GT=(Ndef,ET,LT),其中: 
• GT 的节点集是 T 的被定义概念集 Ndef; 
• 如果 A 是被定义概念,并且 A 的定义式为 

A≡P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz, 
则 LT(A)={P1,…,Pw,GP1,…,GPu,LP1,…,LPv};(A,R1,B1),…,(A,Rz,Bz)∈ET. 

例 4:上述例 2 中的正规化 TBox T2 对应的语法描述图如图 1 所示. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Syntax description graph GT corresponding to TBox T2 in Example 2 
图 1  例 2 的 TBox T2 对应的语法描述图 GT 

εLN 的 TBox T 与语法描述图 GT 之间可以相互转化. 
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定义 7. 给定描述逻辑εLN 的原始解释 J=(ΔJ,·J),J 对应的语义描述图 GJ=(ΔJ,EJ,LJ),其中: 
• GJ 的节点集是论域ΔJ 的元素; 
• EJ={(x,R,y)| (x,y)∈RJ}; 
• LJ(x)={P∈Nprim| x∈PJ},对任意 x∈ΔJ. 
εLN 的原始解释 J 与语义描述图 GJ 之间也可以相互转化. 
例 5:如果将图 1 看成是一个语义描述图 GJ,则对应的原始解释 J 如下: 
• ΔJ={A1,A2,A3,B1,B2,B3}; 
• P1

J={A1,B3},P2
J={A1,A2,A3,B3},P3

J={A1,A2,A3},(≥k1 R1)J={A1},(≤k2 R4)J={A1,A2,A3},(≥k3 R5)J={A1,A2,A3}, 
(≤k4 R6)J={B3}; 

• R2
J={(A1,B1),(A1,B3),(A2,B3),(A3,B3),(B2,A1)};R3

J={(A1,B2),(A2,B2),(A3,B2),(B1,A2)}. 

2.3   模拟关系 

先给出原始概念集包含关系的定义. 
定义 8. 给定描述逻辑εLN 的原始概念集 AS={P11,…,P1r,≥k11 R11,…,≥k1s R1s,≤k21 R21,…,≤k2t R2t},BS= 

{P21,…,P2w,≥k31 R31,…,≥k3u R3u,≤k41 R41,…,≤k4v R4v},如果 BS⊆AS,当且仅当: 
• {P21,…,P2w}⊆{P11,…,P1r}; 
• 3u≤1s,并且对任意(≥k3i R3i)∈BS,1≤i≤u,存在(≥k1j R1j)∈AS,1≤j≤s,使得 R3i=R1j,k1j≤k3i;记为{≥k31 R31,…, ≥k3u 

R3u}⊆{≥k11 R11,…,≥k1s R1s}; 
• 4v≤2t,并且对任意(≤k4i R4i)∈BS,1≤i≤v,存在(≤k2j R2j)∈AS,1≤j≤t,使得 R4i=R2j,k2j≤k4i;记为{≤k41 R41,…, ≤k4v 

R4v}⊆{≤k21 R21,…,≤k2t R2t}. 
例 6:假设εLN 的原始概念集 AS={P1,P2,P3,≥2 R1,≥3 R2,≤1 R3,≤2 R4},BS={P1,P2,≥3 R1,≥5 R2,≤1 R3,≤3 R4},因

为{P1,P2}⊆{P1,P2,P3},{≥3 R1,≥5 R2}⊆{≥2 R1,≥3 R2},{≤1 R3,≤3 R4}⊆{≤1 R3,≤2 R4},所以有 BS⊆AS. 
利用原始概念集的包含关系可以给出描述图之间的模拟关系. 
定义 9. 给定描述逻辑εLN 的描述图(语法描述图 GT 或语义描述图 GJ)Gi=(Vi,Ei,Li)(i=1,2),二元关系 Z⊆V1× 

V2 是 G1 到 G2 的模拟关系,当且仅当 
• 如果(v1,v2)∈Z,则 L1(v1)⊆L2(v2); 
• 如果(v1,v2)∈Z,(v1,R,v1′)∈E1,则存在一个节点 v2′∈V2,使得(v1′,v2′)∈Z,并且(v2,R,v2′)∈E2. 
Z 是 G1 到 G2 的模拟关系,记为 Z:G1⇒G2. 
例 7:给定描述逻辑εLN 的 TBox T 如下(参考了文献[9]): 
B≡P1⊓(≥k1 R1)⊓∃R.C,C≡P1⊓(≥k1 R1)⊓∃R.D,D≡P1⊓(≥k1 R1)⊓∃R.C,A≡P1⊓(≥k1 R1)⊓∃R.E,E≡P1⊓(≥k1 R1)⊓ 

∃R.D.该 TBox T 对应的语法描述图 GT=(Ndef,ET,LT)如图 2 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
其中,Ndef={A,E,B,C,D},ET={(B,R,C),(C,R,D),(D,R,C),(E,R,D),(A,R,E)},LT(B)=LT(C)=LT(D)=LT(E)=LT(A)={P1,≥ 
k1 R1}. 

给定二元关系 Z={(B,B),(C,C),(D,D),(E,E),(A,A)}⊆Ndef×Ndef,则 Z 是 GT 到 GT 的模拟关系. 

Fig.2  Syntax description graph GT corresponding to TBox T in Example 7 
图 2  例 7 的 TBox T 对应的语法描述图 GT
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下面给出有关计算描述图之间模拟关系的时间复杂性性质. 
定理 5. 给定描述逻辑εLN 的描述图 G1=(V1,E1,L1)和 G2=(V2,E2,L2),Z1和 Z2是 G1到 G2的模拟关系,则 Z1∪Z2

也是 G1 到 G2 的模拟关系,即模拟关系在并操作(∪)下是封闭的. 
证明:对任意的(v1,v2)∈Z1∪Z2,一定有(v1,v2)∈Z1 或(v1,v2)∈Z2.如果(v1,v2)∈Z1,由 Z1 是 G1 到 G2 的模拟关系可

知,如果(v1,v2)∈Z1,则 L1(v1)⊆L2(v2).并且如果存在(v1,R,v1′)∈E1,则存在一个节点 v2′∈V2,使得(v1′,v2′)∈Z1,并且(v2, 
R,v2′)∈E2.所以满足模拟关系的两个条件.同理可证(v1,v2)∈Z2的情形.所以 Z1∪Z2也是G1到G2的模拟关系.   □ 

由定理 5 可知,如果描述图 G1 和 G2 是有限的,则一定存在一个从 G1 到 G2 的最大模拟关系,并且最大模拟

关系可按下列方法获得: 
令 Z0={(v1,v2)∈V1×V2| L1(v1)⊆L2(v2)},即 Z0 是满足模拟关系定义第 1 个条件的集合.然后从 Z0 中删除不满足

模拟关系定义第 2 个条件的所有元素. 
上述两步都可以在多项式时间内完成.事实上,Henzinger 已给出求两个有限描述图 G1 和 G2 的最大模拟关

系的方法,并证明了从 G1 到 G2 的最大模拟是多项式时间的[14]. 
定理 6. 给定描述逻辑εLN 的描述图 G1=(V1,E1,L1)和 G2=(V2,E2,L2),v1∈V1,v2∈V2,则可以在多项式时间内判

断是否存在模拟关系 Z:G1⇒G2,(v1,v2)∈Z. 
证明:由定理 5 可知,从 G1 到 G2 存在一个最大模拟关系 Zg.要判断是否存在模拟关系 Z,使得(v1,v2)∈Z,只需

判断是否有(v1,v2)∈Zg 即可.而构建最大模拟关系 Zg 可以在多项式时间内完成,所以定理得证.             □ 
与εL 的描述图[8,9]相同,εLN 的描述图之间的模拟关系还满足下列性质: 
定理 7. 给定描述逻辑εLN 的描述图 G1=(V1,E1,L1),G2=(V2,E2,L2)和 G3=(V3,E3,L3),Z1:G1⇒G2 和 Z2:G2⇒G3

是模拟关系,则 Z1◦Z2={(v,v″)|存在 v′使得(v,v′)∈Z1,(v′,v″)∈Z2}也是模拟关系,即 Z1◦Z2:G1⇒G3. 
证明:如果(v,v″)∈Z1◦Z2,则存在 v′使得(v,v′)∈Z1,(v′,v″)∈Z2.由于 Z1 和 Z2 是模拟关系,所以有 L1(v)⊆L2(v′)和

L2(v′)⊆L3(v″),从而有 L1(v)⊆L3(v″).即 Z1◦Z2 满足模拟关系定义的第 1 个条件. 
如果(v,v″)∈Z1◦Z2,(v,R,v1)∈E1,由(v,v″)∈Z1◦Z2可知存在 v′使得(v,v′)∈Z1,(v′,v″)∈Z2.因为 Z1是模拟关系,所以由

(v,v′)∈Z1 和(v,R,v1)∈E1 可知,存在 v2∈V2,使得(v1,v2)∈Z1,并且(v′,R,v2)∈E2.又因为 Z2 是模拟关系,所以由(v′,v″)∈Z2

和 (v′,R,v2)∈E2 可知 ,存在 v3∈V3,使得 (v2,v3)∈Z2,并且 (v″,R,v3)∈E3.所以由 (v1,v2)∈Z1 和 (v2,v3)∈Z2 可知 ,(v1, 
v3)∈Z1◦Z2.从而证明,如果(v,v″)∈Z1◦Z2,(v,R,v1)∈E1,则存在一个节点 v3∈V3,使得(v1,v3)∈Z1◦Z2,并且(v″,R,v3)∈E3.即
Z1◦Z2 满足模拟关系定义的第 2 个条件.所以 Z1◦Z2:G1⇒G3. □ 

3   εLN 循环术语集的推理 

3.1   最大不动点语义下的推理 

首先给出最大不动点语义下可满足性推理算法. 
定理 8. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,原始解释 J=(ΔJ,·J),I 是 T 的基于 J 的最大不动点模型,语法描述图

GT=(Ndef,ET,LT),语义描述图 GJ=(ΔJ,EJ,LJ),对任意 A∈Ndef,x∈ΔJ,则 x∈AI,当且仅当存在一个从 GT 到 GJ 的模拟关

系 Z:GT⇒GJ,使得(A,x)∈Z. 
证明:先证明⇒,假设 x∈AI,二元关系 Z⊆Ndef×Δ

J 如下定义: 
Z={(B,y)∈Ndef×Δ

J|y∈BI}. 
下面证明 Z 是从 GT 到 GJ 的模拟关系,并且满足(A,x)∈Z. 
因为 x∈AI,所以有(A,x)∈Z.因而下面只需证明 Z 是从 GT 到 GJ 的模拟关系,即证明 Z 满足定义 9 的两个条件. 
给定(B,y)∈Z,并且不妨假设 B 具有如下正规形式: 

P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz, 
其中 w,u,v,z≥0,P1,…,Pw∈Nnprim,GP1,…,GPu∈Ngprim,LP1,…,LPv∈Nlprim,R1,…,Rz∈Nrole,B1,…,Bz∈Ndef. 

由语法描述图的定义可知 LT(B)={P1,…,Pw,GP1,…,GPu,LP1,…,LPv}. 
由语义描述图的定义可知 LJ(y)={P∈Nprim| y∈PJ}.又因为(B,y)∈Z,所以 y∈BI,从而有 y∈Pi

I=Pi
J,y∈GPj

I=GPj
J, 
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y∈LPk
I=LPk

J,其中 1≤i≤w,1≤j≤u,1≤k≤v.因此有:{P1,…,Pw,GP1,…,GPu,LP1,…,LPv}⊆LJ(y),从而有 LT(B)⊆LJ(y),即 Z
满足模拟关系定义的第 1 个条件. 

假设(B,Ri,Bi)∈ET,因为 B≡P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz,所以 BI⊆(∃Ri.Bi)I,
其中 1≤i≤z.由于 y∈BI,所以 y∈(∃Ri.Bi)I.由∃Ri.Bi 的语义解释可知:存在 yi∈ΔJ,使得(y,yi)∈Ri

J 和 yi∈Bi
I 成立.从而有

(y,Ri,yi)∈EJ 和(Bi,yi)∈Z,即 Z 满足模拟关系定义的第 2 个条件. 
再证明⇐,假设 Z:GT⇒GJ 是从 GT 到 GJ 的模拟关系,并且(A,x)∈Z.因为 I 是 T 的基于 J 的最大不动点模型,

所以由定理 1 和定义 3 可知,存在一个序数α,使得 I=I↓α.下面用超穷归纳法[13]证明:给定元组(B,y,β),如果(B, 

y)∈Z,则 y∈
βIB

↓
,其中 B∈Ndef,y∈ΔJ,β是一个序数. 

用反证法,假设(B,y)∈Z,并且 y∉
βIB

↓
.因为β是一个序数,所以有两种情况:β是一个极限序数,或β是一个后

继序数. 

如果β是一个极限序数,则由定义 3可知,
γγβ I

βγ

β|γII BBB
↓↓↓

<

< == ∩})({glb .因为(B,y)∈Z,y∉
βIB

↓
,所以存在一个序

数γ<β,使得(B,y)∈Z,y∉
γIB

↓
.根据超穷归纳法假设,对任意序数γ<β,有 y∈

γIB
↓

,与 y∉
γIB

↓
矛盾. 

如果β是一个后继序数,即β=γ+1.不妨假设 B 具有如下正规形式: 
P1⊓…⊓Pw⊓GP1⊓…⊓GPu⊓LP1⊓…⊓LPv⊓∃R1.B1⊓…⊓∃Rz.Bz, 

其中 w,u,v,z≥0,P1,…,Pw∈Nnprim,GP1,…,GPu∈Ngprim,LP1,…,LPv∈Nlprim,R1,…,Rz∈Nrole,B1,…,Bz∈Ndef. 

由定义 3 可知:
βIB

↓
=OT,J )(

γIB
↓

=(P1⊓…⊓Pw)
γI ↓

∩(GP1⊓…⊓GPu)
γI ↓

∩(LP1⊓…⊓LPv)
γI ↓

 ∩(∃R1.B1⊓…⊓ 

∃Rz.Bz)
γI ↓

. 
由语法描述图的定义可知,LT(B)={P1,…,Pw,GP1,…,GPu,LP1,…,LPv}. 
由语义描述图的定义可知,LJ(y)={P∈Nprim| y∈PJ}.又因为(B,y)∈Z,Z 是从 GT 到 GJ 的模拟关系,从而有

LT(B)⊆LJ(y),即{P1,…,Pw,GP1,…,GPu,LP1,…,LPv}⊆{P∈Nprim| y∈PJ}.从而有 y∈Pi
J,y∈GPj

J,y∈LPk
J,其中 1≤i≤w, 

1≤j≤u,1≤k≤v. 

又因为 y∉
βIB

↓
,由 y∈Pi

J,y∈GPj
J,y∈LPk

J,其中 1≤i≤w,1≤j≤u,1≤k≤v,可知:存在 j,1≤j≤z,使得 y∉(∃Rj.Bj)
γI ↓

. 
又因为(B,y)∈Z,并且由语法描述图的定义可知(B,Rj,Bj)∈ET,由于 Z:GT⇒GJ是从 GT到 GJ的模拟关系,所以存 

在 yj∈ΔJ,使得(y,Rj,yj)∈EJ,(Bj,yj)∈Z.从而有(y,yj)∈Rj
J,yj∈

γI
jB

↓
.所以 y∈(∃Rj.Bj)

γI ↓
,与 y∉(∃Rj.Bj)

γI ↓
矛盾. 

因此,证明了命题:给定元组(B,y,β),如果(B,y)∈Z,则 y∈
βIB

↓
,其中 B∈Ndef,y∈ΔJ,β是一个序数. 

所以对于元组(A,x,α),因为(A,x)∈Z,从而有 x∈
αIA

↓
.又因为 I=I↓α,所以 x∈AI.所以定理得证.             □ 

定理 9. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,原始解释 J=(ΔJ,·J),I 是 T 的基于 J 的最大不动点模型,语法描述图

GT=(Ndef,ET,LT),语义描述图 GJ=(ΔJ,EJ,LJ),对任意 A∈Ndef,则 A 在最大不动点语义下是可满足的,当且仅当存在

x∈ΔJ,以及存在从 GT 到 GJ 的模拟关系 Z:GT⇒GJ,使得(A,x)∈Z. 
证明:因为 A 在最大不动点语义下是可满足的,当且仅当存在 x∈ΔJ,使得 x∈AI.由定理 8 可知,x∈AI,当且仅

当存在从 GT到 GJ的模拟关系 Z:GT⇒GJ,使得(A,x)∈Z.                                               □ 

下面给出最大不动点语义下包含关系推理算法. 
定理 10. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,A,B 是 T 中的被定义概念,即 A,B∈Ndef,则 A⊑gfp,TB,当且仅当存在一

个从 GT 到 GT 的模拟关系 Z:GT⇒GT,使得(B,A)∈Z. 
证明:先证明⇐,给定原始解释 J,I 是基于 J 的最大不动点模型,要证明 A⊑gfp,TB,只需要证明对任意 x∈ΔJ,

如果 x∈AI,则 x∈BI 即可. 
如果 x∈AI,由定理 8 可知,存在一个从 GT 到 GJ 的模拟关系 Y:GT⇒GJ,使得(A,x)∈Y.又因为 Z:GT⇒GT 是从

GT 到 GT 的模拟关系,并且(B,A)∈Z,所以由定理 7 可知,X=Z◦Y 是从 GT 到 GJ 的模拟关系,并且(B,x)∈X.又由定理 8
可知,x∈BI. 

再证明⇒,假设 A⊑gfp,TB,不妨将语法描述图 GT看成是语义描述图,从而由 GT可以构造一个原始解释 J,并且

GT=GJ.假设 I 是基于 J 的最大不动点模型. 
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下面证明恒等关系 Id⊆Nde f×Ndef,即 Id(A)=A,是从 GT 到 GT 的模拟关系 Id:GT⇒GT. 
如果(A,A)∈Id,因为有 LT(A)=LT(A),所以 LT(A)⊆LT(A),即 Id 满足模拟关系定义的第 1 个条件. 
对任意节点 B∈Ndef,有(B,B)∈Id.所以如果(A,A)∈Id,(A,R,B)∈ET,则有(B,B)∈Id,并且(A,R,B)∈ET.即 Id 满足模

拟关系定义的第 2 个条件.所以恒等关系 Id⊆Ndef × Ndef 是从 GT 到 GT 的模拟关系. 
由于 Id:GT⇒GT=GJ 是模拟关系,所以(A,A)∈Id,由定理 8 可知 A∈AI.又因为 A⊑gfp,TB,所以 A∈BI.又由定理 8

可知,存在一个从GT到GT的模拟关系Z:GT⇒GJ=GT,使得(B,A)∈Z.                                     □ 

下面给出最大不动点语义下可满足性推理和包含关系推理算法的时间复杂性性质. 
定理 11. 最大不动点语义下描述逻辑εLN 的可满足性推理和包含关系推理都能在多项式时间内完成. 
证明:由定理 9 和定理 10 可知,最大不动点语义下εLN 的可满足性推理和包含关系推理都等价于描述图之

间模拟关系的构造.从而由定理 6可知,εLN的可满足性推理和包含关系推理都能在多项式时间内完成.     □ 

3.2   最小不动点语义下的推理 

给定描述逻辑εLN 的 TBox T,语法描述图 GT=(Ndef,ET,LT),A,B∈Ndef,并引入下列标记: 

• A T
*⎯→⎯ B 表示在 GT 中存在一条从 A 到 B 的路径; 

• A T⎯→⎯+ B 表示在 GT 中存在一条从 A 到 B 的非空路径; 
• CycT={A| 在 GT 中存在节点 B,使得 A T

*⎯→⎯ B T⎯→⎯+ B}. 
首先给出最小不动点语义下可满足性推理算法. 
定理 12. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,语法描述图 GT=(Ndef,ET,LT),如果 A∈CycT,则存在一个被定义概念

A′∈CycT 和关系 R,使得(A,R,A′)∈ET. 

证明:因为 A∈CycT,所以在 GT 中存在节点 B,使得 A T
*⎯→⎯ B T⎯→⎯+ B,从而在 TBox T 中一定存在下列形式

的概念定义式: 
A≡…⊓∃R1.B1⊓…; 
B1≡…⊓∃R2.B2⊓…; 
… 
Bi≡…⊓∃Ri+1.B⊓…; 
B≡…⊓∃Ri+2.B11⊓…; 
B11≡…⊓∃Ri+3.B12⊓…; 
… 
B1j≡…⊓∃Ri+j+2.B⊓….其中 i>0,j>0, 

则令 A′=B1,R=R1.从而有 A′ T
*⎯→⎯ B T⎯→⎯+ B,即 A′∈CycT,并且(A,R,A′)∈ET. □ 

定理 13. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,原始解释 J=(ΔJ,·J),I 是 T 的基于 J 的最小不动点模型,A∈Ndef,如
果 A∈CycT,则在最小不动点语义下 A 是不可满足的,即 AI=∅. 

证明:因为 I 是 T 的基于 J 的最小不动点模型,所以由定理 1 和定义 3 可知,I=I↑ω,并且
nI

n
I AA

↑

≥= 0∪ .下面用

归纳法证明对任意 n≥0,
nIA

↑
=∅. 

当 k=0 时,由定义 3 直接可得
0↑IA =∅. 

假设 k=n 时有
nIA

↑
=φ.下面证明 k=n+1 时有

1+↑nIA =∅. 
因为 A∈CycT,由定理 12 可知,存在一个被定义概念 B∈CycT 和关系 R,使得(A,R,B)∈ET.不妨假设 A 的定义式

是 A≡D,由(A,R,B)∈ET 可知,D 一定具有下列形式: 
D≡…⊓∃R.B⊓… 

由归纳假设可知
nIB

↑
=∅,从而

nID
↑

=∅,因此
1+↑nIA =OT,J(

nIA
↑

)=
nID

↑
=∅. 

所以对任意 n≥0,有
nIA

↑
=∅.由于

nI
n

I AA
↑

≥= 0∪ ,所以 AI=∅. □ 

定理 14. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,原始解释 J=(ΔJ,·J),I 是 T 的基于 J 的最小不动点模型,A∈Ndef,如
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果在最小不动点语义下 A 是可满足的,即 AI≠∅,则 A∉CycT. 
证明:反证法.假设 A∈CycT,由定理 13 可知,在最小不动点语义下 A 是不可满足的,即 AI=∅,与 AI≠∅矛盾. □ 
由定理 13 可以看出,最小不动点语义下 CycT 中所有被定义概念的定义式都可以从 TBox T 中去除. 
下面给出最小不动点语义下包含关系推理算法. 
定理 15. 给定描述逻辑εLN 的 TBox T,CycT 中的所有被定义概念的定义式从 T 中去除后得到 TBox T ′ ,A,B

是 T 中的被定义概念,则 A⊑lfp,TB,当且仅当 
• A,B∉CycT,A⊑gfp,T ′ B; 
• A∈CycT. 
证明:对 T 中任意被定义概念 A,B,一共有 3 种情况:(1) A∉CycT,B∉CycT;(2) A∈CycT;(3) A∉CycT,B∈CycT. 
(1) 如果 A∉CycT,B∉CycT.因为 T ′是从 T 中去除 CycT 中的所有被定义概念的定义式后得到的,而由 CycT 的

定义可知,CycT 包含 T 中的所有循环定义,因此,T ′不包含循环定义,即 T ′是一个无环 TBox.又由定理 13 可知,如
果 A∈CycT,则在最小不动点语义下 A 是不可满足的,即对任意最小不动点模型 I,有 AI=∅.因此 A⊑lfp,TB,当且仅当

A⊑lfp,T′B.Nebel 已证明:在没有循环定义的条件下,最大不动点模型和最小不动点模型是相等的[6].因此,A⊑lfp,T’B,
当且仅当 A⊑gfp,T′B.所以有:A⊑lfp,TB,当且仅当 A⊑gfp,T′B. 

(2) 如果 A∈CycT.由定理 13 可知,在最小不动点语义下 A 是不可满足的,即 AI=∅.因此,对任意 B,B∈CycT 或

B∉CycT,都有 A⊑lfp,TB. 
(3) 如果 A∉CycT,B∈CycT.下面证明 A⊑lfp,TB 不成立,即 A⋢lfp,TB.因为 B∈CycT,由定理 13 可知,在最小不动点

语义下 B 是不可满足的,即对任意最小不动点模型 I,有 BI=∅.因而要证明 A⋢lfp,TB,只需证明存在一个最小不动

点模型 I′,使得 AI′≠∅即可. 
由定理 13 可知,如果 A∈CycT,则在最小不动点语义下 A 是不可满足的,即对任意最小不动点模型 I,有 AI=∅.

因此,如果将 CycT 中的被定义概念解释为空集∅,则 T ′的最小不动点模型可以扩充为 T 的最小不动点模型.又因

为 T ′的最大不动点模型和最小不动点模型相同,因此,由 GT′可以构造一个原始解释 J.假设 I ′是基于 J 的最大不

动点模型,因为 T ′不包含循环定义,所以 I ′也是基于 J 的最小不动点模型.由于恒等关系 Id 是模拟关系,即有

Id:GT′⇒GT′.因为(A,A)∈Id,由定理 8 可知 A∈AI′,即 AI′≠∅. □ 
可以看出,最小不动点语义下εLN 循环术语集的可满足性和包含关系推理机制与εL[8,9]相同. 
定理 16. 最小不动点语义下描述逻辑εLN 的可满足性推理和包含关系推理都能在多项式时间内完成. 
证明:由定理 13 和定理 14 可知,最小不动点语义下εLN 的可满足性推理等价于 CycT 的构造,而 CycT 是语

法描述图 GT 中的循环路径的集合,在图论中已经有构造有向图中循环路径集合的多项式时间复杂的算法[15],
所以最小不动点语义下εLN 的可满足性推理能在多项式时间内完成. 

由定理 15 可知,最小不动点语义下εLN 的包含关系推理等价于 CycT 的构造和最大不动点语义下的包含关

系推理.由定理 11 可知,最大不动点语义下的包含关系推理可以在多项式时间内完成,又因为 CycT 的构造也可

以在多项式时间内完成,所以最小不动点语义下εLN 的包含关系推理能在多项式时间内完成. □ 

4   结束语 

在描述逻辑εL 的基础上添加数量约束构造算子,提出了描述逻辑εLN,给出了εLN 的语法和语义.针对εLN
的需要,重新定义了描述图.使用描述图之间的模拟关系给出了不动点语义下εLN 循环术语集的可满足性和包

含关系推理算法,并证明了推理算法是多项式时间复杂的.进一步的工作主要有:研究描述语义下描述逻辑εLN
循环术语集的可满足性和包含关系推理算法;以及扩充εLN 循环术语集(可以添加并构造算子).这应该是一个

很有难度、但相当有意义的课题. 
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