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Abstract:  This paper proposes a remeshing and multiresolution reconstruction approach based on Laplacian fields. 
The method starts with the establishment of Laplacian field on an original mesh, and then generates two groups of 
flow lines with 60° rotation. Finally, a rhombus-dominant mesh is constructed and triangulated into a triangular 
base-mesh. The method is used again to upsample the original mesh by refining the base-mesh model in order to 
produce a multiresolution representation. In general, the triangles of the resulting meshes are close to be equilateral. 
Experiments also show that the method may yield results of high quality. 
Key words: remeshing; multiresolution; flow line; Laplacian field 

摘  要: 提出基于场的重新三角网格化和多分辨率表示生成算法.首先,在原三角网格模型上建立拉普拉斯标

量场,据此生成两组夹角为 60°的流线.然后,从这两组流线构造以菱形面为主的网格并三角化得到三角基网格.
最后,在基网格的基础上,再次使用流线技术对原始数据进行向上重采样,得到模型的多分辨率表示.一般地,基
网格的三角形接近等边三角形,实验也表明该方法能够得到较高质量的结果. 
关键词: 重新网格化;多分辨率表示;流线;拉普拉斯场 

重新网格化(remeshing)是数字几何处理的一项重要内容,在 CAD 建模、快速原型制造和动画等领域有广

泛应用.从三维激光扫描仪或其他硬件设备获得的数据中通常含有多余的顶点、边、面、不规则的多边形和噪

声,这些都给几何模型的后续处理带来困难.严重时会导致数值解不稳定,影响对模型的正确分析与处理,因此,
需要预先对这些原始数据进行加工,以获取高质量的模型.重新网格化为此类处理提供了一条有效的途径.此

                                                             
∗ Supported by the National Natural Science Foundation of China under Grant Nos.60673005, 60573019 (国家自然科学基金); the 

Natural Science Foundation of Guangdong Province of China under Grant No.05006540 (广东省自然科学基金); the Open Fund of the 

State Key Laboratory of CAD & CG, Zhejiang University of China (浙江大学 CAD&CG 国家重点实验室开放基金); the Natural Science 

Foundation for the Youth of South China University of Technology under Grant No.B13E5060120 (华南理工大学自然科学青年基金) 
Received 2008-05-03; Accepted 2008-11-14 



 

 

 

132 Journal of Software 软件学报 Vol.19, Supplement, December 2008   

 

外,重新网格化也是流体模拟、网格编辑、曲面重构、逆向工程、模型压缩和拼花图案装饰等应用的重要基础. 

1   背景及相关工作 

重新网格化可追溯到 Turk 的重新布点简化算法[1],迄今国际上已积累大量相关文献[2],国内刊物也有一些

研究报道[3−5].从所用的方法来看重新网格化大致可归为参数化和非参数化两类.从重新网格化的结果来看则

有三角形、纯四边形网格及以四边形网格为主的 4-3 网格. 
参数化方法把网格模型映射到规整的参数域,然后对参数域进行重新网格化,并映射回原网格得到重采样

结果.对于封闭或亏格大于零的模型,参数化方法需要对模型进行分割,会导致曲面片扭曲和拼接等问题[6−9],因
此引出一系列改进工作[10−12]. 

非参数化方法则直接在流形上重新网格化,往往需要在能够较好地反映模型结构的某种场的指导下对原

网格进行切割[13−17].如 Marinov 和 Kobbelt[11]直接在流形上计算曲率张量场,根据曲率极值分布来生成四边形占

优的网格;Dong 等人[13]用调和标量场得到正交的梯度场和等参场,生成两组正交流线后得到四边形为主的网

格,在文献[14]中,他们进一步对曲面上的标量场进行分析,通过谱分解得到高质量的纯四边形网格,但仍须对四

边形片作参数化以获得多分辨率表示;Tong 等人[15]用离散调和形式得到一对标量场,得到两组正交等值线后生

成新网格;Ray 等[16]使四边形网格在参数域上正交于给定的向量场. 
多分辨率表示在模型显示、简化、压缩、传输、层次细节表示、编辑和变形等应用中占有重要地位[18].

根据新顶点增加方式不同可分两类:一类基于细分连通网格,如 Eck 等人的三角网格模型多分辨率分析(ECK 算

法)[19];另一类可看成是网格简化的逆过程,相邻分辨层间只增加少量顶点和面,如 Hoppe 的渐近网格表示[20].本
文中将考虑基于细分连通的多分辨率表示. 

已有基于场的方法都是用来构造四边形或四边形占优网格的,在生成多分辨率表示时也必须作参数化.本
文利用拉普拉斯场来作重新三角网格化是一种新尝试;利用流线生成方法直接构造多分辨率表示,整个过程无

须参数化,这是本文的另一个主要贡献;重采样时也不是引法向求交,而是采用一种网格上的步进求交方式,因
此不存在误交现象. 

2   基于流线的重新网格化 

Dong 等人[13]通过两组正交的流线来生成以四边形为主的多边形网格.受此启发,若构造两组夹角 60°的流

线则可以得到较规则的三角形基网格.假设输入的原始网格 M 为三角网格模型,重新网格化及多分辨率表示算

法流程可分成 5 个步骤(如图 1 所示): 

     
(a) Original mesh 

 
(a) 原网格模型 

(b) Laplacian field and two 
groups of flow lines 

(b) 拉普拉斯场及两组 60°角流线

(c) Quad-Dominant remeshing
 

(c) 四边形占优网格 

(d) Triangulation 
 

(d) 三角网格剖分 

(e) The first-level 
multiresolution model

(e) 多分辨率模型 

Fig.1  Remeshing flow chart 
图 1  重新三角化 

(1) 在二维流形 M 上指定极大、极小值点,建立拉普拉斯场,并得到梯度场. 
(2) 选取梯度方向及与之夹角为 60°方向得到两组方向场,生成两组夹角为 60°的流线. 
(3) 计算两组流线的交点,得到菱形四边形为主的多边形网格. 
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(4) 将菱形四边形中为钝角的两顶点相连,得到两个三角形,每个顶点内角接近于 60°. 
(5) 对剩余的 T 型域和其他多边形进行三角剖分,得到三角基网格. 

2.1   拉普拉斯场的计算 

设二维流形 M 上有 n 个顶点,以序号 1,2,…,n 进行标记,又 u 是定义在 M 上的标量函数,称为 M 上的标量场.
记 u 在 M 的第 i 个顶点上的函数值为 iu ,可定义函数 u 在 M 上各顶点处的离散拉普拉斯算子 Δ 如下: 

 ∑∑
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cot ijβ 为边 ij 相邻三角形的两个对角的余切.如果 1-邻域三角形中包含有钝角三角形,则式(1)中会出现负系数. 

这种情况会导致后面 Laplace 线性方程的求解不稳定,而且也无法控制极值点的个数.因此式(1)只适用于 1-邻 
域中的所有 ijα 和 ijβ 均为锐角的情况.对于存在钝角的情形,需要按如下方式修改将公式(1)中的 ,ijw 以保证
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需要指出,公式(2)在文献[13]中采用正切(tan)而不是余切(cot).通过实验发现,当顶点 i 的函数值为极值时,在附

近生成的等值线为椭圆而不是圆,故我们改回余切. 
最后,记 1 2[ , ,..., ]T
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现在假定通过交互方式指定了 M 上某些顶点的场值,这些顶点称为控制顶点(边界点一律被设为控制点).此外,
其他顶点均满足 Laplace 方程 0uΔ = ,则可得到如下线性方程组: 
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由线性系统公式(4)所确定的函数 u 称为拉普拉斯场. 

2.2   拉普拉斯场的梯度场 

对于流形上的标量场,总可以在模型的每个三角形上定义一个梯度向量,从而得到梯度场.求出 Laplace 标

量场后,文献[13]中通过解一个线性方程组来计算梯度场.当 3 个顶点场值相同的时,这种方法可能会出现奇异

解.这里我们采用直接计算方式.根据三角形 3 个顶点的场值,分 3 种情况进行求解.不妨设三角形的 3 个顶点为

1,2,3,它们的三维坐标依次为 p2,p1,p3. 
1) 3 个顶点函数值互不相同情形.不失一般性,设 u2<u1<u3.显然边(2,3)上有一个点与顶点 1 有相同的场值, 

记此点为 p0,则有(这里实际上用顶点函数值作线性插值来近似三角形边上和内部的场值) 
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例如,图 2(a)中分别为 u1=0.2,u2=0.1,u3=0.4,因此 p0=(2p2+p3)/3.线段 p0p1 就是三角形上的一条近似等参线.由于

梯度方向与等参线垂直,将等参线旋转 90°后选择函数值增大的方向,即可得到三角形上的梯度方向. 
2) 两顶点函数值相同而与第 3 个顶点不同情形.两函数值相同顶点的边可看作为等参线,梯度方向就是垂

直这条边且沿函数值增大的方向,如图 2(b)所示. 

i 为控制顶点

其他 

i=j 且 ui 为控制顶点

i=j 且 ui 为控制顶点

其他 
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3) 3 个顶点的函数值均相同,这种情况比较少见.可用相邻的 3 个三角形上的梯度场加权平均得到,如    
图 2(c)所示.这个方法既简单又可避免解方程组方法中矩阵求逆出现问题. 

Isoparametric line
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p2(1.0) p3(1.0) 
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radient  vector p3(1.0)p2(1.0)

p1(1.0)

p5(2.0)

p6(0.5)

p4(2.0)

 

(a) u values of three vertices 
are different 

(a) 三点函数值互不相同 

(b) There are two vertices with 
the same u value 

(b) 仅两点函数值相同 

(c) u value of three vertices 
is the same 

(c) 三点函数值都相同 

Fig.2  Determination of the gradient vector of a triangle 
图 2  三角形梯度向量的确定 

在模型表面每个三角形上都计算梯度场(图 3 中的横向左箭头线),可将选取梯度场逆时针旋转 90°方向作

为等参场的方向(图 3 中的纵向下箭头线). 

2.3   流线生成 

由于作三角重新网格化而不是四边形网格化,我们需要构造两组夹角为 60°的流线,因此这里不用等参场.
首先选取梯度场方向生成一组流线,称为 u 线(图 4 中的水平深色流线).然后将梯度场方向旋转 60°得到另外一

组流线,称为 v线(图 4斜浅色流线).事实上,流线夹角可以是任意值,为了生成接近等边三角形的基网格而取 60°. 

  

Fig.3  Gradient and isoparametric vector fields 
图 3  梯度场和等参场 

Fig.4  Two groups of flow lines 
图 4  两组流线 

2.3.1   流线生成步骤 
整个流线生成分成 5 个步骤(如图 5 所示): 
1) 获取所有极小值点作为初始的 u 线种子点,任选其一,生成第 1 条 u 线,见附录 1 算法 2. 
2) 由这条 u 线得到其他 u 线的种子点和 v 线种子点.做法是:在 u 线上根据 h2 的间隔放置种子点,这部分种

子点加入到 v 线种子点集合中;在 u 线的两侧距离为 h1 的位置放置种子点,这部分种子点既加入到 u 线种子点

集合,同时也加入到 v 线种子点集合中.用重心坐标计算这些种子点的函数值,并按函数值将 u 线(v 线)种子点集

合从小到大排序.这里 h1 和 h2 与几何形状有关,具体来说[13], 

 1 21 2
10 10

,    
1 log (1 ) 1 log (1 )n n

h hh h
k kα α

= =
+ + + +
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其中,h 和α 为常数,调节距离的大小; 1
nk , 2

nk 分别表示 v 线和 u 线方向的法曲率.这样可以保证较平坦的区域步 

长大,而较弯曲的区域步长小. 
3) 因两组流线夹角为 60°,必须在极小值点处再生成 360 60 6° ° = 条 u 线,也就是说,每个极小值点附近都有

6 条 u 线,生成这些 u 线后同样也得到若干 u 线(v 线)种子点. 
4) 所有极小值点附近的 u 线生成完成后,逐个从 u 线种子点队列前面取出函数值最小的种子点生成新 u
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线,并以公式(5)中的 h1 作为阈值对流线进行检测,控制 u 流线的生成密度.重复步骤 2)得到新的 u 线和 v 线种子

点,计算这些种子点的函数值并重新排序.直至所有 u 线种子点集合为空. 
5) u 线生成结束后再开始 v 线生成,见附录 1 中算法 3.每次选择函数值最小的 v 线种子点生成 v 线,并以公

式(5)中的 h2 作为阈值对流线进行检测来控制 v 流线间的密度,直至不能生成新的 v 线为止. 

1 2 3,4 5

 

Fig.5  Flowchart for generating the two groups of flow lines 
图 5  两组流线的生成步骤 

流线的起点有极小值点和种子点,到达一个极大值点或满足终止条件则停止.极小值点是顶点函数值小于

相邻所有顶点函数值(图中最顶端的点),极大值点指的是顶点函数值大于相邻所有顶点函数值(图中最低端的

点).流线的生成过程中,u 线(或 v 线)间不能相交,终止条件由公式(1)来控制,u 线碰撞检测距离为 h1,v 线碰撞检

测距离为 h2. 
2.3.2   极值点附近的 v 线 

与正交流线的 v 线不同的是夹角为 60°的 v 线起点与终点不封闭,尤其在极值点附近处理起来更困难.这部

分区域的处理好坏会极大地影响最终网格化的效果.本文采取一种折衷方案,先在极值点附近生成一条与梯度

场成 90°的封闭 v 线(图 6),以便阻止其他 v 流线进入到极值点附近,从而降低问题的难度. 

2.4   新网格的构成 

得到两组夹角为 60°的流线之后,接下来要计算每个三角面上这两组流线的交点(图 7(a)),见附录 1 中算  
法 4.并确定这些交点间的前后左右连接关系,然后根据这些拓扑关系构造以菱形状为主的多边形网格(图 7(b)),
见附录 1 中算法 5.最后是生成三角网格,此即为构造多分辨率所需的基网格.因极值点处的流线分布十分复杂,
多边形网格的构造难度要比两组正交流线情形[13]大许多.从多边形网格到三角网格比较简单,其中的三角形面

不需要特别处理,其他面则分成菱形状四边形、T 型域和一般多边形 3 种类型分别处理(图 7(c)). 

    
(a) Minimal point 

(a) 极小值点 

(b) Maximal point 
(b) 极大值点 

(a) Intersection computation
(a) 计算交点 

(b) Quad-Dominant mesh 
(b) 四边形占优网格 

(c) Triangulation
(c) 三角剖分 

Fig.6  Flow lines near an extreme point 
图 6  极值点附近的流线 

Fig.7  Generation of the new mesh 
图 7  新网格生成 

1) 将菱形状的四边形钝角的两个顶点相连,构成两个三角形; 
2) 将 T 型域分成三角形和四边形处理,四边形再按菱形处理; 
3) 多边形区域通常出现在极值点附近,且不一定就是凸的,还可能会是凹的,其处理相对复杂些.我们采用

了一种贪婪算法,每次选择最接近 60°的顶点,将其与相连的两个顶点构成一个三角形,依次循环直至多边形剩

下 4 个顶点,再按菱形处理. 
构造流线时,可适当延长流线的终点或反向延长流线的起点,以尽可能减少多边形区域. 
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3   多分辨率表示生成 

得到基网格后,用流线生成法建立模型的多分辨率表示.常见的多分辨率表示方法是把原模型参数化到平

面,在参数域上进行规则划分,最后映射回原始模型 M 获取新顶点位置.我们给出一种新的不依赖参数化的方

法.把基网格 M0(图 8 中 ACBΔ 和 ABDΔ 是基网格上的两个三角形)上每个三角形一分为四,每条边需要加入一

个新顶点.新顶点的采样方法是,选取过相应边的一个有向平面,在有向平面的约束下用类似流线生成的方法求

得原始网格 M 上连接此边两端点的折线,折线的中点即为所要的新顶点.如图 8 中的 ABCΔ 三边分别得到向上

采样中点 PAB,PAC,PBC,从而将 ABCΔ 分成 4 个三角形,分别为 , , ,AB AC AB BC BC AC AB AC BCAP P BP P CP P P P PΔ Δ Δ Δ . 
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Fig.8  Illustration of the up-resampling approach 
图 8  重采样方法图示 

以基网格 M0 的 AB 边为例,细分时要在此边上加入新顶点 PAB,其生成步骤如下: 

1) 选 A 为起点,B 为终点,则可得方向 ABd ; 
2) 计算边 AB 相邻三角形 ABCΔ 和 ABCΔ 的法向,取两者的法向平均作为边 AB 的法向 ;ABn  

3) 计算 AB ABN n d= × 作为有向平面的法向,且此有向平面过直线 AB; 
4) 获取 A 点所在三角形 1Δ ,得到该三角形的法向 1n ; 

5) 从 A 点出发,在三角形 1Δ 上沿方向 1 1r N n= × 得到交点 A1,并得到 1Δ 的相邻 2Δ 及其法向 2n ; 

6) 再从 A1 出发,在三角形 2Δ 上沿方向 2 2r N n= × 得到交点 A2,并得到 2Δ 的相邻 3Δ 及其法向 3;n  

7) 用类似于 6)的方法依次生成 A3A4A5; 
8) 这样就可以得到一组流线段 AA1A2A3A4A5B(图 8 中以浅细线表示),取此流线段中点位置 PAB 作为边 AB

中点向上重采样点. 
9) 对边 AC 和边 BC 采用步骤 1)~8),即可得到相应的中点向上采样点 PAC 和 PBC. 
将基网格 M0 上所有边用相同方法得到中点向上采样点之后,将每个三角形都一分为四得到第 1 次细分后

的多分辨率模型 M1,再将 M1看成基网格,用同样的方法得到第 2 次细分后的模型 M2.依此类推,即可得到一系列 

不同分辨率表示的模型 M1M2…Mn.流线生成法建立多分辨率表示的特点是引入了有向平面法向 N ,而不是简

单将 ABd 投影到网格表面,在复杂区域能够使流线从起点正确、快速地到达终点. 

4   实验结果 

算法的实现基于 CGAL 图形库,计算机为 Intel 双核 1.86GHz,内存 1G,WindowsXP 操作系统.模型质量从两

方面来评价:顶点价和三角形内角的频率分布.选取的比较对象为原始模型、本文算法得到的基网格模型及

ECK 算法得到的基网格模型. 
这里一共给出了 4 个模型(分别见图 9~图 13)多分辨率表示生成的实验数据,见表 1.从表 1 可以看出,h 越
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小,uv 流线条数就越多,uv 流线的交点个数也越多,生成的基网格顶点数也就越多,从而所花费时间越长.原始网

格的规模也是影响时间效率的重要因素. 

    

(a) Original mesh 
(a) 原始模型 

(b) Flow lines 
(b) 两组流线 

(c) Quad-Dominant mesh
(c) 四边形占优模型 

(d) Triangulation 
(d) 三角基网格模型

(e) The 1st level of multiresolution
(e) 第 1 次细分模型 

Fig.9  Remeshing and multiresolution of texturedknot model (h=0.5, a=0) 
图 9  Texturedknot 模型的重新网格化及多分辨率表示(h=0.5,a=0) 

  
(a) (b) (c) (d) (e) 

Fig.10  Remeshing and multiresolution of sculpture model (h=0.24, a=0) 
图 10  Sculpture 模型的重新网格化及多分辨率表示(h=0.24,a=0) 

      
(a) Original mesh 

 
(a) 原始模型 

(b) Flow lines 
 

(b) 两组流线 

(c) Quad-Dominant mesh
 

(c) 四边形占优模型 

(d) Triangulation 
 

(d) 三角基网格模型

(e) The 1st level of 
multiresolution 

(e) 第 1 次细分模型 

(f) The 2nd level of 
multiresolution 

(f) 第 2 次细分模型 

Fig.11  Remeshing and multiresolution of Isis model by using our method (h=1, a=0) 
图 11  本文算法对 Isis 模型的重新网格化及多分辨率表示(h=1,a=0) 

   
(a) Base-Mesh by Eck, et al.’s algorithm 

(a) ECK 基网格原始模型 
(b) The 1st level of multiresolution

(b) 第 1 次细分模型 
(c) The 2nd level of multiresolution 

(c) 第 2 次细分模型 

Fig.12  Remeshing and multiresolution of Isis model by using ECK 
图 12  ECK 算法对 Isis 模型的重新网格化及多分辨率表示 



 

 

 

138 Journal of Software 软件学报 Vol.19, Supplement, December 2008   

 

    
(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g) (h) (i) 

Fig.13  Remeshing and multiresolution of venus-head model by our method ((a)~(f)) and 
ECK ((g)~(i)) (h=1, a=0) 

图 13  本文算法((a)~(f))和 ECK 算法((g)~(i))对 venus-head 模型的重新网格化及多分辨率表示(h=1,a=0) 

Table 1  Efficiency of our algorithm 
表 1  本文算法的运行效率 

模型名称 顶点数 面数 亏格数
参数
h/a 

建立场的

时间(s) 
生成流线

时间(s) 
生成基网

格时间(s)
基网格 
顶点数 

生成第 1 层多

分辨率时间(s)
Texturedknot (Fig.9) 2 871 5 742 1 0.5/0 0.219 3.203 0.25 1 241 1.968 

Sculpture (Fig.10) 7 550 15 108 3 0.24/0 1.64 11.718 0.4 3 617 7.012 
Isis (Fig.11 and Fig.12) 5 865 11 726 0 1/0 1.25 1.469 0.031 223 2.063 

Venus-Head (Fig.13) 4 200 8 396 0 1/0 0.625 1.219 0.016 248 1.28 
 
我们还对上述 4 个模型的重新网格化质量作了分析.因为原始模型图 9(a)是用细分方法得到的,从图 14 可

以看出,本文算法对价没有改进反而下降,6 度价的比例从图 14(a)的 76.3%降为(b)的 63%,但对角度的改进比较

明显,从散乱分布的(c)改善为占 19.46%的 50°角(d).若原始模型质量不好,则本文算法在价和角度的改进上就比

较明显,如图 15 的 sculpture 模型(如图 10 所示),6 度价的比例从(a)的 36.45%上升到(b)的 67.32%,内角频率分布

也将原始模型最大比例为 6.84%的 36°角提高到 15.2%的 48°角. 
图 16 和图 17 中是本文与 ECK 算法的比较结果,图 16 中 Isis 模型(如图 11 和图 12 所示)6 价顶点比例从(a)

的 38.35%上升到(b)中的 52%,角度占最大比例为 7.06%的 36°角(d)改善为 12.14%的 44°角(e).图 17 中

venus-head 模型(如图 13 所示)6 价顶点比例从原始模型(a)的 38.05%上升到基网格(b)的 60%,角度最大比例为

7.9%的 40°角(d)改善为 13.4%的 48°角(e).ECK 算法在图 16(c)中 6 价顶点比例上升到 82.79%,而在图 17(c)中仅

为 39.13%,几乎没有什么改善.从图 16 和图 17 的(e)(f)可以看出,对角度的改进效果,ECK 算法略逊于本文算法. 
从实验结果和与 ECK 算法的比较可知,本文算法对模型质量具有比较稳定的改善效果. 

    
(a) Original mesh valence 

(a) 原始模型价分布 

(b) Valence of Fig.9(d) 
(b) 图 9(d)价分布 

(c) Original mesh angle 
(c) 原始模型角度分布 

(d) Angle of Fig.9(d) 
(d) 图 9(d)角度分布 

Fig.14  Valence and angle distribution of Texturedknot model 
图 14  Texturedknot 模型顶点价和角度的频率分布 

    
(a) Original mesh valence 

(a) 原始模型价分布 

(b) Valence of Fig.10(d) 
(b) 图 10(d)价分布 

(c) Original mesh angle 
(c) 原始模型角度分布 

(d) Angle of Fig.10(d) 
(d) 图 10(d)角度分布 

Fig.15  Valence and angle distribution of the Sculpture model 
图 15  Sculpture 模型顶点价和角度的频率分布 
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(a) Original mesh valence 

(a) 原始模型价分布 

(b) Valence of Fig.11(d) 
(b) 图 11(d)价分布 

(c) Valence of Fig.12(a) 
(c) 图 12(a)价分布 

   

(d) Original mesh angle 
(d) 原始模型角度分布 

(e) Angle of Fig.11(d) 
(e) 图 11(d)角度分布 

(f) Angle of Fig.12(a) 
(f) 图 12(a)角度分布 

Fig.16  Valence and angle distribution of Isis model 
图 16  Isis 模型顶点价和角度的频率分布 

   
(a) Original mesh valence 

(a) 原始模型价分布 

(b) Valence of Fig.13(d) 
(b) 图 13(d)价分布 

(c) Valence of Fig.13(g) 
(c) 图 13(g)价分布 

   

(d) Original mesh angle 
(d) 原始模型角度分布 

(e) Angle of Fig.13(d) 
(e) 图 13(d)角度分布 

(f) Angle of Fig.13(g) 
(f) 图 13(g)角度分布 

Fig.17  Valence and angle distribution of venus-head model 
图 17  Venus-Head 模型顶点价和角度的频率分布 

5   结  论 

本文通过在模型表面建立拉普拉斯场,生成两组夹角为 60°的流线,获取两组流线的交点及连接关系,最后

生成新的三角基网格并构在此基础上建立模型的多分辨率表示.在实现重新网格化和多分辨率表示过程中无

需参数化过程,取得的效果与 ECK 算法接近,为重新网格化和多分辨率表示提供了一种新思路.算法中若夹角

改为 90°就可以实现四边形网格化. 
算法还存在需要改进之处:目前没有考虑模型的特征特别是尖锐特征的保持;两组 60°夹角流线与两组正

交流线有很大差异,不能简单地归结为夹角不同,在极值点附近多边形网格重构非常复杂,导致该区域网格元素

质量不是很好;第 3 节中的多分辨率表示方法在实验中很少出现翻转情况,但这一点并不能从理论上得到保证,
需要进一步从理论上探讨不翻转的算法以适应复杂模型;基网格模型未作任何优化. 
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附录 1. 本文 5 个主要算法的详细描述 

先统一 3 个概念.流线段端点:单条流线段的起点和终点,根据落在三角形上的位置分成顶点型,边点型和面

点型.流线段:由起点和终点构成的一条有向线段.有 u 线段和 v 线段两种类型.流线:由若干条流线段构成的有向

折线.有 u 线和 v 线有两种类型. 
算法 1. 单条流线段生成. 
输入:三角网格模型 M,梯度场 T,流线段起点 SP. 
输出:流线段终点 EP. 
1. Switch(流线段起点类型) 
2. Case 顶点型:  //起点正好是原始模型顶点位置 
遍历该顶点所有三角形,在每个三角形上都按梯度场方向得到下一终点位置,计算这些终点的函数值,取最

大的作为流线段的终点 EP.具体做法见图 18(a),假设起点 SP 为三角形的 P 点,连接起点 SP 与三角形另外两个

顶点 Q,R 构成两条相交直线,将整个平面区域分成 4 部分区域,判断三角形梯度场方向 F 落在哪个区域,最后终
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点位置则分别对应(a1)~(a4)这 4 种情况. 
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Fig.18  Generation of a stream line. (a) Vertex start point; (b) Edge start point; (c) Face start point 
图 18  单条流线段生成.(a) 起点为顶点型;(b) 起点为边点型;(c) 起点为面点型 

3. Case 边点型:  //起点正好落在原始模型半边上 
获取起点所在半边结构对应的三角形,根据该三角形上的梯度场,计算流线段终点.具体做法如图 18(b)所

示,假设起点 SP 落在边 RQ 上,连接 SP 与另外一个顶点 P,与边 RQ 所在直线构成相交直线,将整个三角形所在

平面分成 4 个区域,判断三角形梯度场方向 F 落在哪个区域,最后终点位置则分别对应(b1)~(b4)这 4 种情况. 
4. Case 面点型:  //起点正好落在原始模型三角面内 
 获取起点所在三角形,根据该三角形上的梯度场,分 3 种情况计算流线段终点.具体做法如图 18(c)所示,连

接 SP 与 3 个顶点 P,Q,R 构成 3 条射线,将整个三角形所在平面分成 3 个区域,判断三角形梯度场方向 F 落在哪

个区域,最后终点位置则分别对应(c1)~(c3)这 3 种情况. 
算法 2. u 型流线生成. 
输入:三角网格模型 M,梯度场 T. 
输出:一条 u 线(由若干折线段组成),三角形上单条 u 线段表. 
1. 选取 u 线种子点 s; 
2. 从 s 出发,按算法 1 增长,直到极大值点或与周围 u 线的距离小于碰撞检测距离为止,得到一条 u 线; 
3. 每求出一段 u 线段,把它加入所在三角形中 u 线链表中; 
4. 在此 u 线上从起点开始根据碰撞检测距离的 h2 放置 v 线种子点,根据 h1 在 u 线两边放置 u 线、v 线种子

点,计算它们的拉普拉斯函数值,将这些种子点加入到 u 线、v 线种子点集合中并重新按函数值排序; 
5. 若种子点 s 同时又是极小值点,则需从此极值点处生成 360°/60°=6 条方向对称的 u 线. 
6. 从 u 线种子点集合中选取函数值最小的点,重复上述过程,直到 u 线种子点集合为空为止. 
算法 3. v 型流线生成. 
输入:三角网格模型 M,梯度场 T. 
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输出:一条 v 线,三角形上单条 v 线段表. 
1. 在所有极值点(极大值和极小值)处附近距离为 h2 的周围生成一个 90°的封闭 v 线; 
2. 从算法 2 中生成的 v 线种子点集合中选择函数值最小的 s; 
3. 从 s 出发,将梯度场逆时针旋转 60°作为 v 线前进的方向场,按算法 1 增长 v 线,直到极大值点或与周围 v

线的距离小于碰撞检测距离为止; 
4. 每求出一段 v 线段,把它加入所在三角形中 v 线链表中; 
5. 从 v 线种子点集合中选取函数值最小的点,重复上述过程,直到 v 线种子点集合为空为止. 
算法 4. 两组流线求交. 
输入:每个三角形的 u 线段表和 v 线段表. 
输出:各单条 u 线、v 线的相交点集合. 
1. 对原始网格的每个三角形 t 
2.    获取 t 上所有 u 线段及其相邻三角形中的 u 线段,构成 u 线段集合 ulist, 
3.    获取 t 上所有 v 线段及其相邻三角形中的 v 线段,构成 v 线段集合 vlist, 
4.    依次取出 ulist 流线段 uline 
5.       依次取出 vlist 流线段 vline; 
6.       判断 uline 与 vline 是否相交,若相交求交点,并将此交点按所在流线段的顺序放置到 uline,vline

所在单条 u 线、单条 v 线的相交点集合中. 
算法 5. 新网格生成. 
输入:各单条 u 线、v 线上的交点集合. 
输出:CGAL 的新网格. 
1. 每个交点都落在一条 u 线和 v 线上.将 u 线上的点的连接关系定义成南北连接,v 线上点的连接关系定义

成东西连接,也就是说,一个点最多有东西南北 4 个相邻点. 
2. 每个交点按东南西北 4 个方向将平面分成 4 个区域,按逆时针方向分别为东北、西北、西南、东南. 
3. 遍历所有单条 u 线,根据与 v 线交点出现的顺序提取交点间的南北拓扑关系; 
4. 遍历所有单条 v 线,根据与 u 线交点出现的顺序提取交点间的东西拓扑关系; 
5. 从任意一个交点 p 出发,按东北、西北、西南、东南的顺序找出没有生成多边形区域; 
6. 从此区域出发,按逆时针方向前进,直至回到交点本身,从而构成一封闭集合,这就是新网格上的一个多

边形面. 
7. 用类似的方法遍历 p 点的 4 个区域,直至所有交点的 4 个区域都遍历完成,即可构成新多边形网格. 
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