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Abstract:  Within the internal organization of the data, the data points respectively play three different structural 
roles: the hub, centroid and outlier. The neighborhood-based density factor (NDF) used in the neighborhood based 
clustering (NBC) algorithm has the ability of identifying which points act as hubs, centriods or outliers in 
separated-well data set. However, NDF often works poorly in the circumstances of noise and overlapping. This 
paper introduces a polynomial kernel based neighborhood density factor (PKNDF) to address this issue. Relying on 
the PKNDF, a structural data clustering algorithm is further presented which can find all salient clusters with 
arbitrary shapes and unbalanced sizes in a noisy or overlapping data set. It builds clusters into the framework of 
directed trees in graph theory and thereby each point is scanned only once in the process of clustering. Hence, its 
computational complexity is nearly linear in the size of the input data. Experimental results on both synthetic and 
real-world datasets have demonstrated its effectiveness and efficiency. 
Key words:  data clustering; polynomial kernel; neighborhood-based density factor; directed tree; graph theory; 

overlapping data; structural role; structural clustering 

摘  要: 各个点在数据内部的组织结构中自然地扮演着 3 种不同的结构性角色,分别是毂、质心和野值.在基于邻

域的聚类算法中,邻域密度因子能够识别分离数据集中的毂、质心和野值.但是,邻域密度因子对有噪声和重叠的数

据往往失效.为了解决该问题,引入了基于多项式核的邻域密度因子,并在有向树框架下,提出了一种结构化的数据

聚类算法,其计算复杂度线性于输入数据的大小.对带有噪声和重叠的数据集,该算法能够找到所有显著的、任意形

状的不均衡聚类.在人工和真实数据集上的实验结果都证实了该算法的有效性和快速性. 
关键词: 数据聚类;多项式核;邻域密度因子;有向树;图论;重叠数据;结构性作用;结构化聚类 
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中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

在机器学习、模式识别和计算机视觉等领域中,数据聚类研究一直是一个非常活跃且重要的课题[1−4],其目

的是通过某种相似性度量,将数据集合划分为若干个有意义的子集从而发现隐藏的数据内部结构.一般而言,数
据呈两种分布形式[5−7],即云状(clouds)分布和流形状(manifold)分布.现有的大多数聚类方法都是基于紧性准则,
典型的如 k-均值[1]、模糊 c-均值[3]、谱(spectral)聚类[4]、逐对(pairwise)聚类[6]等.它们都能够有效地发现云状数

据中的聚类,特别是分离性很好的云状数据,如图 1(a)所示[7].但是,它们对流形状的数据往往聚类失败[7−9],即使

是分离性很好的简单流形数据,如图 1(c)所示.因为它们通常直接或间接地将两两数据间的欧氏(Euclidean)距离

作为相似性度量,并且寻找相互距离 近的点使其成为同一类以达到类内相似性 大,或者类内相异性 小的

目的.然而,对于流形状数据来说,类间距离往往小于类内距离,即类内相似性小于类间相似性,这恰恰与紧性准

则相悖.因此,流形状数据的聚类问题近年来受到了极大的关注,并因此而涌现出了许多新颖的聚类算法,例如

基于路径的逐对聚类方法[7,8],鲁棒的基于路径的谱聚类方法[9],DBSCAN[10]和基于邻域的聚类(NBC)算法[11].前
两者分别是对原来只强调紧性的逐对聚类算法[6]和谱聚类算法[4]的改进.正如所期望的那样,它们能够处理一

些不相交的流形状数据,如图 1(c)所示,但对如图 1(d)所示的噪声和野值仍然相当敏感.后两者,即 DBSCAN 和

NBC,都是基于密度的方法.除了利用原有数据间的几何距离之外,它们还利用了数据点的局部密度信息.它们

独立于某个给定的相似性度量,并认为一个聚类是由一些局部稠密点组成的一个集合,因此,它们能够发现任意

形状的不同密度的聚类,有着更广泛的适用性.相比而言,NBC 的聚类能力比 DBSCAN 更突出[11].因为在聚类过

程中,通过邻域密度因子(NDF),NBC 隐含地抓住了数据点本身所体现出的一些结构性信息部分. 
事实上,各个点在数据的内部组织结构中都自然地扮演着 3 种不同的结构性角色,分别是毂(hub)、质心和

野值(outlier).毂一般连接两个或两个以上的聚类,质心位于一簇稠密点集的中心,而野值远离所有的聚类.当然,
并非所有数据都同时包含 3 种不同的结构性数据点,例如干净(clean)且分离性好(separated-well)的数据集,如 
图 1(a)和图 1(c)所示,即可能不含野值点.但在重叠和含噪的数据集中,如图 1(b)和图 1(d)所示,这一点就体现得

特别明显.另外 ,真实数据大多是重叠的或者是含噪或含野值的 ,如人体基因表达数据 [13]、结构化的网络数 
据[14]、非规范(non-metric)的非向量接近(proximity)数据[15].准确地获取这些结构性信息对重叠或含噪数据进行

聚类非常关键. 
在基于邻域的聚类(NBC)算法中[11],一个点的邻域密度因子(NDF)被定义为该点反 k-邻域里的元素个数与

其 k-邻域里的元素个数的一个比值.一般地,NDF 值有 3 种可能,即大于 1、等于 1 和小于 1.在 NBC 中[11],根据

这 3 种不同的 NDF 值大小,所有的数据点被相应地称为稠密点、平坦点和稀疏点.由 NDF 的定义可知,稠密点

往往被许多点(指它自身的反 k-邻域中的元素)包围,直观上它看起来像这些数据点的质心.另外,如果聚类之间

相互离得很近,接近聚类边界的点很有可能是平坦点;它们将属于几个不同的聚类,即连接这几个不同的聚类,
扮演着一种类似于毂的结构性角色.而几乎没有反 k-邻居的稀疏点肯定是一个野值,因为“没有反 k-邻居”即意

味着所有点都离它很远,反过来,它离所有的聚类也很远,从而是一个野值.于是,我们说 NDF 完全有能力识别出

数据分布中,无论是云状分布还是流形状分布,也无论哪个点是质心,哪个点是毂和哪个点是野值.借助并依赖

于 NDF、NBC 有一定程度的抗噪性,并且能够发现非重叠数据中任意形状、任意大小和任意密度的聚类[11]. 
显然,k-邻域和反 k-邻域的定义涉及到两两数据点之间的一个距离度量问题.NBC[11]单纯地用欧氏距离来

衡量两两数据点之间的一个几何距离关系,这并不适用于重叠数据和含噪(noisy)数据.因为这种距离度量极其

容易将位于聚类之间的毂点或噪声点混淆为质心点,如图 1(b)和图 1(d)所示.视觉上,这些毂点和噪声点同样也

被许多点包围.这也直接导致了 NBC 对重叠数据和带有一定噪声和野值的数据无能为力.同时,NBC 还敏感于

参数 k 的选择;其算法结构也比较繁杂,并且计算复杂度相对来说也比较高.改进的基于邻域的聚类(modified 
NBC,简称 MNBC)算法[12]通过构建有向树(directed tree,简称 DT)来寻找聚类,有几棵有向树就有几个聚类.这在

很大程度上简化和加速了 NBC,并且很好地保持了 NBC 算法的优点,即能够处理简单数据中任意形状、任意大

小和任意密度的聚类.由于在构建有向树的过程中,每个数据点只需被遍历一次,从而 MNBC的计算复杂度线性
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于输入数据的大小 .正因为如此 ,该算法也被应用于一些大型的现实数据分析上 ,如图像分割 [12,16].但同样

地,MNBC 也不能很好地聚类重叠数据和带有一定噪声和野值的数据,也敏感于参数 k 的选择. 

    

 (a) Clouds of points          (b) Clouds of points        (c) Manifold-Shaped points     (d) Manifold-Shaped points 

 (a) 云状数据  (b)云状数据 (c) 流形状数据 (d) 流形状数据 

Fig.1  Toy datasets with two different distributions 
图 1  两种分布形式的数据 

针对这些问题,本文充分利用核方法的思想,即通过某个核函数将输入数据映入一个高维的特征空间,并在

特征空间中完成相应的聚类过程[17−20].事实上,核方法就是以某个核函数表示的非线性度量代替原始数据之间

的欧氏度量.径向型和内积型核函数是 常用的两个非线性核度量.径向型核度量的特点是对欧氏度量进行一

个统一的径向伸缩,并不会改变数据之间的相对距离大小,因此不会对数据点的 k 邻域与反 k 邻域产生任何影

响.所以本文不考虑径向型核函数,而是引入内积型核度量. 典型的内积型核为多项式核.很显然,2 阶以上的多

项式核度量并不具备对原始欧氏空间的平移不变性;同时,1 阶多项式核度量即为原始的欧氏度量.这些都说明

了引入多项式核度量的可行性和合理性 .于是 ,本文给出了一个基于多项式核的邻域密度因子(polynomial 
kernel based neighborhood density factor,简称 PKNDF),它能很好地确定映射后的多项式核空间中,各个特征点

所扮演的不同的结构性角色,质心、毂还是野值.利用 MNBC[12]中构建有向树的算法结构,本文进一步提出了一

种依赖于 PKNDF 的结构化的有向树数据聚类(SDTC)算法,其中,NBC[11]和 MNBC[12]为 1 阶多项式核度量下的

SDC 特例.SDTC 能够有效、快速地聚类重叠数据和噪声数据,并且不敏感于参数 k 的选择. 

1   基于多项式核的邻域密度因子 

首先回顾一下 NBC 算法[11]中邻域密度因子的定义: 
定义 1(邻域密度因子). 给定 X={x1,x2,…,xN},则任意点 x 的反 k-邻域和 k-邻域中元素个数的比值称作该点

的邻域密度因子: 
_ ( )

( )
( )

R kNB x
NDF x

kNB x
= , 

其中,|⋅|为集合的势, ( )kNB x 及 _ ( )R kNB x 分别为 x 的 k-邻域和反 k-邻域.记 ( )knn x 为 x 的 k 近邻集合, ( , )d ⋅ ⋅ 为欧

氏距离度量,并且令
( )

max ( , )
o knn x

r d x o
∈

= ,则 

( )kNB x = { }( , ) ,y X d y x r y x∈ ≤ ≠ , { }_ ( ) ( )R kNB x y X x kNB y= ∈ ∈ . 

文献[11]中指出,不同数据点的 NDF 值是互有差别的,如图 2(a)和图 2(b)所示(即文献[11]中的图 1), 稠密

的点 NDF 值 大(大于 1),它们接近于聚类中心; 稀疏的点 NDF 值 小(小于 1),它们离聚类中心 远;而平坦

点的 NDF 值等于或接近于 1,它们往往在聚类边界的附近.如果聚类之间离得比较近,如图 2(c)所示(原图见文献

[14]中的图 1),点 6 位于两个聚类(0~5,7~12)的公共边界上,因此点 6 就是一个毂.显然,点 13 的周围 稀疏,故它

是一个野值(outlier);而接近于聚类中心的点(11 和 5) 稠密.这也说明了一个点在数据内部组织结构中扮演怎

样一个结构性角色可以通过 NDF 的值来反映.然而,如果数据重叠或噪声野值点很多,如图 1(b)和图 1(d)所示,
那么毂点和野值点的 NDF 值也将因为大于 1 而被误认为是稠密点,如图 5(a)所示,这就导致 NBC[11]具有明显的

缺陷:1) 无法处理重叠的数据,如 Iris 数据[20];2) 对数据的噪声比较敏感,加入噪声后往往聚类失败;3) 严重依

赖参数 k,参数的灵敏度太高. 
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 (a) A simple data  (b) NDF values of (a)             (c) 3 structure points in a toy network 

 (a) 一个简单数据集 (b) 简单数据集内各个点的 NDF 值   (c) 一个人工网络数据集的 3 种结构性数据点 

Fig.2  Distinguished NDFs of different points are useful for discriminating different structural roles in the data 
图 2  不同数据点间互有差别的 NDF 值可用于判别不同的结构性角色 

1.1   多项式核度量的引入 

为此,考虑用多项式核度量来代替原始数据之间的欧氏度量.通常,核度量 dk(x,y)的引入可使欧氏空间中均

匀的度量变为特征空间中不均匀的度量,从相对意义上讲,使得原来距离较近的数据变得更近,原来距离较远的

数据变得更远,从而使相似数据之间的联系增强,不相似数据之间的联系变弱[17−20],其中, 

( , )kd x y = ( , ) ( , ) 2 ( , )k x x k y y k x y+ − , 
k(x,y)为某个核函数.径向型和内积型核函数是经常用的两种核函数: 

1) 径向型核函数 ( )( , )k x y f x y= − ( ⋅ 表示欧氏范数); 

2) 内积型核函数 ( )( , ) ( , )k x y f dot x y= ( ( , )dot ⋅ ⋅ 表示内积). 

Gauss 核函数和 Sigmoid 核函数均为径向型,多项式核函数则为内积型.径向型核度量的特点是对欧氏度量

进行了径向的伸缩(近的更近,远的更远),可以显著地增强数据之间的相似性,其在模糊 C 均值等方法中得到了

很好的应用[3],但是径向型核度量不会改变数据之间距离大小的次序,不会对点的 k-邻域与反 k-邻域产生任何

影响,所以,本文不考虑径向型核而引入内积型核. 典型的内积型核为多项式核 

( )Poly _ ( , ) ( , ) nk x y dot x y a= + , 

一般地,取 a=1,于是 n 阶多项式核度量可定义为: 
定义 2(n 阶多项式核度量). 

 ( ) ( ) ( )( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) 2 1 ( , )n n n
nd x y dot x x dot y y dot x y= + + + − + .  

注意,当 n=1 时,多项式核度量即等价于欧氏度量.这也从某种意义上说明了利用多项式核度量取代欧氏距

离度量的可行性和合理性. 
多项式核度量与径向型核度量具有很大的不同,径向型核度量在原始欧氏空间中具有明显的平移不变性,

但是 2 阶以上的多项式核度量没有这种平移不变性 .例如 ,取 1 1(0,0),  (1,0),  (0,10),  (1,10)x y x y= = = = ,则有 

3 3 1 1

5 5 1 1

( , ) 2.6458,    ( , ) 175.8,
( , ) 5.5678,    ( , ) 23037.

d x y d x y
d x y d x y

= =

= =
 

显然,欧氏空间中平移后两点的多项式核度量与平移前两点的多项式核度量有很大不同,而且这种不同随

着多项式阶数的增加变得更剧烈. 
为了形象地说明多项式核度量对样本空间内数据间相对距离的改变,取输入样本空间中的两个基准点

(0,0)和(2,0),对于任意数据点,这里取(1,2),它与两个基准点组成的三角形(图 3(a))通过多项式核映射仍然映为一

个三角形(图 3(b)),其中,两个基准点分别映射为(0,0)和 x 轴正半轴上的一点,数据点(1,2)则通过 3 阶多项式核度 
量被映射为特征空间中的点(2.3349,14.4758);而多项式核度量下 3 个数据间的两两距离即对应 3 条边的边长. 
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(a) Three data (0,0),(2,0) and (1,2) constitutes                  (b) Corresponding ones mapped by the polynomial 

a triangle in the input space                                     kernel with rank 3                
(a) 输入空间中由 3 个数据点(0,0),(2,0)和(1,2)组成的三角形 (b) 3 阶多项式核映射下的三角形 

Fig.3  Change of pairwise distances in the sample space measured by the polynomial kernel induced metric 
图 3  多项式核度量对样本空间内数据间相对距离的改变 

进一步地,考虑如图 4 所示中的数据集(第 1 行、第 1 列):内环用点表示,外环用加号表示.由于两个圆环有

一定的重叠,一般的聚类方法很难将二者成功分开.利用不同阶的多项式核,数据间相对距离值的变化如图 4(第
1 行第 2 列至第 3 行)所示,从上到下,从左到右,多项式核的阶数分别为 n=3,4,5,6 和 7.可以发现,随着多项式核阶

数的增加,内环点越来越集中在原点附近,外环点则相对分散;命题 1 对其给出了数学上的近似描述.显然,这一

点非常有利于对重叠数据进行聚类. 

 

Fig.4  Inter-Distances between overlapping points vary with the rank of used polynomial kernel, where points on 
the inner and outer circle are denoted by “·” and “+” respectively 

图 4  不同阶多项式核下重叠环数据间的相对距离示意图(点表示内环数据点,加号表示外环数据点) 

命题 1. n 越大,内侧点相对地越靠近原心,外侧点相对地越分散. 
证明:假设 1 1, (1 ) ( 0)x x y r x r= = + > ; 2 2( 1), ( )x cx c y c r x= > = + 为同一条直线上的 4个点;并且可视 1 1,x y 为内

侧的两个点, 2 2,x y 为外侧的两个点(因为 1c > );这样,内侧上的两点 x1,y1 之间的欧氏距离显然等于外侧上的两

点 x2,y2 之间的欧氏距离,即 

1 1

2 2

( , ) 1
( , )

rxd x y
d x y rx

= = , 
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但是由定义 2 可知,它们的多项式核距离显然不同.具体地,根据式(1.2)有, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 22

1 1

2 2 22 22 2

1 1 (1 ) 2 1 (1 )( , )
( , ) 1 1 ( ) 2 1 ( )

n n n

n
n n n

n

x r x r xd x y
d x y c x c r x c c r x

+ + + + − + +
=

+ + + + − + +
, 

分子分母同除以
221 ( )c r x+ + 得 

1 1 1 2 3

2 2 4 5

( , ) ( ) ( ) 2( )
( , ) ( ) 1 2( )

n n n
n

n n
n

d x y a a a
d x y a a

+ −
=

+ −
, 

其中, 
 2 22

1 (1 ) (1 ( ) )a x c r x= + + + , 
2 22 2

2 (1 (1 ) ) (1 ( ) )a r x c r x= + + + + , 

 2 22
3 (1 (1 ) ) (1 ( ) )a r x c r x= + + + + , 

  2 22 2
4 (1 ) (1 ( ) )a c x c r x= + + + , 

2 22
5 (1 ( ) ) (1 ( ) )a c c r x c r x= + + + + . 

由于 ai∈(0,1)(i=1,2,3,4,5),因此 lim( ) 0n
in

a
→∞

= ,即 1 1

2 2

( , )lim 0
( , )

n
n

n

d x y
d x y→∞

= ,这意味着当 n 比较大时,内侧点间的距离比外侧

点间的距离要小得多.因此,从相对意义上讲,n 越大,内侧点越靠近原心,外侧点则越分散. □ 

1.2   基于多项式核的邻域密度因子 

于是,定义 1 中的欧氏距离度量 (  , )d ⋅ ⋅ 被取代为 ( , )nd x y ,即为基于多项式核的邻域密度因子(PKNDF). 

定义 3(基于多项式核的邻域密度因子). 在多项式核特征空间中,任意一个特征点 x 的反 k-邻域和 k-邻域中 
元素个数的比值称为该特征点的一个基于多项式核的邻域密度因子,即 

_ ( )
PKNDF( )

( )
PK

PK

R kNB x
x

kNB x
= . 

相应地,记 ( )PKknn x 为核特征空间(记 kerX )中 x 的 k 近邻集合,则多项式核特征空间 kerX 中 x 的 k-邻域为 

( )PKkNB x = { }( , ) , ny X d y x r y x∈ ≤ ≠ , 

反 k-邻域为 { }_ ( ) ( )PKR kNB x y X x kNB y= ∈ ∈ ,其中
( )

max ( , )
PK

no knn x
r d x o

∈
= . 

同样,PKNDF 的值也有 3 种可能,即大于 1、等于 1 和小于 1,也能反映出每个特征点所扮演的不同结构性

角色.PKNDF 值大于或等于 1 的点充当某些聚类的质心,PKNDF 值接近于 0 的点即为野值,而 PKNDF 值小于 1
但接近于 1(一般大于 0.5)的点是毂.直观地,质心点可用以生成聚类,而毂点用以终止某个聚类的继续扩张,野值

点被排除在任何聚类之外. 
然而,如前所述,对于重叠或含噪数据集而言,定义 1 中的 NDF 并不能正确地反映出各个点在数据内部组织

中所扮演的“真正”结构性角色,如图 5(a)所示,椭圆标记处的一些毂点(○表示)或噪音点(△表示)都成了质心点

(+表示),因此这将直接导致 NBC 算法不易将重叠聚类分开.但是,如图 5(b)所示,PKNDF 却对这些数据点所扮演

的结构性角色作出了正确的判断,这对处理重叠或含噪聚类非常关键,因此可以说引入多项式核度量并进一步

提出 PKNDF 对这些类型数据的识别具有积极意义.于是,借助于这个 PKNDF,下面将给出一个结构化的数据聚

类算法,该算法的聚类过程实质上是一个生成有向树的过程. 
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 (a) NDF (k=10)   (b) PKNDF (n=5,k=10) 

Fig.5  Discriminated structure points in the same dataset by NDF (left: n=1, k=10) and PKNDF (right: n=5, k=10) 
图 5  相同数据集内分别由 NDF(左:n=1,k=10)及 PKNDF(右:n=5,k=10)判别的不同结构性角色 

2   结构化的有向树数据聚类算法 

首先给出有向树等相关的图论概念. 
定义 4(有向图和有向路径 )[12,21]. 有向图 G(V,E)为具有结点集 { }1 2, ,..., NV X x x x= = 和有向边集

{ }( , )E e i j= 的连通图(始点为 xi,终点为 xj,且 xj称为 xi的子结点).另外,对于有向边集 1{ ,..., }ne e ,若 e1的始点为A,en

的终点为 A′,并且 ek 的终点为 ek+1 的始点 ( 1,..., 1)k n= − ,则称 1{ ,..., }ne e 为 A 到 A′的有向路径. 

基于定义 4,有向树大致可分成两种:自下而上(B-U)和自上而下(T-D),分别定义如下: 
定义 5(有向树)[12,21]. 有向图称为有向树,若不存在循环路径(即节点 A 到自身的有向路径)并且存在唯一的

节点 R 满足:(1) 节点 R 不是任何有向边的始点(终点);(2) 任意一个不是 R 的结点 A 恰好为一条有向边的始点

(终点);满足上述条件的结点 R 分别称为 B-U 和 T-D 有向树的根结点. 
相应地,构建有向树的方法也可以分成两种:“寻根”和“繁殖”,如图 6 所示.对于“寻根”方法来说,从任意结点

出发,顺着每条边的始点到终点,寻找其父亲结点,自下而上,一直到根结点为止,这样有着共同根结点 R 的所有

结点就形成了一棵有向树,即生成一个聚类.对于“繁殖”方法来说,事先选定一个具有繁殖能力的结点作为根结

点 R,从 R 出发,不断地繁殖其孩子结点,顺着每条边的始点到终点,自上而下,一直到所有新的孩子结点都不再具

有繁殖能力为止,这样,根结点 R 及其所有的子结点、子结点的子结点等等,就构成一棵有向树,即一个聚类. 

 
  (a) Top-Down (b) Bottom-Up 
  (a) 自上而下  (b) 自下而上 

Fig.6  Two ways of building directed tree 
图 6  生成有向树的两种方式 

本文采用与文献 [12]中 MNBC 算法一样的 “繁殖 ”方法 .以样本集作为结点集 ,规定只有质心点

( PKNDF( ) 1x ≥ )才具有繁殖能力,其余两种结构性结点均无繁殖能力.如此,所有结点大致可以分为两类:具有繁

殖能力的结点和不具有繁殖能力的结点.具有繁殖能力的质心结点可以有子结点;不具有繁殖能力的毂结点不

能有子结点,只能作为边的终止结点;而剩下没有繁殖能力的野值点不能成为任何边的结点,其算法如下: 
算法 1. 结构化的有向树数据聚类(SDTC)算法. 
(1) 给定样本集 { }1 2, ,..., NX x x x= ,输入 k,利用多项式核度量计算每个样本点的 PKNDF( )ix , 1,2,...,i N= . 

(2) 初始化 V=X,Num_trees=0, Itrees = ∅ . 
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(3) 如果∀x∈V, PKNDF( ) 1x < ,则算法终止;否则,转(4). 
(4) 任意选择 x V∈ 满足 PKNDF( ) 1x ≥ 为根节点,其 PKkNB 内除自身外的所有结点作为其子结点.即 x 与其

PKkNB 内所有结点间建立有向边,形成一棵初始有向树,记 { } ( )PKItrees x kNB x= ∪ ,并令 ( )PKI kNB x= . 

(5) 遍历集合 I 中满足 PKNDF( ) 1y ≥ 的结点 y 作为内部结点(具有繁殖能力的子结点)以扩展初始有向树.
即建立 y 到其 PKkNB 内所有结点的有向边(除生成有向树上已存在的结点).记 

{ }( ), ,PKNDF( ) 1,PKI t t kNB y t Itrees y y Itrees= ∈ ∉ ≥ ∈ , 

令 Itrees Itrees I= ∪ . 
(6) 若 { }PKDND( ) 1y I y∈ ≥ ≠ ∅ ,则重复(5);否则, _Final trees Itrees= , _ _ 1Num trees Num trees= + . 

(7) 输出有向树 _Final trees ;令 \ _V V Final trees= ,返回(3). 
(8) 每棵有向树 _Final trees 为一个聚类, _Num trees 为聚类个数;未出现在任何一棵有向树上的结点称为

野值(0 类). 
该算法中,计算每个样本点的 PKNDF 值即步骤(1)复杂度 高,涉及到数据间两两距离的计算,复杂度为

O(N2),其中 N 为结点总数,即样本点总数.事实上,几乎所有算法都要涉及数据之间距离的计算.因此,若不考虑步

骤 1 的计算复杂度,则该算法的计算复杂度线性于样本点个数,即 O(N)[12],因为每个样本点只需被遍历一次.正
因为如此,该算法被广泛地应用于大规模的数据分析问题,如图像分割[12,16].进一步地,由文献[16]可知,每棵有向

树实际上都对应于一个等价类(质心点),因此,该算法对初始质心结点的选取鲁棒,即无论从哪个质心结点开始

生成有向树,聚类结果都相同.如图 7 所示,X={x1,x2,x3,x4,x5},当 1, 2n k= = 时,分别以质心点 x1,x2,x3 为根结点,

算法 1 生成 3 棵不同的有向树,但生长在有向树上的结点相同,均为{x1,x2,x3,x4}并且 x5 均被判为野值.另外,由
于 1 阶多项式核度量等价于欧氏度量,因而 MNBC 算法为 SDTC 算法的一个特例,等价于 1 阶 SDTC 算法. 

 

Fig.7  Simple illustration of the generation of directed tree 
图 7 有向树生成的简单示意图 

3   实验与分析 

首先比较本文算法 SDTC与文献[3]中的 NBC算法,其次比较 SDTC与:模糊 C均值(FCM)[1]和谱聚类(SC)[4]

这两种经典算法. 

3.1   与NBC算法的比较 

如前所述,NBC 算法有 3 点不足:(1) 无法处理重叠数据集;(2) 对噪声比较敏感,甚至常导致聚类失败; 
(3) 严重依赖参数 k,对其敏感度过高.本节试图通过数据实验来说明 SDTC 算法能克服 NBC 算法的上述不足. 
3.1.1   重叠数据与含噪数据上的实验 

首先考虑由 3 个环组成的数据(如图 8 所示),内环、中环、外环分别具有 100,200,300 个数据点,随着环的

宽度从左到右由 0.2,0.3,0.35 逐渐地增加为 0.4,3 个环之间的重叠性越来越大 .实验结果显示 ,仅对数据

a(w=0.2),NBC 可以成功聚类,而对于数据 b,c,d,NBC 的聚类均告失败.而本文 SDTC 算法对于数据 a,b,c,d 则都

能聚类成功(详见图 7),说明 SDTC 能够处理重叠数据的聚类问题. 



 

 

 

丁军娣 等:基于多项式核的结构化有向树数据聚类算法 3155 

 

Fig.8  Experimental results on three concentric circles with different widths. From up to down, the three rows are 
input data, clustering results and cluster labels. From left to right, the parameter settings are n=1, 3, 3 and 7, 

k=18, 16, 17 and 10 respectively 
图 8  4 个不同宽度的 3 个同心圆数据集上的实验结果.自上而下,1~3 行分别为输入数据,聚类结果及类标号;

从左往右,1~4 列分别是 NBC,三阶、三阶和七阶 SDTC 的聚类结果,其中 k=18,16,17,10 
随后考虑由两个环组成的数据,并加入随机噪声,内环为 200 个点(加号表示),外环为 300 个点(星号表示),

同时加入了 200 个随机噪声点(点表示),详见图 1(d),分别使用 NBC 算法和五阶多项式核的 SDTC 算法进行实

验, 优结果如图 9 所示.显然,NBC 聚类完全失败,而 SDTC 则自然地将内环和外环聚为不同的两类(虽然有些

噪声点被错分进了内环). 

 

Fig.9  Experimental results on a two concentric circles contaminated by noise. The first two columns are ones by 
NBC (n=1, k=21); and the last two columns are ones by STDC (n=5, k=17) 

图 9  加入噪声的两个环的实验结果.前两列:NBC(n=1,k=21);后两列: SDTC(n=5,k=17) 
3.1.2   参数的灵敏度 

NBC 算法的聚类结果对参数 k 非常敏感,限制了 NBC 的应用.为了探讨 SDTC 算法对参数 k 的敏感度,考
虑图 1(c)中简单的流形状数据集,它包含两个分离的同心圆.具体实验结果见表 1,黑体表示能够将数据聚为两

类,且内环与外环所属的类不同(即将两类分开)时的结果.表 1 中,k 从 6~25 取值,计算 NBC 算法和 3~6 阶 SDTC
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算法的错分率与聚类个数;并且只对能够将两类分开的聚类结果计算错分率,否则认为聚类失败.如果前 120 个

点所属的 大聚类 c1 和后 180 个点所属的 大聚类 c2 不同,则认为将两类分开,否则认为没有将两类分开,聚
类失败.错分率的计算公式为:前 120 个数据点的类标号不等于 c1 的个数/120+后 180 个点的类标号不等于 c2
的个数/180. 

Tabel 1  Test results of parameter sensitivity 
表 1  参数敏感度测试结果 

Error rate/cluster number NBC  SDTC of rank 3 SDTC of rank 4 SDTC of rank 5 SDTC of rank 6 
k=6 83.67%/23 59.33%/11 67.00%/10 57.00%/7 43.33%/6 
k=7 68.00%/17 34.67%/5 35.00%/5 34.33%/8 39.67%/7 
k=8 39.67%/7 34.67%/4 27.00%/3 27.67%/3 29.33%/4 
k=9 37.67%/4 26.00%/3 35.67%/4 36.67%/4 4.67%/2 

k=10 10.33%/3 10.33%/3 25.33%/3 2.33%/2 3.67%/2 
k=11 0 / 2 10.33%/3 0.67%/2 2.33%/2 3.00%/2 
k=12 19.33%/4 0/2 0.67%/2 1.33%/2 2.33%/2 
k=13 11.00%/4 0/2 0.67%/2 2.33%/2 4.67%/2 
k=14 Failure/1 0/2 0.67%/2 2.33%/2 7.67%/2 
k=15 Failure/1 0/2 2.00%/2 5.00%/2 13.00%/2 
k=16 Failure/1 0.67%/2 4.33%/2 7.33%/2 14.67%/2 
k=17 Failure/1 2.67%/2 7.33%/2 11.00%/2 18.33%/2 
k=18 Failure/1 4.67%/2 8.33%/2 12.33%/2 20.67% (F)/2 
k=19 Failure/1 6.67%/2 10.33%/2 15.67%/2 23.33% (F)/2 
k=20 Failure/1 9.67%/2 13.33%/2 19.00%/2 25.33% (F)/2 
k=21 Failure/1 11.67%/2 16.00%/2 20.33% (F)/2 27.00% (F)/2 
k=22 Failure/1 14.33%/2 18.33/2 23.33% (F)/2 28.00% (F)/2 
k=23 Failure/1 14.67%/2 20.33% (F)/2 24.67% (F)/2 30.33% (F)/2 
k=24 Failure/1 18.33%/2 23.33% (F)/2 27.00% (F)/2 32.00% (F)/2 
k=25 Failure/1 20.33% (F)/2 24.67% (F)/2 29.67% (F)/2 36.33% (F)/2 

可以看出,NBC 算法仅当参数 k=11 时获得完全成功,而 SDTC 算法则显示出了对参数 k 的不敏感性.对于

SDTC 而言,多项式核的阶数从 3 阶~6 阶,至少存在 10 个 k 的参数值能够使数据聚为基本的内环和外环两类.
图 10 分别给出了不同参数的 NBC 与 SDTC 对于数据错分率和聚类数目的变化趋势.由图 10 的左边可以看

出,NBC 算法的错分率非常剧烈地随 k 而发生变化,相反,SDTC 算法的错分率变化则要平缓得多;图 10 的右边

则显示了聚类数目的变化情况,NBC 仅在 k=11 时可以聚为所期望的两类,而 SDTC 对于大部分 k 都能够将数据

聚为基本的两类.这表明参数 k 的选取对 SDTC 的影响要远小于对 NBC 的影响. 

 

Fig.10  Comparisons of NBC and SDTC on error rate and cluster numbers varied with the parameter k 
图 10  参数 k 取不同值时 NBC 和 SDTC 在错误率和聚类数目上的比较 

3.1.3   云状数据和 Iris 数据上的实验 
NBC 算法的另一个比较明显的不足是对云状数据的聚类能力不够,通过多项式核的映射则能够获得改善.

图 1(b)为一个云状数据的例子,有 3类组成,每一类均为平面上的一个正态分布,各有 100个数据点(分别用加号、

星号和点号表示).图 11 显示了 NBC 和三阶、四阶、五阶核 SDTC 的 佳实验结果.从图中可以看出,NBC 无法

将 3 类分开,第 1 类和第 3 类被分成了一类,而不同阶核的 SDTC 均能将 3 类分开.由此可见,对于云状重叠数据

集,SDTC 同样也能获得令人满意的聚类结果. 
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Iris 数据是常用的聚类测试数据,共有 150 个数据点组成 3 类,第 2 类和第 3 类有一定重叠.NBC 算法无法

成功聚类 Iris 数据,总是将第 2 类和第 3 类聚为一类,而多项式核的 SDTC 算法比较成功地将 Iris 数据聚为 3 类,
结果见表 2(聚类结果中的 0 类即为野值). 

 

Fig.11  Experimental results on the overlapping data with clouds of points. From left to right, the four columns are 
results clustered by NBC (k=9), SDTC (k=11, 14 and 14) respectively, where points denoted by “○” are outliers 

图 11  云状重叠数据集的聚类结果.第 1~4 列分别为 NBC,3 阶、4 阶、5 阶 SDTC 的聚类结果, 
参数分别为 k=9,11,14 和 14,其中圆圈表示 0 类(被判为野值) 

Table 2  Clustering results on Iris by the polynomial kernel induced metric 
表 2  利用多项式核度量的 Iris 数据聚类结果 

Rank 5 Rank 6 Rank 7 Rank 8 SDTC 
(k=12) Error  

number 
Outlier  
number 

Error 
number

Outlier 
number

Error 
number

Outlier 
number

Error 
number

Outlier  
number 

Class I 0 6 0 6 0 6 0 6 
Class II 2 4 2 7 5 4 5 4 
Class III 10 4 10 5 10 6 10 6 

3.2   与FCM和SC算法的比较 

在第 3.1 节中,通过实验已经表明 SDTC 算法能够克服 NBC 算法的几个不足,能够聚类多种类型的数据,同
时具有对噪声、野值以及参数选择的鲁棒性.本节将 SDTC 算法和两种经典的算法——模糊 C 均值(FCM)和谱

聚类(SC)算法进行比较.相对于 FCM 和 SC,SDTC 大的区别在于不需要事先给定聚类的数目,也就是说,本文

算法不需要对聚类个数有先验的了解,只要选定参数 k,就可以自动地将数据进行聚类.本节中,首先对一些人工

数据进行实验,然后对加入野值和噪声的 Iris 数据进行实验. 
3.2.1   人工数据上的实验 

考虑在两个人工数据(如图 12 所示)上对 3 种算法进行比较:嵌入两个随机分布方形(各有 100 个点)的圆环

(200 个点)数据集及 3 个螺旋臂(各有 200 个点)的数据集.从图 12 的结果可以看出,本文算法对这两个数据集都

有很好的聚类结果.FCM 作为 常用的聚类方法之一,注重数据空间上的联系,但不能充分挖掘数据的内部结

构,因而对第 1 个数据集只能将两个方形数据分开,而不能聚类圆环;对第 2 个数据集尽管能从空间上分为了 3
类,但并不能正确地对应于 3 个螺旋臂.谱聚类是目前研究较多的聚类方法,与 FCM 相比,谱聚类更能够发现数

据的内部结构,但当数据的结构较复杂时,谱聚类并非都能成功.从图中可以看出,SC 虽然比 FCM 的聚类结果相

对要好些,但仍不能完全将数据聚为正确的 3 类,仅能部分地发现数据的内部结构.本文算法 SDTC 继承并加强
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了 NBC 的聚类能力,能够发现不同形状、不同类型的数据结构,通过适当调整参数,获得了对两个数据均为满意

的结果. 
3.2.2   加入野值和噪声的 Iris 数据实验 

模糊 C 均值和谱聚类都可以成功地对 Iris 数据进行聚类,由第 3.1.3 节可知,五阶以上的核 SDTC 也能成功

聚类 Iris 数据.为了比较 SDTC,FCM 和 SC 对噪声和野值的鲁棒性,利用这 3 种算法对加入一些野值与噪声样本

的 Iris 数据进行分别聚类.首先在 Iris 数据中加入 4 个野值(a,0,0,0),(0,a,0,0),(0,0,a,0)和(0,0,0,a),并将本文的算

法与模糊 C 均值和谱聚类方法进行比较,结果见表 3. 

       

       
Fig.12  Experimental comparisons on two synthetic datasets. From left to right, the four columns are the ideal 

clusters and results by 3-rank SDTC (k=15, 17), FCM (c=3) and SC (num=3) 
图 12  两个人工数据的聚类比较结果.从左往右,一至四列分别为理想分类图(三类)、3 阶 SDTC(k =15,17)、

FCM(c=3)和 SC(num=3) 

Table 3  Comparison results with the added outliers 

表 3  加入野值后的聚类结果和比较 
Error number Methods 

Iris a=10 a=20 a=50 a=60 
I 0 0 0 0 
II 5 2 1 46 FCM (c=3) 
III 10 14 26 0 
I 0 0 0 0 
II 1 50 47 46 SC (num=3) 
III 13 0 0 0 
I 0 0 0 0 
II 2 2 2 2 SDTC 

(k=12, n=5) 
III 10 10 10 10 

其次,在 Iris 数据中加入 10 个随机噪声数据,每个噪声数据的 4 个坐标均在区间[0,a]内随机取值,采用与上

面相同的参数,3 种算法的结果如图 13 所示.图 13 中,横坐标为野值向量中 a 的值,纵坐标为错分个数.显然,从表

3 和图 13 可以看出,噪声和野值对本文方法的聚类结果几乎没有影响,但对模糊 C 均值和谱聚类的影响却相对

较大,从而使聚类失败. 

4   结束语 

本文提出了一种结构化的有向树聚类(SDTC)算法,其中引入的基于多项式核的邻域密度因子能够抓住数

据点本身所体现的结构性信息.在人工和真实数据上的实验显示了 SDTC 对一些复杂的流形或云状数据都具

有良好的聚类能力,并且对噪声、野值及参数的选择具有一定程度的鲁棒性.与 NBC[11]及经典的聚类算法 FCM
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和 SC 相比,SDTC 显示出了较强的聚类优势. 
另外,由于邻域密度因子仅仅与每个点 k-邻域及反 k-邻域内点的个数有关,因此针对不同类型的数据集,只

要能够合理地定义出相应的相似性度量,SDTC 即可推广到多种类型的数据集,而不仅仅局限于本文给出的一

些数值型数据集,如符号值数据集、人脸数据集、图像像素集或网络数据集等.实际上,已有文献[12,16]在做这方

面的工作.同时,这也是本文后续将要进一步考虑的研究问题和主攻方向. 

 

Fig.13  Experimental comparisons on Iris data with different outliers (left) and noise (right) 

图 13  加入野值后的(左侧)和加入随机噪声后(右侧)的 Iris 数据聚类结果和比较 
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