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Abstract:  This paper considers the problem of decomposing a polyhedral surface or a polyhedron into simpler 
components: Monotone patches or terrain polyhedra. It is shown to be NP-complete to decide if a polyhedral surface 
can be decomposed into k monotone patches, by constructing a geometric model to make a reduction from SAT 
(satisfiability) problem. And the corresponding optimization problem is shown to be NP-hard. Then, the method is 
extended to the problems of decomposing a polyhedron with or without holes into the minimum number of terrain 
polyhedra, both of which are also shown to be NP-hard. 
Key words:  mesh decomposition; monotone patch; terrain polyhedron; NP-complete 

摘  要: 主要讨论了两类多面体网格剖分问题——网格表面单调剖分和地形多面体剖分.首先研究了判定一个多

面体表面能否被剖分成 k 个单调片的问题,通过构造与 SAT 问题(satisfiability problem)相应的几何模型,证明出该判

定问题是 NP 完全的,而与之对应的最优剖分问题是 NP-hard 的.然后将证明方法推广到地形多面体剖分的问题:将
一个带洞多面体或者简单多面体剖分成最小数量的地形多面体,这两个问题都被证明是 NP-hard 的. 
关键词: 网格剖分;单调片;地形多面体;NP 完全 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

三维多面体网格剖分(简称网格剖分)是指按照一定的几何拓扑特征,将三维多面体网格模型或者模型的表

面分割成一组数量有限的、各自具有简单形状意义的子多面体或子分割片(patch)的工作.近年来,网格剖分算法

在计算几何、计算机图形学、模式识别和计算机辅助设计等多个领域内都得到了越来越多的研究和应用.认知

心理学认为:人类对物体形状进行识别时,部分地基于“分割”,复杂物体往往被看作是简单的基本元素或者组件

的组合[1−4].由于剖分出来的子模型更加简单,也更易于计算机的处理和绘制,因此,网格剖分被广泛地应用于几

何变形[5−8]、碰撞检测[9−12]、纹理映射[13−16]和网格简化[17,18]等多个问题中. 
三维多面体网格剖分问题主要分为两类:一类称为实体剖分(solid decomposition),指的是将三维多面体本

身分割成多个子多面体;另外一类称为表面剖分(surface decomposition),指的是将三维多面体的表面分割成多
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个子分割片. 
早在 1982 年,Lingas[19]就证明了三维多面体的 小凸剖分问题是NP-hard的.Chazelle[20]证明了对一个含有

n个顶点的多面体进行凸剖分,剖分结果将会得到O(n2)个凸多面体,而且在 坏情况下,这个下界是紧的.这就使

得实体剖分算法的实际应用价值受到了很大的限制,而且在实际应用中往往不需要去直接分割多面体,因此,网
格表面剖分问题就得到了很多研究人员的重视. 

由于实体剖分算法存在着局限性,实际应用中往往只需要将多面体的边界——多边形网格表面——分割

为不同的子分割片,称为网格表面剖分.1997 年,Chazelle等人[21]证明了一个非常重要的结论:包含r个凹边(reflex 
edge)的多面体,表面可剖分为 18r−2 个凸的分割片,且给出了一个复杂度为O(n+rlogr)的剖分算法.相对于实体

凸剖分的平方量级结果来说,该结论表明,网格表面凸剖分的结果是线性O(r)的,而且独立于多面体顶点数n.可
见,表面凸剖分更加具有实用价值[9,18].Chazelle[22]同时也证明了多面体表面的 小凸剖分问题仍然是NP完全

的.值得一提的是,文献[21]的证明过程中所剖分出来的每一凸分割片相对于xz平面都是单调的.因此,网格表面

单调剖分算法也具有相同的结果,剖分所得到的单调片的个数也是线性O(r)的,而且不多于 18r−2.所以,网格表

面单调剖分算法也同样具有很好的应用价值.但是,目前关于单调剖分算法的研究和应用还很少,Li等人[10]利用

一个启发式的单调剖分算法和图形硬件来加速碰撞检测,算法实现简单而且快速达到实时.相对于这些结果,本
文将证明以下几个问题的难度: 

MMSD(minimum monotone surface decomposition):将一个多面体的表面剖分成 小数量的单调片; 
k-MSD(k-monotone surface decomposition):判定一个多面体的表面能否被剖分成 k 个单调片; 
MTPD(minimum terrain polyhedron decomposition):将一个多面体剖分成 小数量的地形多面体; 
k-TPD(k-terrain polyhedron decomposition):判定一个多面体能否被剖分成 k 个地形多面体. 
本文第 1 节给出一些基本概念的定义.第 2 节证明 k-MSD 是 NP 完全问题,MMSD 问题是 NP-hard 的.第 3

节讨论地形多面体的剖分问题,证明对于带洞的多面体或者简单多面体,k-TPD 是 NP 完全问题,MTPD 问题是

NP-hard 的. 后在第 4 节进行总结并且讨论几个仍未解决的问题. 

1   基本概念 

在多项式时间内,由确定型图灵机(deterministic Turing machine,简称 DTM)可以解决的问题称为 P 类问题;
如果一个问题,其解法在多项式时间内可以由一个非确定型图灵机(nondeterministic Turing machine,简称 NTM)
实现,那么,此问题属于 NP 类问题.如果所有的 NP 类问题都可多项式规约为问题π,则称π为 NP 难题(NP-hard).
如果某个问题是 NP-hard 的,同时又是 NP 问题,那么称其为 NP 完全(NP-complete,简称 NPC)问题.NPC 是 NP
类中 难的一类问题.NP 完全性理论的研究在实践中有着重要的指导作用,在算法设计和分析过程中,如果已

证明某问题是 NP 完全的,这就意味着面临的是一个难于处理的问题.对于它,要找出一个在计算机上可行的(即
多项式时间的)算法是十分困难的,甚至可能根本找不到.因此,对于 NP 完全问题, 好是去寻找近似解法,或者

针对该问题的某些有实用价值的特殊情况,寻找多项式时间算法.关于图灵机和 NP 完全性理论的进一步介绍

可参见文献[23]. 
下面给出几个与表面剖分相关的重要概念的定义和两个观察结论: 
凹边(reflex edge):多面体 P 的一条边 e,与 e 相关的两个面片所成内角(interior angle)大于π; 
分割片(patch):由多面体 P 的一个或多个面片及其相关联的顶点和边所构成的集合.分割片可以是连通的

或者不连通的; 
凸分割片(convex patch):多面体 P 的一个分割片σ被称为凸的,当且仅当σ完全位于其凸包 CH(σ)的边界上,

且相对于σ的每一面片,P 和 CH(σ)都位于同侧; 
单调(monotone):对于一个分割片σ,如果平行于 d 方向的任意一条直线与σ相交于至多一个点,则称σ相对

于 d 是单调的;如果σ上各点到平面π的垂直投影互不相同,则称σ相对于π是单调的; 
单调片(monotone patch):对于一个分割片σ,如果存在一个方向 d,使得σ相对于 d 是单调的,则称σ是单调的;
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否则,称σ是不单调的.同样,单调片也可以是不连通的,如图 1 所示. 
条带(strip):条带 S 是一个平行于 z 轴的平行四边形,且有两条边与 xy 平面垂直.S 在 xy 平面上投影的长度,

称作 S 的宽度;平行于 z 轴但不平行于 S 的平面与 S 的交线长度,称作 S 的高度.注意:宽度和高度虽不能确定条

带的位置和形状,但必然可以确定其面积. 
 
 
 
 
 
 

(a) A connected monotone patch of three triangles    (b) A disconnected monotone patch of three triangles 
(a) 由 3 个面片组成的连通的单调片              (b) 由 3 个面片组成的不连通的单调片 

π d
π

d

Fig.1 
图 1 

设σ为多面体P的一个分割片,n1,n2,…,nr为σ中各三角形的法向量,其中,ni=〈ai,bi,ci〉,r为σ所包含的三角形总

数.由于每个三角形面片的法向量都有两个方向,因此,下面两个观察结论成立的前提是要保证法向量的“一致

性”:P的所有法向量均指向其外侧(或内侧)[24]. 
观察结论 1. 若连通的分割片 σ是单调的 ,则存在方向 n=〈x1,x2,x3〉,使得 n与 σ的各法向量的点积

(ni⋅n=aix1,bix2,cix3)同号. 
观察结论2. 若连通的分割片σ包含 3 个法向量ni,nj,nk,它们所在的 3 条直线共面,并且由它们所构成的 3 个

夹角均不大于π,则σ必不单调. 
显而易见,观察结论 1 是成立的.观察结论 2 可以由观察结论 1 的逆否命题得出:对于如图 2(a)所示的 3 个

法向量ni,nj,nk,容易验证,任意法向量与它们的点积都不同号.图 2(b)是一个由 3 个条带S1,S2,S3组成的分割片σ,
根据观察结论 2 可知,σ不单调. 

ni

nj nk

    
Z = k

z
S1

S2

S3

 
(a) An example for Observation 2                (b) A non-monotone patch of three strips 

(a) 观察结论 2 的示例                  (b) 一个不单调的分割片,由 3 个“条带”组成 

Fig.2 
图 2 

如图 3 所示的基本模型是一个由一组条带S1,S2,…,Sn首尾相连所构成的螺旋型结构 ,其竖直边记为

e1,e2,…,en,所有条带都平行于z轴.其中,S1,S2,…,Sn−2是具有相同高度ε′的竖直矩形,都与平面z=k垂直且相邻,Sn−1

和Sn是将这两个矩形的公共边en沿着 z轴向上拉动一小段距离所得到的 ,任意两个相邻条带的夹角都是

π/3,S3,S6,S9,S12,… 平 行 于 xz 平 面 , 边 e2,e5,e8,e11,… 沿 着 y 轴 的 方 向 排 列 . 我 们 称 e1,e3,e5,e7,… 为 “ 奇 数

边”,e2,e4,e6,e8,…为“偶数边”,e2,e5,e8,e11,…为“中间边”.其中,e5,e11,e17,…既是奇数边又是中间边,称为“奇数中间

边”;e2,e8,e14,…既是偶数边又是中间边,称为“偶数中间边”. 
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由观察结论 2 可知,图 3 所示基本模型的表面单调剖分只有两种 优的剖分方式,分别称为“奇分割”和“偶
分割”.为了更清晰地描述这两种剖分方式,考虑该模型在 xy 平面上的投影,如图 4 所示.奇分割方式是沿着奇数

边将模型表面切割开,而偶分割方式则是沿着偶数边将模型表面切割开. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

z

Z=k

x

y
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S1
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S4

S11

e1

e2

e3e4

e5
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e12

S12

S6

S9 ε′

Fig.3  The gadget used in the proof 
图 3  证明过程中用到的基本结构 
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Fig.4  Odd-Cut and even-cut 

图 4  奇分割和偶分割 

2   MMSD 和 k-MSD 的难度 

本节主要将讨论 MMSD 和 k-MSD 问题的难度.证明思路是通过构造与 SAT 问题(可满足性问题)的逻辑表 

达式相对应的几何模型 ,将SAT问题规约到这两个问题上 .设 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nx x x x x x 为 2n个布尔变量 ,子句

c1,c2,…,cn是由这些布尔变量所构成的析取范式,并且同一个子句ci中不能同时包含xk和 kx . 

2.1   构造子句模型和变量模型 

为每一个子句ci构造其相应的子句模型Ci:Ci是一个被放置在y=i平面内的矩形条带,如图 5(a)所示,Ci平行

于xz平面且与y轴相交于(0,i,0)点,其宽度ε>0.这里没有必要指定Ci确切的宽度和高度,其宽度ε需要足够小,以满

足下面将给出的变量模型的限制条件,而其高度则需要足够大. 
为每一个布尔变量xk构造如图 3 所示的变量模型Xk,Xk在xy平面上的投影是一条多边形链Lk,如图 5(b)所示,

图中虚线部分表示在原模型中是不存在自交现象的,这里需要给出两个限制条件: 
(1) |Lk|必须是偶数,其中,|Lk|是Lk所包含的边的个数. 
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(2) Lk的复杂度相对于包含xk或 kx 的子句的个数必须是线性的. 

根据观察结论 2 可知,变量模型Xk的一个单调分割片 多只能包含两个相邻的条带,因此,第 1 个限制条件

是为了保证Xk只有两种 优的表面单调剖分方法.否则,如果|Lk|为奇数,则共有|Lk|种单调剖分方法.第 2 个限制

条件表明,模型的构造过程中不要求 小化|Lk|,从而使得变量模型Xk能够获得足够的空间,以避免与其他变量

模型的相交以及Xk本身的自交现象. 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) The clause-strips        (b) The projection of a variable-strip onto xy-plane 
(a) 子句模型                (b) 变量模型在 xy 平面上的投影 

z

x0

i

i+1Ci

Ci+1
y C1

C2

x

y

ε 

ε

Fig.5 
图 5 

2.2   连接子句模型和变量模型 

如果c i包含x k ,则将C i连接到X k的一条“偶数中间边”e l上;如果c i包含 kx ,则将C i连接到X k的一条“奇数 

中间边”el上.连接方式如下所示:将el的相邻两个条带Sl−1和Sl左右水平分开,然后把Sl−1连接到Ci左边(即x坐标值

较小的)那条竖直边上,把Sl连接到Ci的另外一条竖直边上,如图 6 所示,称Sl−1和Sl为Ci的“连接对”.易知,图 6 中分

别由Ci,Sl−1,Sl−2和Ci,Sl,Sl+1所构成的两个分割片都不单调,由Ci,Sl−1,Sl所构成的分割片则相对于Ci所在的平面是

单调的. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Z=k
Ci

Sl

Sl+1

elel

P(0,i,k
Sl−1 )

Sl−2

Fig.6  Attaching a clause-strip to a variable-strip 
图 6  连接子句模型和变量模型 

假定只有c 1包含x k ,只有c 2包含 ,kx 连接之后的模型在xy平面上的投影如图 5(b)所示.由于C 1被连接到 

Xk的一条偶数边上,因此,Xk的奇分割结果能够将C1包含在一个单调片中;而C2则不能.反之,Xk的偶分割结果能

够将C2包含在一个单调片中,而C1则不能,如图 7 所示.由此可知,奇分割方式对应于xk取值为真,能够将C1包含在

内,从而使得对应的子句c1取得真值;而偶分割方式对应于xk取值为假,能够将C2包含在内,从而使得对应的子句

c2取得真值. 
这里需要给出另外两个限制条件: 
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(1) 子句模型Ci的高度必须足够大,以保证能够将其对应的所有变量模型都连接起来;而Ci的宽度ε必须

足够小,以避免与其他条带相交. 
(2) 组成变量模型Xk的条带的高度ε′必须足够小,并且Xk的总高度也必须足够小,以保证Xk位于k≤z<k+1

区间内. 

C1

C2

x

y C1

C2

 

Fig.7  Two ways of decomposition depending on the truth assignment of xk

图 7  根据xk的取值不同所得到的两种剖分结果 

2.3   结论的证明 

至此,几何模型的构造已经完成,本节将给出主要结论的证明过程. 
定理 1. SAT 问题的表达式可满足的条件是,当且仅当所构造的几何模型能够被剖分成 个连 | | / 2kkN L= ∑

通的单调片,其中|Lk|表示Lk所包含的边的个数. 

X4

X2

X3

X1

证明:首先证明充分性.假定SAT问题的逻辑表达式是可满足的,
那么,如果xk为真,则对Xk进行奇分割;否则对Xk进行偶分割.这样,对于

每一个子句ci ,由于ci是可满足的,则至少有一个连接对(其对应的变

量xk满足ci)与Ci连接在一起,构成一个单调片.如果只有一个变量满

足ci,也就是说Ci只有一个连接对,则将整个子句模型Ci与该连接对连

接在一起,构成一个单调片即可.但是,如果有多个变量都能满足ci,也
就是说C i 有多个连接对 ,就必须对包含C i 的单调片进行切分 , 

从而将这些不同的连接对分割开.如图 8 所示,假设x1,x2和 4x 都能满

足ci,而 3x 不能(即x1,x2,x3为真,x4为假),则需要用两条虚拟边界线将

该子句模型切分开:其中一条将包含x1和包含x2的两个单调片分割

开,另外一条将包含x2和包含 4x 的两个单调片分割开. 

再证明必要性.为便于讨论,定义如下几个新的名称:每一个子句

模型Ci被称为一个“子句节点”,构成变量模型Xk的每一个竖直条带被称为一个“变量节点”.易知,子句节点的个 

Fig.8  Disconnecting a clause-strip 
图 8  切分子句模型

数为 n,而变量节点的个数为 | | 2kk L N=∑ ,必要性的证明主要依据以下几个简单的命题: 

命题 1. 同一个单调片所包含的子句节点,都属于同一个子句模型. 
命题 2. 同一个单调片 多只能包含一个子句节点. 
命题 3. 同一个单调片所包含的变量节点都属于同一个变量模型. 
命题 4. 同一个单调片 多只能包含两个变量节点. 
命题 5. 任意一个单调片都包含两个变量节点. 
命题 6. 如果一个单调片包含子句ci的一个连接对,则该单调片必然也包含ci所对应的一个子句节点. 
根据单调片的定义,容易验证命题 1、命题 2 和命题 3 都是成立的. 
由观察结论 2 可知,命题 4 必然成立. 
由命题 4 可知,同一个单调片 多只能包含两个变量节点,而 N 个单调片将所有的 2N 个变量节点都包含在

内,因此,每个单调片都必须包含两个变量节点,命题 5 得证. 
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由命题 5 可知,每个单调片都包含两个变量节点,而所构造的几何模型被剖分成N个单调片,因此,ci所对应

的子句节点必然与一对变量节点相连,即命题 6 也是成立的. 
综上所述,根据变量模型Xk所采用的单调剖分方式来确定xk的取值.如果Ci是通过一条偶数中间边(或奇 

数中间边)被连接到Xk的一对变量节点上的,并且它们共同构成了一个单调片,这表明ci包含xk(或 kx ),而且Xk 

采用的是奇分割(或偶分割)的剖分方式,那么xk为真(或假),并且xk的取值能够满足ci.由上述命题可知,所有的子

句都能够被满足,即SAT问题的表达式能够被满足.定理 1 得证. □ 
容易验证,k-MSD 问题能够用非确定图灵机在多项式的时间内解决,所以,k-MSD 问题是 NP 的.由定理 1 可

得出以下结论: 
定理 2. k-MSD 问题是 NP 完全的. 
定理 3. MMSD 问题是 NP-hard 的. 

3   MTPD 和 k-TPD 的难度 

如果多面体 P 包含一个面片 f(称为“基准面片”,base facet),使得对于多面体上的任意一点 p(p 在 f 上的垂直

投影点为 p′),线段 pp′均位于多面体 P 的内部,则称 P 为一个“地形多面体”.换句话说,任意垂直于 f 的直线与该

多面体的交集是一条线段,且线段的一个端点位于 f 上,如图 9 所示.本节将采用相似的思路,通过构造相应的几

何模型,证明对于带洞多面体或简单多面体,k-TPD 问题同样是 NP 完全的,而 MTPD 问题则是 NP-hard 的.尽管

该结论在文献[25]中已经得到证明,但这里所采用的几何模型更加简单,证明方法也更容易推广到其他类似的

网格剖分问题中. 

Base facetBase facet

Base facet

 

Fig.9  Examples for terrain polyhedron 
图 9  地形多面体示例 

同样,需要为每一个子句ci构造相应的子句模型Ci:Ci由前、后、左、右 4 个竖直的矩形条带首尾相连所构

成,如图 10 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

y

z

i i +1

Ci+2Ci+1Ci

Right strip

Left strip

Back strip

Front strip

i+ε 

Fig.10  Clause representations 
图 10  子句模型 
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图 11(a)由一组平行于 xy 平面的矩形首尾相连所构成,包含“左转”和“右转”两种基本结构,并且两者相继出

现;而图 11(b)中则含有一个“U 型”结构,该结构由相邻的两个同为“左转”或“右转”的基本结构所组成,包含 3 个

首尾相连的矩形,这 3 个矩形被称为“U 矩形”,而不属于“U 型”结构的矩形则被称为“LR 矩形”.类似于文献[25],
为满足多面体剖分的要求,同样需要在“U 型”结构上加入两个矩形的“小突起(tabs)”,同时,“U 型”结构的分布需

要满足如下条件:同一个“U 矩形”不能同时属于两个“U 型”结构,并且在两个“U 型”结构之间至少要存在两个

“LR 矩形”. 
为了便于下面的讨论,采用一组“圆点”d1,d2,…,d2n来代替每一个矩形,使得每一个“U型”结构的中间“圆点”

的下标为偶数,而前后两个“圆点”的下标都为奇数.然后,将图 11(a)和图 11(b)所示的两个模型的边界线沿着z轴
向上平移一段微小的距离ε,得到图 11(a′)和图 11(b′)所示的两个基本结构,需要指出的是,这两个结构均只有侧

面,没有顶面和底面.变量模型Xk是由这两种基本结构所组成的一个环状模型,它包含的“圆点”的个数为偶数,并
且Xk被放置在平面z=k到z=k+ε的区间内.图 12(a)给出了一个变量模型Xk的示例在xy平面上的投影. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabs
d1

d3

d5

d7

d2

d4

d6

d1 d7

d2

d3 d5
d4

d6

(a) (b)

Left Right

(a′)                      (b′) 
Fig.11  Sub-Models used to represent variables 

图 11  构造变量模型所采用的基本结构 

(a) (b)

Ci CiCj Cj

Xk Xk

 
Fig.12  The projection of geometric model onto xy-plane 

图 12  几何模型在 xy 平面上的投影 

容易验证,对于图 11(a′)和图 11(b′)所示的模型,剖分出来的同一个地形多面体 多只能包含两个相邻的“圆
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点”.因此 ,要将变量模型Xk剖分成多个地形多面体 ,只有两种 优的剖分方式:一种为“奇分割”,剖分结果为

d2nd1,d2d3,…;另外一种为“偶分割”,剖分结果为d1d2,d3d4,….图 13(a)显示了子句模型和变量模型的连接方式,其
中一种剖分方式将得到图 13(b)所示的结果,而另外一种剖分方式将得到图 13(c)所示的结果.图 13(c)是一个地

形多面体,而图 13(b)则不是.具体的连接方法和采用的剖分方式描述如下: 

如果c i包含x k ,则将C i连接到X k的一个“U型”结构的右侧;如果c i包含 kx ,则将C i连接到X k的一个“U型” 

结构的左侧. 
如果xk为真,则对Xk采用奇分割的剖分方式;如果xk为假,则对Xk采用偶分割的剖分方式. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Base
facet

(b)

(c)

(a)

Fig.13  Attaching a clause representation to a variable representation 
图 13  连接子句模型和变量模型 

类似地,可以得出下面的定理: 
定理 4. SAT 问题的表达式可满足的条件是,当且仅当所构造的几何模型能够被剖分成 个地 | | /kkN X= ∑ 2

形多面体,其中,|Xk|是Xk所包含的“圆点”的个数. 
证明:证明过程与定理 1 相似,这里不再赘述. □ 
定理 5. k-TPD 问题是 NP 完全的. 
定理 6. MTPD 问题是 NP-hard 的. 
利用上述的几何模型可以证明,对于带洞的多面体,定理 5 和定理 6 是成立的.为证明这两个定理对于简单

多面体来说也是正确的,需要对上述几何模型进行简单的改动:移除变量模型Xk的 后一个“圆点”d2n及其对应

的矩形,使得Xk不再是一个环形结构,然后按照同样的方式将子句模型和变量模型连接起来,具体的证明过程与

前面相似.至此,定理的证明已经完成. 

4   总  结 

本文主要讨论了三维多面体的 小表面单调剖分问题和 小地形多面体剖分问题,证明了这两个 优剖

分问题都是 NP-hard 的,与之对应的判定问题则是 NP 完全的.但是,文中所讨论的单调片必须是连通的,而将多

面体表面剖分成 小数量的不连通的单调片的问题,其难度尚未界定.而且,目前还没有较为有效的表面单调剖

分算法和地形多面体剖分算法. 
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