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Abstract:  This paper proves the binary fingerprints clustering problem for 2 missing values per fingerprint is 
NP-Hard, and improves the Figueroa’s heuristic algorithm. The new algorithm improves the implementation method 
for the original algorithm. Firstly, the linked list is used to store the sets of compatible vertices. The linked list can 
be produced by scanning the fingerprint vectors bit by bit. Thus the time complexity for producing the sets of 
compatible vertices is reduced from O(m⋅n⋅2p) to O(m⋅(n−p+1)⋅2p), and the the running time of finding a unique 
maximal clique or a maximal clique is improved from O(m⋅p⋅2p) to O(m⋅2p). The real testing displays that the 
improved algorithm takes 49% or lower space complexity of the original algorithm on the average for the 
computation of the same instance. It can use 20% time of the original algorithm for solving the same instance. 
Particularly, the new algorithm can almost always use not more than 11% time of the original algorithm to solve the 
instance with more than 6 missing values per fingerprint. 
Key words:  algorithm; complexity; fingerprint clustering; gene expression data; clique partition 

摘  要: 证明丢失值位数不超过 2 的指纹向量聚类问题为 NP-Hard,并给出 Figueroa 等人指纹向量聚类启发式算

法的改进算法.主要改进了算法的实现方法.以链表存储相容顶点集合,并以逐位扫描指纹向量的方法产生相容点集

链表,可将产生相容点集的时间复杂性由 O(m⋅n⋅2p)减小为 O(m⋅(n−p+1)⋅2p),可使划分一个唯一极大团或最大团的时

间复杂性由 O(m⋅p⋅2p)减小为 O(m⋅2p).实际测试显示,改进算法的空间复杂性平均减少为原算法的 49%以下,平均可

用原算法 20%的时间求解与原算法相同的实例.当丢失值位数超过 6 时,改进算法几乎总可用不超过原算法 11%的

时间计算与原算法相同的实例. 
关键词: 算法;复杂性;指纹向量聚类;基因表达谱;团划分 
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指纹向量聚类源自基因表达谱聚类分析.利用生物探针与一组 DNA 序列杂交,获得的杂交信息表示为实数

阵列,称为基因表达谱.由基因表达谱的聚类计算求得分类结果.目前所见基因表达谱聚类方法可以归纳为:分
层法[1−4]、K 中间值法[5]、贪心算法[6,7]、图划分法[8−11]、概率法[12−15]和自组织映射方法[16,17],该领域研究综述

可参考文献[18].近年来,Figueroa等人将基因表达谱转换为 0-1-N向量集,称为指纹向量集,将基因表达谱聚类归

为指纹向量中丢失值的计算问题[19,20].该方法解决了以前方法总存在的部分数值不能确定的困难.基因表达谱

聚类分析广泛应用于不同目的的分子生物学实验分析,在疾病诊断中具有重要价值. 
指纹向量聚类又称为带有丢失值的二进制数聚类问题 ,简记为 BCMV(binary clustering with missing 

values).每个指纹向量中所含丢失值个数对 BCMV 问题的计算复杂性影响显著.设 p 表示一个 BCMV 实例中每

个指纹向量丢失值个数的 大值,Figuroa 等人证明 p≤3 的 BCMV 问题属于 NP-Hard,并针对 p≤1 设计出 BCMV
问题的多项式时间精确算法 .其启发式算法用于一般 BCMV 问题求解 ,在实践中证明是有效的 [19].当 p≤2
时,BCMV 问题的复杂性仍是未知的. 

本文首先证明 p≤2 的 BCMV 问题属于 NP-Hard,然后改进文献[19]的启发算法.原算法依赖指纹向量集的

关联图,通过求解关联图的团划分确定指纹向量集分类,从而得到丢失位的取值.改进算法采用链表取代原算法

中的散列表存储相容点集 ,利用逐位扫描法生成链表 ,使生成链表的时间复杂性由 O(m⋅n⋅2p)减小为 O(m⋅ 
(n−p+1)⋅2p),使生成的相容点集数平均减小为原算法的 49%以下.程序实验表明,本文的改进算法平均可用原算

法 20%的时间求解与原算法相同的实例.当丢失值位数超过 6 时,改进算法总可用不超过原算法 11%的时间求

解与原算法相同的实例. 

1   问题简介 

一个指纹向量实际是生物探针与一个 DNA 序列杂交结果的解释信息,表示为 0-1-N 向量.设 X=x1,x2,…,xn

是一个指纹向量,xi∈{0,1}表示被杂交的 DNA 序列第 i 位取值已定,xi=N 则表示该位尚未确定取值,称为丢失信

息位,1≤i≤n.设 X=x1,x2,…,xn,Y=y1,y2,…,yn 为两个指纹向量,若 xi=0,yi=1 或 xi=1,yi=0,则称 xi 与 yi 不相容,否则称 xi

与 yi 相容.若 X 与 Y 的第 1,2,…,n 位均相容,则称 X 与 Y 相容.若一个指纹向量集合中的向量两两相容,则称该集

合为相容指纹向量集,简称相容集.给定指纹向量集合 F={X1,X2,…,Xm},指纹向量聚类问题欲计算 F 少可划分

为多少个相容集. 
给定指纹向量集 F={X1,X2,…,Xm}.设 Xi=xi[1],xi[2],…,xi[n],Xi 中含有丢失位数,记为 p(Xi)=|{xi[j]=N|1≤j≤n}|,

并设 p=max{p(Xi)|1≤i≤m},因此,又将确定参数 p 的指纹向量聚类问题记为 BCMV(p),含义为每个指纹向量所含

有丢失位数均不超过 p.Figueroa 等人将顶点覆盖问题归约到指纹向量聚类,证明 BCMV(3)为 NP-Hard,并设计

出 BCMV(1)的多项式时间精确算法.BCMV(2)的复杂性则一直未能确定.本文关于 BCMV(2)为 NP-Hard 证明,
需利用另外两个 NP-Hard 问题:三元素严格覆盖和团划分问题.三元素严格覆盖问题简记为 X3C(exact cover by 
3-sets),判定形式为: 

实例:有限集合 S,|S|=3t,S 的三元素子集的集合 C={c1,c2,…,cn}. 
询问:C 中是否包含 S 的严格覆盖.即是否存在 C′⊆C,|C′|=t,使得 S 中每个元素都出现在 C′成员中. 
该问题最先由 Karp 证明为 NP-Hard[21],Gary 与 Johnson 进一步证明,每个 S 中的元素在 C 中出现不超过 3

次的 X3C 亦为 NP-Hard[22].下面将这一元素出现不超过 3 次的 X3C 子问题简记为 X3C(3),其实例应满足:任意

s∈S,|{ck|ck∈C,s∈ck}|≤3. 
团划分问题简记为 Clique-Partition,其判定形式为: 
实例:无向简单图 G=(V,E),正整数 J. 
询问:是否存在 G 的顶点划分:V=V1∪V2∪…∪Vj,使 j≤J,且 V1,…,Vj 均导出 G 的完全子图. 
G 的一个完全子图称为 G 的一个团.团划分问题最先由 Karp 证明为 NP-Hard[21]. 
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2   BCMV(2)的复杂性 

丢失位数不超过 2 的指纹向量聚类问题 BCMV(2)为: 
实例:指纹向量集合 F={X1,X2,…,Xm},Xi=xi[1],xi[2],…,xi[n],1≤i≤m,|{xi[k]=N|1≤k≤n}|≤2,正整数 K∈Z+. 
询问:是否存在 F 的划分 F=F1∪…∪Fk,使 F1,…,Fk 均为相容集,且 k≤K. 
设 F={X1,X2,…,Xn}是 BCMV(p)实例的指纹向量集合 ,F 的关联图定义为以 Xi 为顶点的无向简单图 : 

G(F)=(V,E),其中,V={X1,X2,…,Xn},E={(Xi,Xj)|Xi,Xj 相容}.这里,F 中的指纹向量与 G(F)中的顶点采用了相同的标

记.指纹向量集合聚类与其关联图团划分存在如下关系: 
引理 1. 若指纹向量聚类实例 F 可划分为 K>0 个相容集,当且仅当 G(F)可划分为 K 个团. 
下面关于无向图团划分的结论是我们证明 BCMV(2)属于 NP-Hard 的基础. 
引理 2. 图 1 的 9 点图 少可划分为 4 个团,且有唯一解.图 2 的 6 点图 少可划分为 3 个团,且有唯一解.

删除图 1 顶点{7,8,9}中任意 1 个或两个顶点得到的图 少划分为 4 个团. 
 
 
 
 
 

Fig.1  T1-Graph                     Fig.2  T2-Graph 
图 1  T1-图                        图 2  T2-图 

证明:图 1 的 小团划分为〈1,2,3〉,〈4,7〉,〈5,8〉,〈6,9〉,是唯一的.图 2 的 小团划分为〈1,4〉,〈2,5〉,〈3,6〉,是唯一的.
删除图 1 顶点 7,得到图 3, 少只能划分为 4 个团.删除图 1 点集{7,8}得到图 4, 少也只能划分为 4 个团.同理,
删除图 1 中点{8},{9},{7,9},{8,9}时,得到的图均只能划分为 4 个团. □ 

 
 
 
 
 

Fig.3  T3-Graph                   Fig.4  T4-Graph 
图 3  T3-图                       图 4  T4-图 

以下将与图 1、图 2、图 3、图 4 同构的无向图分别称为 T1-图、T2-图、T3-图和 T4-图. 
定理 1. BCMV(2)是 NP-Hard 问题. 
证明:将 X3C(3)归约到 BCMV(2).设 X3C(3)的实例为 S={s1,s2,…,s3t},C={c1,c2,…,cm}.ci={sx[i],sy[i],sz[i]}⊆S.证

明步骤是:先构造一个无向简单图 G=(V,E)并确定正整数 J,使得由图 G 可划分 J 个团,当且仅当 X3C(3)实例存

在严格覆盖;然后构造 BCMV(2)实例,恰以 G 为其关联图.从而由引理 1 保证归约正确. □ 
用一个 T1-子图 G(ci)=(Vi,Ei)代替 ci,其点集记为 Vi={ci1,ci2,ci3,ci4,ci5,ci6,sx[i],sy[i],sz[i]},边集为 Ei={(ci1,ci2), 

(ci2,ci3),(ci3,ci1)}∪{(ci1,ci4),(ci2,ci5),(ci3,ci6)}∪{(ci4,sx[i]),(ci5,sy[i]),(ci6,sz[i])},G(ci)如图 5 所示.其中,sx[i],sy[i],sz[i]既表示

ci 的元素,又表示 G(ci)中的顶点. 
团划分实例 G=(V,E)可看作由 G(c1),…,G(cm)合并而成,共含有 3t+6m 个点,其中,3t 个点对应 X3C(3)实例 S

中的元素,直接用 S 表示;另外 6m 个点对应 C 中的 3 元素子集.即 

 V(G)=
1

m
ii

V
=∪  (1) 

 Vi={ci1,ci2,ci3,ci4,ci5,ci6,sx[i],sy[i],sz[i]} (2) 
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 E(G)=
1

m
ii

E
=∪  (3) 

 Ei={(ci1,ci2),(ci2,ci3),(ci3,ci1)}∪{(ci1,ci4),(ci2,ci5),(ci3,ci6)}∪{(ci4,sx[i]),(ci5,sy[i]),(ci6,sz[i])} (4) 
由点集{ci1,ci2,ci3,ci4,ci5,ci6}支撑的子图是 T2-图 .例如 ,若 S={s1,s2,s3,s4,s5,s6},C={c1,c2,c3,c4},c1={s1,s2,s3}, 

c2={s4,s5,s6},c3={s1,s3,s5},c4={s2,s4,s6},则由该实例所构造的团划分实例如图 6 所示. 
 
 
 
 
 

Fig.5  The sub-graph corresponding to ci={sx[i],sy[i],sz[i]}     Fig.6  The graph G constructed from X3C(3) 
图 5  对应 ci={sx[i],sy[i],sz[i]}的子图                   图 6  由 X3C(3)实例构造图 G 

性质 1. X3C(3)实例存在严格覆盖,当且仅当图 G 可划分成 t+3m 个团. 
证明:(→)设 X3C(3)实例存在 C′⊆C,严格覆盖 S.显然,|C′|=t,则按照如下方法划分 G: 
(1) 对于每个 ci∈C′,将G(ci)的点集划分为{ci1,ci2,ci3},{ci4,sx[i]},{ci5,sy[i]},{ci6,sz[i]},由关于Ei的表达式(4)可知,

每个点集均为团.因若 ci≠cj,ci,cj∈C′,则G(ci)与G(cj)不共享任意图G的顶点,因此可得到 4t个团,其中 t个三角形、

3t 条边;(2) 在 G 中删除由(1)划分的点集,则 S 中的点全部删除,剩余 G 的子图必由 m−t 个互不联通的 T2-子图

组成.由引理 2,每个 T2-子图均能划分出 3 个团,还能划分出 3(m−t)个团.总团数为 4t+3(m−t)=t+3m. 
(←)设存在 G 的划分,将 G 划分为 t+3m 个团.任意图 G 的团划分总可看作将图 G 先划分为 T1-子图、T2-

子图、T3-子图、T4-子图,再将这些子图分别划分为团. 
因|S|=3t,G 多含有 t 个互不共享顶点的 T1-子图.先证明 G 中必含有 t 个两两互不共享顶点的 T1-子图.用

反证法,假设 G 的团划分先将 G 划分为 t1 个 T1-子图、t2 个 T2-子图、t3 个 T3-子图、t4 个 T4-子图,且 t1<t,t1+t3+t4>t.
由引理 2,由所有 T1-子图、T3-子图、T4-子图 少可划分为 4(t1+t3+t4)个团,由所有 T2-子图 少可划分为 3t2 个

团.故 G 少可划分的团数为 4(t1+t3+t4)+3(m−(t1+t3+t4))=t1+t3+t4+3m>t+3m,这与假设图 G 可划分为 t+3m 个团

相矛盾,因此,G 必含有 t 个互不共享顶点的 T1-子图.不失一般性,可设 G(c1),…,G(ct)为 G 所含有的 T1-子图,则它

们对应的 X3C(3)实例中的三元素子集 c1,c2,…,ct 即为 S 的严格覆盖,c1∪c2∪…∪ct=S. □ 
因为 X3C(3)实例每个元素 多包含在 3 个 S 的三元素子集中,故任意图 G 的顶点 s∈S 多只邻接 3 条边.

下面构造以图 G 为关联图的 BCMV(2)实例.不失一般性,假设图 G 是连通的. 
构造 3t+6m 个指纹向量,每个指纹向量均由 12t 位组成.在下面的叙述中,总以 4 位一组表示指纹向量.欲构

造的指纹向量分为两类:F=F(S)∪F(C). 
(1) S 类:对应 S 中每个元素 si,构造一个指纹向量,由大写字母 Si 表示,即 F(S)={S1,…,S3t}.其中, 

 Si=xi[1],xi[2],xi[3],xi[4],…,xi[12t],1≤i≤3t (5) 
将序列 Si 每 4 位分为一组,并记 Si[j]=xi[4j−3],xi[4j−2],xi[4j−1],xi[4j],则, 

 Si[j]=xi[4j−3],xi[4j−2],xi[4j−1],xi[4j]=
1,1, , ,  if  
0,0,0,0,   otherwise

N N j i=⎧
⎨
⎩

,1≤j≤3t (6) 

显然,F(S)中的任意两个指纹向量 Si,Sj 必不相容,i≠j. 
(2) C 类:若 C 中有∆∈{1,2,3}个三元素子集包含 s∈S,则称该元素 s 在 C 中出现∆次.由 G 的连通性假设,每

个集合 ci 至少包含 1 个在 C 中出现大于 1 次的元素.于是,可将 C 中的三元素子集排序为 c1,c2,…,cm,满足 ci 至

少包含 1 个元素 s,s 出现在{c1,…,ci−1}中,2≤i≤m.将 c1,…,cm 排序后,若元素 s∈ci,s∈cj,s∈ck,i<j<k,则称 s 在 ci 中第

1 次出现,记 t(s,ci)=1;在 cj 中第 2 次出现,记 t(s,cj)=2;在 ck 中第 3 次出现,记 t(s,ck)=3.在 X3C(3)实例中,任意元素

多出现 3 次. 
设 X3C(3)实例中的三元素子集 ci={sx[i],sy[i],sz[i]}满足 t(sx[i],ci)≥t(sy[i],ci)≥t(sz[i],ci).构造 6 个指纹向量 : 

ci1 
ci2 

ci3 

ci4 
ci5 

ci6 

sx[i] sy[i] sz[i] 

c11

c15

c12

c14 c16

c13

s1 s2 s3 s4 s5 s6 

c21

c22

c23 c31 

c32 

c33 c41 

c42

c43

c25c24 c26 c35 c34 c36 c45c c46
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F(ci)={Ci1,Ci2,Ci3,Ci4,Ci5,Ci6},分别对应图 G 的 6 个顶点{ci1,ci2,ci3,ci4,ci5,ci6},其中,指纹向量采用大写字母表示,
为的是与图的顶点相区分.每个指纹向量均以 4 位一组,共 3t 组.设 

Cik=xik[1],xik[2],xik[3],xik[4],…,xik[12t−3],xik[12t−2],xik[12t−1],xik[12t],1≤k≤6. 
为方便起见,记 Cik[j]=xik[4j−3],xik[4j−2],xik[4j−1],xik[4j],即 Cik=Cik[1],…,Cik[3t].Cik 赋值如下.首先, 

 Cik[j]=0,0,0,0,j∉{x[i],y[i],z[i]},1≤j≤3t,1≤k≤6 (7) 
下面确定 Cik[x[i]],Cik[y[i]],Cik[z[i]],1≤k≤6.Ci1[x[i]],Ci4[x[i]],Ci2[y[i]],Ci5[y[i]],Ci3[z[i]],Ci6[z[i]]按照表 1 确定. 

Table 1  Confirmation of partial values of Ci1[x[i]],Ci4[x[i]],Ci2[y[i]],Ci5[y[i]],Ci3[z[i]],Ci6[z[i]] 
表 1  确定 Ci1[x[i]],Ci4[x[i]],Ci2[y[i]],Ci5[y[i]],Ci3[z[i]],Ci6[z[i]]部分值 

 t(sx[i],ci)=1 t(sx[i],ci)=2 t(sx[i],ci)=3 
ci4[x[i]] 1,N,0,0 1,N,0,1 1,N,1,0 
ci1[x[i]] N,0,0,0 N,0,0,1 N,0,1,0 

 t(sy[i],ci)=1 t(sy[i],ci)=2 t(sy[i],ci)=3 
ci5[y[i]] 1,N,0,0 1,N,0,1 1,N,1,0 
ci2[y[i]] N,0,0,0 N,0,0,1 N,0,1,0 

 t(sz[i],ci)=1 t(sz[i],ci)=2 t(sz[i],ci)=3 
ci6[z[i]] 1,N,0,0 1,N,0,1 1,N,1,0 
ci3[z[i]] N,0,0,0 N,0,0,1 N,0,1,0 

F(ci) 中指纹向量的另外两组数据 Ci4[y[i]],Ci1[y[i]],Ci4[z[i]],Ci1[z[i]],Ci5[x[i]],Ci2[x[i]],Ci5[z[i]],Ci2[z[i]], 
Ci6[x[i]],Ci3[x[i]],Ci6[y[i]],Ci3[y[i]]按照表 2 确定. 

Table 2  Confirmation of the last two groups of set or 8-bit data of each vector in F(ci) 
表 2  F(ci)中每个向量 后两组 8 位数据的确定 

 t(sy[i],ci)=1 t(sy[i],ci)=2 t(sy[i],ci)=3  t(sz[i],ci)=1 t(sz[i],ci)=2 t(sz[i],ci)=3 
Ci4[y[i]] 0,0,0,0 0,0,0,N 0,0,N,0 Ci4[z[i]] 0,0,0,0 0,0,0,0 0,0,0,0 
Ci1[y[i]] 0,0,0,0 0,0,0,1 0,0,1,0 Ci1[z[i]] 0,0,0,0 0,0,0,N 0,0,N,0 
 t(sx[i],ci)=1 t(sx[i],ci)=2 t(sx[i],ci)=3  t(sz[i],ci)=1 t(sz[i],ci)=2 t(sz[i],ci)=3 
Ci5[x[i]] 0,0,0,0 0,0,0,N 0,0,N,0 Ci5[z[i]] 0,0,0,0 0,0,0,0 0,0,0,0 
Ci2[x[i]] 0,0,0,0 0,0,0,1 0,0,1,0 Ci2[z[i]] 0,0,0,0 0,0,0,N 0,0,N,0 

 t(sx[i],ci)=1 t(sx[i],ci)=2 t(sx[i],ci)=3  t(sy[i],ci)=1 t(sy[i],ci)=2 t(sy[i],ci)=3 
Ci6[x[i]] 0,0,0,0 0,0,0,N 0,0,N,0 Ci6[y[i]] 0,0,0,0 0,0,0,0 0,0,0,0 
Ci3[x[i]] 0,0,0,0 0,0,0,1 0,0,1,0 Ci3[y[i]] 0,0,0,0 0,0,0,N 0,0,N,0 

于是 C 类指纹向量集为 

 
1

( ) ( )m
ii

F C F C
=

=∪  (8) 

因为|S|=3t,|C|=m,所以将 C 中元素排序显然可在 t 与 m 的多项式时间内完成.所构造指纹向量聚类实例含

有 3t+6m 个指纹向量,每个指纹向量 多含有 2 个丢失位.显然,构造所有指纹向量也可在 t 与 m 的多项式时间

内完成.下面证明由此构造的 BCMV(2)实例的关联图 G(F)与图 G 同构. 
性质 2. F(ci)的关联图是 T2-图,Ti={Sx[i],Sy[i],Sz[i]}∪F(ci)的关联图是 T1-图. 
证明:易知 Sx[i],Sy[i],Sz[i]两两不相容.根据 sx[i],sy[i],sz[i]在 ci 中第 1~3 次出现的 Ci4[x[i]],Ci4[y[i]],Ci4[z[i]]赋值,

分别比较 Sx[i][x[i]]与 Ci4[x[i]]、Sx[i][y[i]]与 Ci4[y[i]]、Sx[i][z[i]]与 Ci4[z[i]],可知,Sx[i]与 Ci4 总相容.同理可得 Sy[i]与

Ci5 相容、Sz[i]与 Ci6 相容.同样比较可证:Ci1 与 Ci4 相容、Ci2 与 Ci5 相容、Ci3 与 Ci6 相容,且 Ci1,Ci2,Ci3 两两相容.
因 Ci1[y[i]]=0,x,x,x,Ci5[y[i]]=1,x,x,x,x∈{0,1,N},故 Ci1,Ci5 不相容.同理,Ci1 与 Ci6、Ci2 与 Ci4、Ci2 与 Ci6、Ci3 与 Ci4、

Ci3 与 Ci5,均不相容,Ci4,Ci5,Ci6 两两不相容.又因 Ci1[x[i]]=x,0,x,x,Sx[i][x[i]]=1,1,N,N,故 Ci1 与 Sx[i]不相容.同理可得,
分别取自{Ci1,Ci2,Ci3}和{Sx[i],Sy[i],Sz[i]}的任意两个指纹向量不相容.类似地还有,Ci4 与 Sy[i],Sz[i]、Ci5 与 Sx[i],Sz[i]、

Ci6 与 Sx[i],Sy[i]各不相容.性质 2 得证. □ 
性质 3. 若 i≠j,则分别取自 F(ci)与 F(cj)的任意两个指纹向量不相容,1≤i,j≤m. 
证明:设 j>i,t(sx[i],ci)≥t(sy[i],ci)≥t(sz[i],ci),t(sx[j],cj)≥t(sy[j],cj)≥t(sz[j],cj).由 G 的联通性假设有:t(sx[j],cj)>1. 
(1) 若 sx[j]∉{sx[i],sy[i],sz[i]},则Cik[x[j]]=0,0,0,0,1≤k≤6,而Cj1[x[j]],Cj2[x[j]],Cj3[x[j]],Cj4[x[j]]均取值 x,x,0,1或 x,x, 

1,0.因此,Cj1,Cj2,Cj3,Cj4 均与 Cik 不相容,1≤k≤6. 
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再证明 Cj5,Cj6 与 Cik(1≤k≤6)不相容.若 sy[j]∉{sx[i],sy[i],sz[i]},则 Cik[y[j]]=0,0,0,0,1≤k≤6,Cj5[y[j]]=1,N,x,x;若 sy[j]∈ 
{sx[i],sy[i],sz[i]},t(sy[j],cj)=2, 则 t(sy[j],ci)=1,Cik[y[j]]=x,x,0,0,Cj5[y[j]]=1,N,0,1; 若 sy[j]∈{sx[i],sy[i],sz[i]},t(sy[j],cj)=3, 则

t(sy[j],ci)∈{1,2},Cik[y[j]]取值为 x,x,0,x,Cj5[y[j]]=1,N,1,0,故 Cj5 与 Cik 不相容,同理可知,Cj6 与 Cik 不相容. 
(2) 若 sx[j]∈{sx[i],sy[i],sz[i]},t(sx[j],cj)=2,则 t(sx[j],ci)=1,Cik[x[j]]=x,x,0,0,1≤k≤6,Cjl[x[j]]=x,x,0,1,1≤l≤4.若 sx[j]∈{sx[i], 

sy[i],sz[i]},t(sx[j],cj)=3,则 t(sx[j],ci)∈{1,2},则 Cik[x[j]]=x,x,0,x,1≤k≤6,Cjl[x[j]]=x,x,1,0,1≤l≤4.所以,Cjl∈{Cj1,Cj2,Cj3,Cj4}
与 Cik∈{Ci1,Ci2,Ci3,Ci4,Ci5,Ci6}不相容.类似(1)的讨论可证,Cjl∈{Cj5,Cj6}与 Cik∈{Ci1,Ci2,Ci3,Ci4,Ci5,Ci6}不相容. □ 

性质 4. 若 j∉{x[i],y[i],z[i]},则 Sj 与 Cik∈{Ci1,Ci2,Ci3,Ci4,Ci5,Ci6}不相容. 
证明:Sj[j]=1,1,N,N,而 Cik[j]=0,0,0,0.故有性质 4. □ 
设 Ti={Sx[i],Sy[i],Sz[i]}∪F(ci).由性质 2,G(Ti)是图 G 的 T1-子图;由性质 3、性质 4,G(Ti)与 G(Tj)共享顶点的充

要条件是 ci∩cj≠∅,且 G(Ti)与 G(Tj)只可能共享 ci∩cj 中元素对应的顶点.故 F=F(S)∪F(C)的关联图 G(F)恰为 G.
再由性质 1、引理 1 可得:若 X3C(3)实例存在 C′⊆C 严格覆盖 S,当且仅当 F 可划分 t+3m 个相容集. □ 

3   指纹向量聚类启发式算法改进与实现 

给定 BCMV(p)实例 F={X1,…,Xm},每个指纹向量长度为 n.设 r∈{0,1}n,若 r 与 Xi 相容,则称 r 为 Xi 的结果向 

量.设 R(Xi)为 Xi 的所有结果向量集合,显然,|R(Xi)|= ( )2 ip X .记 R(F)= ( )
i iX F

R X
∈∩ ,若 F1⊆F 是一个相容集,则

R(F1)≠∅.设 R⊆{0,1}n,若 R⊆
1

( )m
ii

R X
=∪ ,且任意 Xi∈F,总有 R(Xi)∩R≠∅,则称 R 为 F 的一个结果向量集.若 

R={r1,…,rt}为 F 的结果向量集,则依次计算 F(rk)={Xi|rk∈R(Xi)},并在 F 中删除 F(rk),直到 F=∅,1≤k≤t,由此可将 F
划分为不超过|R|个相容集.F 的 优相容集划分对应于向量个数 少的结果向量集 R.任选 ri∈R(Xi),1≤i≤m,则 

R=
1
{ }m

ii
r

=∪ 是 F 的结果向量集.由此方法 多可求得 1 ( )2
m

ii p X
=∑ 个结果向量集,其中必含有向量 少的 F 结果向量

集.因此,总可在 O( 1 ( )2
m

ii p X m n=⎛ ⎞∑ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

时间内给出任意 BCMV(p)实例 优解,p=max{p(Xi)|1≤i≤m}. 

3.1   贪心团划分算法 

一个图 G 的 大团是该图含有顶点个数 多的 G 的完全子图.若 G 含有一个顶点 v,使 v 与 v 的所有相邻

点形成 G 的团 C,则顶点 v 称为 G 的单纯顶点,C 称为 G 的唯一极大团(unique maximal clique).一个唯一极大团

可以含有多个单纯顶点.设 C 为图 G 的一个唯一极大团,则必存在 G 的一个 优团划分,使 V(C)为该划分的一

个顶点子集. 
文献[19] 先给出贪心算法求解 BCMV(p),其算法简称 GCP(greedy clique partition)算法.实践证明,GCP 算

法是有效的.其计算步骤为,先在 G(F)中寻找唯一极大团,若 G(F)不含唯一极大团,则寻找 大团,把已找到的唯

一极大团或 大团从 G(F)中删除,重复寻找和删除过程,直至 G(F)点集为空.一个 G(F)的团对应 F 的一个相 
容集. 

高效的 GCP 算法实现方法是 BCMV(p)快速求解的关键.G(F)确定后,利用 G(F)寻找一个唯一极大团的时

间复杂性是 O(m3),m 为指纹向量个数.指纹向量 Xi 的结果向量也称为 G(F)中顶点 Xi 的结果向量,一个 F 的相容

集也称为 G(F)的一个相容点集.文献[19]中的 GCP 算法由下述两步实现,称为散列表法: 
(1) 建立 G(F)的相容点集散列表.逐个计算每个指纹向量 Xi 的结果向量 r∈R(Xi),1≤i≤m,建立散列表,记录

以 r 为结果向量的指纹向量编号,即 G(F)的顶点编号,统计以 r 为结果向量的顶点个数 c(r). 
(2) 先由散列表计算唯一极大团,等 G(F)不含唯一极大团时再求 大团.重复该过程,直到将 G(F)的顶点

划分完毕. 
因 p(Xi)≤p,1≤i≤m,故算法 多需考虑 O(m⋅2p)个结果向量,因此散列表中 多含有 O(m⋅2p)个相容点集.将一

个指纹向量插入散列表需要 O(n)时间,故建立散列表的时间复杂性为 O(m⋅n⋅2p).算法从散列表中选择 c(r) 大

的点集,可得到 G(F)的 大团.求得一个 大团的时间复杂性是 O(m⋅2p).GCP 算法利用散列表计算唯一极大团

的时间复杂性是 O(m⋅p⋅2p),当 m>>p 且 p 较小时,该时间复杂性明显小于直接由 G(F)求解唯一极大团的时间复
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杂性(O(m3)).完成团划分的时间复杂性为 O(m2⋅p⋅2p). 
显然,该算法只适合 p 较小的情况.当 p 增大时,散列表所需存储空间增大太快,使得算法所能计算的实例规

模受到限制.文献[19]给出了固定散列表大小,这是利用双散列函数将结果向量散列化的计算方法.这种方法所

带来的散列值冲突也无法忽视.实验表明,即使对于一般的BCMV(p)实例,访问一个结果向量平均发生 3次冲突.
少量的散列冲突对于计算速度影响不大,较多的散列冲突将使该算法的计算速度明显降低.当散列空间不足时,
部分结果向量不能存储在散列表中,从而影响团划分的质量. 

3.2   算法的改进 

以固定长度的散列表存储相容点集,实际上浪费了存储空间.另外,散列函数法当遇到散列值冲突时,求解

速度会明显降低.当 BCMV(p)实例 p 很小时,散列冲突不易碰到,当 p 增大时,文献[19]的散列函数值冲突便成为

一个不得不考虑的因素. 
改进 GCP 算法考虑利用链表存储相容点集.利用链表存储相容点集的原始意图在于节省存储空间,增大

GCP 算法所能计算的实例规模.并在 G(F)的团划分计算中,可利用在链表上删除已解出的 大团或唯一极大团

顶点,逐渐加快扫描链表的速度,并消除散列冲突. 
在 GCP 算法的链表存储法实现中,若采用逐位扫描指纹向量获得结果向量集,可使建立链表的时间复杂性

由 O(m⋅n⋅2p)减小为 O(m⋅(n−p+1)⋅2p).另外,在建立相容点集链表计算中,利用下面的性质 5,对于减少存储相容点

集的空间复杂性作用十分明显. 
性质 5. 给定指纹向量集 F={X1,...,Xm},Xi=xi[1],…,xi[n].若存在 k,1≤k≤n,使得对任意 i,1≤i≤m,满足

xi[k]∈{0,N},则对 F 的任意相容集划分:F=F1∪…∪Ft,总存在 r∈R(Fj),其第 k 位为 0,r[k]=0.若 xi[k]∈{1,N},则对 F
的任意相容集划分:F=F1∪…∪Ft,总存在 r∈R(Fj),其第 k 位为 1,r[k]=1. 

我们将该性质称为指纹向量丢失位的不对称性质.改进计算方法如下: 
(1) 相容点集链表的建立 
逐位扫描指纹向量,计算指纹向量的结果向量,建立链表记录每个结果向量对应的 G(F)点子集.扫描指纹向

量第 1 位:xi[1],1≤i≤m,计算 F1={i|xi[1]=0,Xi∈F},F2={i|xi[1]=1,Xi∈F},F3={i|xi[1]=N,Xi∈F},若 F1≠∅,则建立链表记

录相容点集 F(0)=F1∪F3;若 F2≠∅,则建立链表记录相容点集 F(1)=F2∪F3.设扫描指纹向量前 k 位获得相容点集

已确定,算法扫描第 k+1 位时,只需按照前述方法分解每个相容点集.设 F(r[1],…,r[k])是一个相容点集,r[1],…, 
r[k]∈{0,1}k,计算 F1={i∈F(r[1],…,r[k])|xi[k+1]=0},F2={i∈F(r[1],…,r[k])|xi[k+1]=1},F3={i∈F(r[1],…,r[k])|xi[k 
+1]=N},若 F1≠∅,则建立链表记录相容点集 F(r[1],…,r[k],0)=F1∪F3;若 F2≠∅,则建立链表记录相容点集

F(r[1],…,r[k],1)=F2∪F3.只需拆分表达相容点集 F(r[1],…,r[k])的链表即可得到 F(r[1],…,r[k],0)和 F(r[1],…, 
r[k],1).扫描到指纹向量的 后一位为止.注意相容点集链表只存储顶点编号,无须存储指纹向量. 

例:F={NN00,N1N1,1NN0,1N1N},G(F)的相容点集计算过程见表 3,其 小团划分为{1,3}∪{2,4}. 

Table 3  Creating of the linked list by scanning F 
表 3  扫描 F 构建链表 

The 1st bit The 2nd bit The 3rd bit The 4th bit 
Resolved 

vector Compatible set Resolved 
vector Compatible set Resolved vector Compatible set Resolved vector Compatible set

1xxx {1,2,3,4} 11xx {1,2,3,4} 110x {1,2,3} 1100 {1,3} 
      1101 {2} 
    111x {2,3,4} 1110 {3,4} 
      1111 {2,4} 

(2) 求解 G(F)的团划分 
一个相容点集用一个单向链表存储.其头结点存储相容点集的结果向量 r,所含顶点个数为 c(r),c(r)称为关

于结果向量 r 的顶点计数器.后续每个结点存储一个顶点编号.链表形成后,按照唯一极大团优先策略寻找并删

除唯一极大团或 大团的顶点.c(r) 大的链表所存储的点集形成 大团.相容点集链表如图 7 所示. 
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Fig.7  The compatible set linked list and the pointer linked list 
图 7  相容点集链表与指针链表 

为判断一个相容点集是否为唯一极大团 ,需记录一个顶点包含在哪些相容集中 .我们对每个顶点

v∈V(G(F))建立一个指针链表,链表中每个指针指向一个包含 v 的相容集链表的头结点,其中,指针链表的头记录

该顶点含在相容点集中的次数,记为 c(v),c(v)称为关于顶点 v 的相容集计数器.在团删除时,若顶点 v 被删除,则
c(v)=0,下面给出相容集计数器减 1 的条件: 

性质 6. 设C1,C2是包含顶点 v的G(F)的两个团,若C是不包含顶点 v的团,且|V(C2)−V(C)|=1,|V(C1)−V(C)|>1,
则删除 V(C)后,c(v)=c(v)−1. 

证明:若 v 是单纯点,则删除 v 的所有相邻点后剩下孤点团 v,此时,c(v)不能减 1,否则,删除团 C 的顶点后,C2

只剩下顶点 v,C1 剩下其他顶点与 v 形成团,C2 不再需要单独考虑. □ 
在相容点集链表中删除一个团,只需将表示该团的链表空间释放即可,但要在一个链表中仅删除一个顶点,

则有可能扫描链表的所有顶点.为避免每次删除顶点都要扫描整个链表,我们只需在删除操作时将链表头结点

中的顶点计数器减 1,c(r)=c(r)−1,但当 c(r)=1 时,需判断该链表存储的 后一个顶点是否满足性质 6,因此,只需

在 后一次扫描整个链表完成删除即可.另外,算法没有必要输出每个团包含的点,只需给出每个团对应的结果

向量.这里给出求解 G(F)团划分的贪心算法. 
团划分算法: 
//设 r1,r2,…,rm 为由指纹向量集 F 得到的所有结果向量,对应相容集链表已建成. 
//输出结果向量集 R.R 开始为空. 
1. While (∃x,c(x)>0) do 
2. 若存在 G 的顶点 v,c(v)=1,则根据 v 的指针链表找到 v 所在相容点集 F(r);否则,选 c(r). 
3. 大的相容点集 F(r),r∈{r1,r2,…,rm},R=R∪{r}. 
4. 从现有相容点集链表中删除 F(r)中的顶点,对每个 u∈F(r), 
4.1. 根据 u 的指针链表找到含有 u 的另外相容集 F(rt),u∈F(rt). 

C(rt)=c(rt)−1.若 c(rt)=1,扫描 F(rt)删除 c(v)=0 的顶点,找到唯一顶点 w,c(w)>0. 
4.2. 若存在 F(rs),w∈F(rs),c(rs)>1,则删除 F(rt),c(w)=c(w)−1. 
5. 对每个 u∈F(r),c(u)=0. 
6. End While 
7. 输出 R. 

v1 c(v1)        

         

vi c(vi)        

         

vm c(vm)        

         

r1 c(r1)   v1     

         

rj c(rj)        
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定理 2. 给定 BCMV(p)实例 F={X1,…,Xm},Xi=xi[1],…,xi[n],则建立相容点集链表的时间复杂性为 
O(m⋅(n−p+1)⋅2p). 

证明:考察指纹向量 Xi∈F 填充链表的过程.若 xi[k]=N,1≤k≤p(Xi),xi[k′]∈{0,1},p(Xi)+1≤k′≤n,则 Xi 在计算中被 

扫描次数 多.算法扫描前 p(Xi)位将 Xi 放置在 多 ( )2 ip X 个链表中, 多被扫描 ( )2 ip X 次.在后续计算中,含有 Xi

的链表个数不再增多.故 Xi 在链表建立过程中 多被扫描 ( ) ( )2 ( ( ))2i ip X p X
in p X+ − 次.X¬i 每被扫描一次只需常 

数次链表的指针修正操作,又 p(Xi)≤p.故建立相容点集链表的时间复杂性为 O(m⋅(n−p+1)⋅2p). □ 
文献[19]建立散列表的时间复杂性是 O(m⋅n⋅2p),其计算时间主要体现在插入散列表顶点标号的次数上.图 8

给出针对模拟数据的两种计算方法的实际测试结果.产生图 8的实验中,测得两种实现方式的速度比 小是 5.3,
大是 11.2,平均为 7.1.且由图 8 可知,随着指纹向量个数的增加,建立相容点集散列表与链表时间比呈递增 

趋势. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.8  Compraision of speeds between HashTable and LinkedList 
图 8  散列表法与链表法速度对比 

定理 3. 因划分算法第 1 步结束,每个链表中存储的点集必为相容点集.相容点集总数不多于散列表方式得

到的相容点集数.若在链表分解中存在一步操作满足 F1=∅或 F2=∅,则算法产生的相容点集数必少于散列表方

式得到的相容点集数. 
证明:设 F 是前 k−1 位相容的点集,算法扫描第 k 位得到 F1∪F3 和 F2∪F3 必为前 k 位相容.当然,扫描第 n 位

得到的每个链表均含有前 n 位相容的点集.设对应于 F 的结果向量为 r[1],…,r[k−1],x,…,x,其中,r[1],…,r[k−1]∈ 
{0,1}k−1,x 不确定.若 F1=∅,则算法不产生对应 r[1],…,r[k−1],0,x,…,x 的相容点集;若 F2=∅,则算法不产生对应

r[1],…,r[k−1],1,x,…,x 的相容点集.散列表方法中,对应于 r[1],…,r[k−1],0,x,…,x 和 r[1],…,r[k−1],1,x,…,x 的相容

点集均产生. □ 
我们目前无法给出链表法所得相容点集数少于散列表法所得相容点集数的确切值.随机数据测试表明,逐

位扫描法得到的相容点集数平均不超过散列表法所得相容点集数的 49%.空间复杂性的降低得益于指纹向量

丢失位的不对称性.这种空间复杂性的降低,对于算法求解能力的提高是 关键的. 
考虑划分团并删除其顶点的时间复杂性.判断一个团是唯一极大团所需时间为 O(m).判断一个 大团所需

时间为 O(m⋅2p).一个团 多含有 m 个顶点,每个顶点 多出现在 2p 个相容集中.删除一个团的所有顶点只需将

链表空间依次释放,删除一个团中一个顶点,只是 后一次访问链表时扫描整个链表并释放,因此,只需访问一

个顶点两次即可完成顶点删除.因此,在一个链表中删除一个顶点的时间复杂性为 O(1).所以有: 
定理 4. 求得一个唯一极大团或 大团,并完成删除计算的时间复杂性为 O(m⋅2p). 
实际上,删除顶点对后续的 大团划分也具有明显的加速作用. 后给出改进贪心算法与散列表算法计算

速度的实际测试结果,见表 4.表 4 的每列数据是根据随机产生的 100 个 BCMV(p)实例的实际计算时间的平均

值得到的.测试中,我们随机产生了一个指纹向量集:p=12,n=20,m=1000,结果向量个数为 20.文献[19]算法求解

时间超过 60 小时,改进算法计算时间为 7 小时.对随机产生实例的测试表明,计算同一个 BCMV(p)实例(p≤13),
改进算法平均耗时为散列表法的 20%.进一步的测试分析表明,随着丢失值位数的增加,改进算法的计算速度与

原算法相比呈增大趋势,改进效果越来越明显.当丢失值位数大于 6 时,改进算法几乎总可用原算法 11%的耗时
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计算与原算法相同的实例. 
 Table 4  Comparison of two algorithms speeds  (Unit: ms) 
 表 4  两种算法计算速度实例对比 (单位:ms) 

            p 
Algorithm 5 6 7 8 9 

HashTable 974 4 703 77 297 877 062 5 571 313 
LinkedList 688 1 938 7 984 84 406 606 297 

 

3.3   算法实验数据设计 

生成指纹向量集需首先确定 4 个参数:指纹向量中丢失值个数(p)、指纹向量的长度(n)、指纹向量个数(m)
以及结果向量个数(d).BCMV(p)实例的模拟数据是由如下步骤生成的: 

指纹向量集生成算法. 
//输入参数 m,n,p,d. 

1. 随机产生正整数集合 S={s1,s2,…,sd},满足 1
d

ii s
=∑ =m. 

2. 随机生成结果向量集 R={r1,r2,…,rd}.ri=ri[1],…,ri[n]∈{0,1}n,1≤i≤d. 
3. 产生 si 个 0-1-N 指纹向量 Xi,1,…, , ii sX ,1≤i≤d.产生 Xi,j,1≤j≤si:随机选择正整数集合 P⊆{1,2,…,n},且|P|=p.

若 k∈P,则 Xi,j[k]=N;否则,Xi,j[k]=ri[k]. 
4. 输出 Xi,j,1≤i≤d,1≤j≤sd. 
本文所有测试均在 P4/1.8G/256M 个人计算机上使用 VC++编程实现. 

4   结束语 

本文证明了 BCMV(2)是 NP-Hard,并改进了 BCMV(p)的贪心团划分算法.改进方法尝试利用链表实现原始

算法.算法利用新数据结构和新方法降低了产生相容点集和划分唯一极大团的时间复杂性,利用指纹向量丢失

位的不对称性质降低了空间复杂性.实测表明,改进算法可以在普通个人计算机上计算丢失值位数不超过 14 的

BCMV(p)实例,而当丢失值位数超过 11 时,原算法在普通计算机上的计算时间就超过了 24 小时.以后的工作是

讨论指纹向量聚类的近似计算复杂性,并设计其多项式时间近似算法. 
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