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Abstract:  In order to exchange data between PDE (partial differential equation) modeling technique and the 
conventional CAD (computer aided design) systems, this paper presents a novel algorithm for approximating PDE 
surface by tensor product Bézier surface based on constrained optimization. The algorithm is also improved by the 
subdivision property of tensor product Bézier surface. The computational examples and the results of error analysis 
demonstrate the validity of the algorithm. 
Key words: PDE (partial differential equation) surface; least squares method; constrained optimization; 

subdivision of Bézier surface; CAD (computer aided design) system 

摘  要: 为了实现 PDE(partial differential equation)曲面造型技术与传统 CAD(computer aided design)造型系统的

数据交换,基于约束优化的思想,给出了 PDE 曲面的 Bézier 逼近算法,并利用张量积 Bézier 曲面的细分性质对该算

法进行了优化.所给出的计算实例及误差比较结果说明了该算法的有效性. 
关键词: PDE(partial differential equation)曲面;最小二乘法;约束优化; Bézier 曲面的细分;CAD(computer aided 

design)系统 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

曲面造型技术是计算机辅助几何设计(computer aided geometry design,简称 CAGD)和计算机图形学

(computer graphics,简称 CG)的一项重要内容.偏微分方程(partial differential equation,简称 PDE)曲面造型方法

使用一组椭圆型偏微分方程产生曲面.此类方程中的偏微分算子实际上表示了一种光滑化过程,由它所生成的

曲面自然、光顺,因此被广泛应用于船体、飞机外形、螺旋浆叶片等功能曲面的设计. 
PDE 曲面造型技术已成为 CAGD 研究的一个热点.文献[1]首次将 PDE 曲面引入 CAGD,并用来构造过渡

曲面.由于解析解在绘制速度和物理分析方面比通常的数值解更具优势,文献[2]利用谱分析方法研究了边界曲
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线为封闭曲线的 PDE 曲面的解析逼近,提高了 PDE 曲面的绘制速度.文献[3−5]对文献[2]中的方法作了进一步

改进,实现了四阶及六阶 PDE 曲面的交互设计.文献[6]引入特征解和多项式解使它们满足方程条件,并引入尾

函数使其满足边界条件,把这 3 部分所组成的解析解作为四边域上的正则 PDE 曲面的逼近解.文献[7]对 PDE
曲面的脊线进行了深入研究.文献[8]将 PDE 曲面造型与基于物理性质的曲面造型方法相结合,实现了在一定弹

性约束下的局部修改,使得设计出的 PDE 曲面满足一定的物理性质并具有动力学行为. 
由于PDE曲面的形状完全由边界条件决定,因此它具有形状参数少、对用户的数学背景要求较低的优点.

但它与传统的CAD(computer aided design)造型系统不兼容,而且自由度太少,形状参数均为全局参数,不便于局

部控制,在实际应用中极不方便.为了克服以上缺点,文献[9]利用传统的节点配置法和有限元法研究了PDE曲面

的B样条曲面逼近,我们称其为Bloor-Wilson算法.由于Bézier曲面是B样条曲面的特殊情况,因此也可采用该算

法实现PDE曲面的Bézier曲面逼近,但其误差较大.极小曲面是一类特殊的非线性PDE曲面,文献[10]利用非线性

约束优化方法和有限元法研究了具有给定边界的极小曲面的B样条曲面逼近,将极小曲面正式引入CAGD造型

系统.文献[11,12]给出了根据四阶齐次的PDE方程生成Bézier曲面的方法,但该方法没有考虑非齐次方程及边界

信息为导矢曲线的情况.本文基于约束优化的思想 [13],给出了利用Bézier曲面逼近PDE曲面的新算法,并利用

Bézier曲面的细分性质对该算法进行了优化.本文将该算法与传统的Bloor-Wilson算法在逼近精度上进行了比

较.实例表明,本文的算法优于Bloor-Wilson算法. 

1   问题描述 

在 PDE 曲面造型中,偏微分方程的阶数一般为偶数,且最多为六阶,故首先定义偏微分算子: 
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本文的主要结果就是用张量积 Bézier 曲面来逼近由下列形式的 k 阶偏微分方程得出的 PDE 曲面 X(u,v): 
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其中,F(u,v)为二元代数多项式. 

2   PDE 曲面的 Bézier 逼近算法 

在 PDE 曲面造型中,边界(跨界导矢)曲线常为圆弧曲线或多项式曲线.但圆弧曲线无法由 Bézier 曲线精确

表示.因此,对于边界(跨界导矢)曲线为圆弧曲线的情况,需要构造 Bézier 曲线来逼近该边界曲线.本文采用文 
献[14]中的方法进行逼近.对于边界曲线为其他非多项式曲线的情况,可以采用文献[15]中的方法,利用最小二

乘法对该边界曲线进行 Bézier 曲线拟和. 
为了便于表示,我们规定: 
degu(F(u,v))表示F(u,v)中 的最高次数; u
degv(F(u,v))表示F(u,v)中 的最高次数; v
deg(f0(v)),deg(g0(v)),deg(r0(u)),deg(s0(u))分别表示边界曲线(或拟和边界曲线)f0(v),g0(v),r0(u)和s0(u)的次

数. 
算法. PDE 曲面的 Bézier 逼近算法. 
1. 令n=max{k+1,deg(r0(u)),deg(s0(u)),degu(F(u,v))},m=max{deg(f0(v)),deg(g0(v)),degv(F(u,v))}, 
设 Bézier 形式的逼近解为 
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其中,aij为未知控制顶点. 
2. 将 P(u,v)代入公式(1),便得到余函数 R(u,v)=LP(u,v)−F(u,v),其中, 

degu(R(u,v))=max{n−k,degu(F(u,v))}, 
degv(R(u,v))=max{m−k,degv(F(u,v))}. 

令l=degu(R(u,v)),r=degv(R(u,v)),则R(u,v)一定可以表示为 
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显然,bij为aij的线性函数,因为它可由张量积Bézier曲面的升阶和求导公式得到. 

3. 构造目标函数 ,解以下约束优化问题: ∑∑
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运用拉格朗日乘积法将问题(4)退化为线性方程组的求解问题,这样就可以得出aij. 
4. 将aij代入公式(2),得到PDE曲面X(u,v)的近似解P(u,v). 
图 1和图 2分别是使用该算法的两个计算实例.该PDE曲面为圆与某一球面的过渡曲面,即下列边值问题的

解[16]: 
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图 1(a)中的光滑曲面为该边值问题的精确解,其中,a=1,r=2,R=3,z0=4,H=3;图 1(b)为双五次Bézier曲面逼近

解.图 2(a)中的光滑曲面为a=3 时的精确解;图 2(b)为逼近曲面. 
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Fig.1  The exact solution and Bézier surface approximation of boundary value problem (5) with a=1 
图 1  边值问题(5)当 a=1 时的精确解及其 Bézier 曲面逼近 
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Fig.2  The exact solution and Bézier surface approximation of boundary value problem (5) with a=3 
图 2  边值问题(5)当 a=3 时的精确解及其 Bézier 曲面逼近 

3   优化算法 

由问题(4)可以看出,目标函数 M 实际上是余函数 R(u,v)的控制顶点的欧几里德范数,或者可以利用 Bézier
曲面的凸包性得到 R(u,v)的上界,即 

]1,0[,  |}},{|max{max),( ∈≤ vuvu ijii
bR . 

因此,我们可以通过上述指标来衡量由该算法所得到的解的逼近精度,也即如果上述两项指标值不够小,则
说明得到的解不满足精度要求.在这种情况下,我们可以利用 Bézier 曲面的细分性质来提高解的逼近精度,即将

区域[0,1]×[0,1]划分为若干个子区域,然后用定义在这些子区域上的 Bézier 样条曲面来逼近精确解.Bézier 样条

曲面的求解方法与前面的算法基本相同,只是对目标函数的构造作了修改. 
为简单起见,我们将区域[0,1]×[0,1]均匀划分为n×m个子区域[ci−1,ci]×[dj−1,dj],其中,ci=i/n,dj=j/m,i=0,1,…,n, 

j=0,1,…,m.令定义在区域[ci−1,ci]×[dj−1,dj]上的Bézier曲面片为 
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同样地,将Pij(u,v)代入到公式(1)中,可以得到余函数: 

∑∑
= = −

−

−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=−=
l

h

r

s

ij
hs

jj

jr
s

ii

il
hijij dd

dv
B

cc
cuBvuvuLvu

0 0 1

1

1

1),(),(),( bFPR ,u∈[ci−1,ci],v∈[dj−1,dj], 

其中,l=degu(Rij(u,v)),r=degv(Rij(u,v)). 
我们构造目标函数如下: 
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为了使逼近曲面看起来比较光顺 ,除了边界条件以外 ,相邻的Bézier曲面片之间还应满足Cr连续条件 , 
r=0,1,2,…,k,即 
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在上述连续性条件和边界条件的约束下求使目标函数 最小的 这显然是一个约束优化问题.运用前 F ,ij
hsa

面的初始算法中的步骤 3 和步骤 4,就可以求得逼近解.图 3 给出了使用优化算法的数值结果.该PDE曲面是以下

边值问题的解[4]: 
2 2
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图 3(a)中的曲面为该边值问题的精确解,图 3(b)为逼近解.该类 PDE 曲面常用于花瓶的设计. 
本文前面所给出的实例都是零阶光滑的,并且边界曲线均为封闭曲线.图 4 给出了一阶光滑的例子,该 PDE

曲面为一个圆柱与一个倾斜平面的一阶连续过渡曲面.图 5 给出了边界曲线为开曲线的例子.该 PDE 曲面实际

上为等温参数多项式极小曲面. 
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Fig.3  Computational example using the improved algorithm 
图 3  使用优化算法的计算实例 
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Fig.4  Computational example with 1-order continuity using the improved algorithm 
图 4  使用优化算法的一阶光滑计算实例 

 

Table 1  Error analysis and comparison 
based on Euclidean norm 

表 1  基于 Euclidean 范数的误差分析与比较

 Bloor-Wilson algorithm Our algorithm 
Fig.1 3.81×10−3 1.67×10−3

Fig.2 4.56×10−3 1.75×10−3

Fig.3 2.25×10−4 1.23×10−4

Fig.4 2.89×10−4 1.54×10−4

Fig.5 4.32×10−4 1.96×10−4

Table 2  Error analysis and comparison 
based on infinite norm 

表 2  基于无穷范数的误差分析与比较 
 Bloor-Wilson algorithm Our algorithm 

Fig.1 4.43×10−3 1.93×10−3

Fig.2 5.07×10−3 2.09×10−3

Fig.3 2.86×10−4 1.74×10−4

Fig.4 3.35×10−4 1.79×10−4

Fig.5 4.87×10−4 2.83×10−4
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Fig.5  Computational example with open boundary curves using the improved algorithm 
图 5  使用优化算法的边界曲线为开曲线的计算实例 

4   实例误差比较 

我们将分别采用离散 Euclidean 范数和无穷范数对本文中的 5 个计算实例进行误差计算,并与传统的

Bloor-Wilson 算法进行比较.由于 Bloor-Wilson 算法是对 PDE 曲面进行 B 样条曲面逼近,因此,我们应在采用

Bloor-Wilson 算法对 PDE 曲面进行 Bézier 曲面逼近的情况下对这两种算法进行比较.也就是说,应当使双 n 次

B 样条曲面在两个参数方向的定义域仅有 1 个非零节点区间,并且端节点重复度为 n+1.此时,该双 n 次 B 样条

曲面实际上退化为一张双 n 次 Bézier 曲面.特别地,这两个逼近曲面还应具有相同的次数与光滑度.在上述条件

下,误差比较结果见表 1、表 2.可以看出,在两种范数意义下,本文的算法均优于 Bloor-Wilson 算法.其中,离散

Euclidean 范数定义如下: 
1/ 2
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0 0

1 ( ( / , / ) ( / , / )) ,
r r

i j
E i j i j

M
τ τ τ τ

= =
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其中,X为精确解, X~ 为逼近解,τ=100,M=(τ+1)2.相应地,离散无穷范数定义如下: 

, {0,1/ ,2 / ,...,1}
max | ( / , / ) ( / , / ) | .

u v r r
E i j i jτ τ τ τ

∈
= −X X  

 
 
 
 
 
 
 
 

5   结  论 

PDE 曲面造型是 CAGD 领域中一类非常重要的曲面造型方法.基于约束优化的思想,本文给出了 PDE 曲面

的 Bézier 逼近算法,并利用 Bézier 曲面的细分性质对该算法进行了优化.它实现了 PDE 曲面造型系统与传统的

CAD 造型系统之间的数据交换,因而具有重要的应用价值. 
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与传统的 Bloor-Wilson 算法相比,该算法在逼近精度上有了较大提高,而且实现起来简便、易行.与文     
献[10−12]相比,该算法的适用范围更加广泛,对高阶偏微分方程、非齐次偏微分方程以及边界曲线为导矢曲线

的情况同样适用.因此,该算法不仅实现了 PDE 造型系统与传统 CAD 造型系统之间的兼容性,而且提供了一种

新的 Bézier 曲面约束造型方法. 
如何证明该算法的收敛性与稳定性将是下一步的研究工作.另外,将该算法推广到其他曲面表示形式,如

C-Bézier 曲面,也是值得进一步研究的课题. 
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