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Abstract:  The individual haplotyping MSR (minimum SNP removal) problem is the computational problem of 
inducing an individual’s haplotypes from one’s DNA fragments sequencing data by dropping minimum SNPs 
(single-nucleotide polymorphisms). To solve the problem, Bafna, et al. had provided an algorithm of time 
complexity O(2kn2m) with the number of fragments m, the SNP sites n, the maximum number of holes k in a 
fragment. In the case that there are some Mate-Pairs, since the number of holes in a Mate-Pair can reach 100, 
Bafna’s algorithm is impracticable. Based on the characters of DNA fragments, this paper presents a new algorithm 
of time complexity O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+nk2+mk1) with the maximum number of SNP sites that a fragment 
covers k1 (no more than n), the maximum number of the fragments covering a SNP site k2 (usually no more than 19) 
and the maximum number of fragments covering a SNP site whose value is unknown at the SNP site h (no more 
than k2). Since the time complexity is not directly related with k, the algorithm can deal with the MSR problem with 
Mate-Pairs efficiently, and is more scalable and applicable in practice. 
Key words:  SNPs; genotype; haplotype; parameterized algorithm; computational complexity 

摘  要: 个体单体型MSR(minimum SNP removal)问题是指如何利用个体的基因测序片断数据去掉最少的

SNP(single-nucleotide polymorphisms)位点,以确定该个体单体型的计算问题.对此问题,Bafna等人提出了时间复杂

度为O(2kn2m)的算法,其中,m为DNA片断总数,n为SNP位点总数,k为片断中洞(片断中的空值位点)的个数.由于一个

Mate-Pair片段中洞的个数可以达到 100,因此,在片段数据中有Mate-Pair的情况下,Bafna的算法通常是不可行的.根
据片段数据的特点提出了一个时间复杂度为O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+nk2+mk1)的新算法,其中,k1为一个片断覆
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盖的最大SNP位点数(不大于n),k2为覆盖同一SNP位点的片段的最大数(通常不大于 19),h为覆盖同一SNP位点且在

该位点取空值的片断的最大数(不大于k2).该算法的时间复杂度与片断中洞的个数的最大值k没有直接的关系,在有

Mate-Pair片断数据的情况下仍然能够有效地进行计算,具有良好的可扩展性和较高的实用价值. 
关键词: 单核苷酸多态性;基因型;单体型;参数化算法;计算复杂度 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

为了破译人类的遗传信息,1990 年 10 月,人类基因组计划启动,2000 年 6 月,人类基因组草图绘成,2003 年 4
月,人类基因组图谱基本完成.至此,人类基因组共性的一面被揭示出来,但人类个体多态性的一面没有得以体

现.不同的人具有不同的外貌、体格,对疾病有不同的抵抗能力,对药物有不同的敏感性.从遗传上说,这是因为不

同个体(除了同卵双胞胎外)的基因组不完全相同.两个人之间的DNA差异约占基因组的 0.1%,单核苷酸多态性

SNPs(single-nucleotide polymorphisms)为人类染色体某个位点上的碱基变化.SNPs广泛分布在人类基因组中,
在整个人类基因组中大约有 340 万个SNPs[1]. 

单核苷酸多态性是一个物种中不同个体表型的主要遗传来源.识别SNPs对基因的精确定位、了解基因功能

很有帮助,对遗传病等疾病的诊断和药物研究有重要作用,SNPs可用于个体识别、亲子鉴定,也可用于人类各群

体的遗传关系分析.Stephens等人采用个体单体型问题变异的方法研究人类 313 个基因中的 3 899 个SNPs,然后

进行连锁不平衡分析,其结果支持了人类群体在近代扩张的说法[2].Horikawa等人[3]根据SNPs进行关联分析,在
墨西哥裔美国人中,把 2 型糖尿病基因定位在 2 号染色体长臂,并发现CAPN10 基因的 3 个SNPs与 2 型糖尿病

相关. 
一个 SNP 位点指的是在一个物种的基因组 DNA 序列中不同个体可能出现不同碱基的位置.对于人类等二

倍体生物,染色体是成对存在的,每一对染色体的 DNA 序列除 SNP 位点外都是一样的.在一条染色体 SNP 位点

上的碱基序列叫做单体型(haplotype).对于任何一个二倍体生物,都有一对单体型.单体型在 SNPs 的上述应用中

扮演着重要的角色.但是,在当前的实验技术下,直接测定个体的单体型既费钱又费时间.因此,利用计算机技术

来确定个体的单体型具有极其重要的现实意义. 
本文研究如何利用个体的基因测序片断数据的特点,尤其是在片段数据中包含有 Mate-Pair 片段数据时,对

确定该个体的单体型的一个计算优化模型 MSR 进行参数化求解.本文第 1 节介绍个体单体型问题的抽象模型

和当前的研究现状.第 2 节阐述 MSR 的参数化算法,分析其复杂度.第 3 节对实验结果进行分析.最后进行总结. 

1   个体单体型问题及当前研究现状 

像人类等双倍体生物,DNA 序列是按染色体成对出现的.对于任意一个 SNP 位点来说,一对染色体上的碱

基可以是相同的,这种现象叫做纯合(homozygous);也可以是不同的,这种现象叫做杂合(heterozygous).这样,一
条染色体在 SNP 位点的投影序列即单体型(haplotype)可以用 2 个字母的字符集{A,B}上的字符序列来表示,不
必用真正的碱基字符.一对染色体在 SNP 位点的投影序列则是一对这样的序列,叫做基因型(genotype). 

随着对 SNPs 的深入研究,Lancia 等人在文献[4]中提出直接利用个体的 DNA 片断数据来确定个体的一对

单体型,这个计算问题就是本文所说的个体单体型问题(individual haplotyping problem). 
在对基因组进行测序时,限于技术上的局限,实验室只能直接对较短的DNA片断进行测序,这些片断来自一

对染色体的不同单体,测序过程中也不可避免地会发生一些错误.给定某个个体一组已测序的DNA片断数据,个
体单体型问题就是要去掉最少数据[4],以便能够发现一对单体型与剩下的数据兼容,其中,去掉的数据可以是片

断或SNP位点. 
n个SNP位点按在染色体上的次序从左到右记作S:{1,2,...,n},m个片断记作F:{1,2,...,m},任意SNP位点应该

被某些DNA片断覆盖,任意片断在它所覆盖的SNP位点的取值为‘A’,‘B’或‘−’,其中,‘−’表示片断在该位点的取

值为空(其值未能确定),或者说,该片断在这个SNP位点上有一个洞(hole).DNA片断的数据集就可以表示为在

{A,B,−}上的一个m×n的矩阵,叫做SNP矩阵M[4],其中,矩阵M的行表示片断,列表示SNP位点,Mi,j的值表示第i个
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片断在第j个SNP位点上的取值,而取M的前j列所构成的矩阵记作M[:,j]. 
对于一个 SNP 矩阵 M 有如下概念或定义: 
对于 M 的两行,如果它们在列 j 上的值不相等,且都不为‘−’,则这两行在列 j 上发生冲突;如果这两行在所有

的列上均不冲突,则这两行互相兼容. 
定义 1(覆盖). 如果(∃k((Mi,k≠‘−’)∧(k≤j)))∧(∃r((Mi,r≠‘−’)∧(j≤r))),则称行i覆盖列j. 
也就是说,当Mi,j的值不为‘−’,或者列j前后至少各有一列,使得行i在这两列上的值均不为‘−’时,行i覆盖列j,

列j被行i覆盖.从定义可以看出,任意一行所覆盖的列是连续的,这些列中序号最小的列称为该行的起始列,序号

最大的列称为该行的终止列. 
这样,从起始列到终止列,该行上取‘−’值的列数就是该行对应的片断中洞的个数. 
定义 2(M 是可行的). M 的所有行可以分成 2 个不相交的子集,每个子集中的所有行都相互兼容. 
显然,一个 SNP 矩阵 M 是可行的当且仅当可以找到一对单体型,使得 M 中的任意一行总是可以与其中的

一个单体型兼容(其中单体型表示为{A,B}上的长为 n 的字符序列). 
Lancia 等人在文献[4]中最初引入了 MSR 问题: 
最少 SNP 删除(minimum SNP removal,简写 MSR)问题.给定一个 SNP 矩阵 M,删除最少的列(SNP 位点)使

M 可行. 
为了提高DNA测序片段组装的精确度,在双管(double-barreled)shotgun测序中[5],对一个较长的片段两端进

行测序,中间留下一片空隙(gap,一连串的洞).另外,在实际测序中,由于各种原因,一个DNA片段中的某些碱基无

法确定,因而在片段中也可能出现空隙. 
文献[6]证明:如果一片断中有空隙时,MSR是APX-hard,对于m个DNA片断,n个SNP位点,一个片段中至多有

k个洞的MSR问题,该文提出了时间复杂度为O(2kn2m)、空间复杂度为O(2kn2)的算法. 
人类基因组上SNP的分布密度约为 0.1%[7−9],目前已知的SNP位点多达 300 多万个[1,7−10],而Celera公司对人

类基因组的常染色体部分进行测序时得到的片断数目为 27 271 853 个[9].由此可以看出,为了推断出染色体的

一个区域的单体型,需要处理的片断数m和SNP位点数n都很大. 
当前,DNA测序的主导方法是Sanger双脱氧链终止法 [11].采用Sanger双脱氧链终止法测序,一次能测定的

DNA序列的长度仅为 800~1 200 个碱基.各大测序中心使用的第三代测序仪如ABI 3730,MageBACE等可直接

测定的片断的最大长度约为 1 000 个碱基.采用了双管测序法可以从两端对一段较长的DNA克隆进行测序,得
到位于克隆两端的长度在 1KB以内,彼此间距离已知的两个读段,这两个读段构成一个Mate-Pair.根据克隆的载

体不同,Mate-Pair的典型长度有 2KB,10KB,50KB和 150KB[12].对DNA片断进行测序时,由于各种原因无法确定

某些位点的碱基值或是其中有Mate-Pairs数据,DNA片断数据中就会出现空隙.国际人类基因组和Celera公司对

人类基因组测序时都大量用到Mate-Pairs.如果片段测序数据中出现的Mate-Pair的长度达到了 150KB,在这种情

况下,片段中洞的个数则会达到 100 个以上(平均 1KB有 1 个SNP位点[7−9]).显然,文献[6]的以片段中的洞的最大

数k为参数的时间复杂度为O(2kn2m)、空间复杂度为O(2kn2)的算法是不可行的.因而,根据目前基因组测序的技

术现状,针对DNA片断的数据和个体单体型问题的特点提出更高效的算法,具有重要的现实意义. 

2   有 Mate-Pairs 片断数据的 MSR 参数化算法 

在有Mate-Pair片断数据的情况下,虽然Mate-Pair片断中洞的最大数可达 100 个,但是,因为测序的成本和所

需的时间与覆盖率成正比,所以,实验室测序时片段的覆盖率(coverage)不是很大.如Celera公司的人类基因组测

序工程中的片断覆盖率为 5.11[9]、国际人类基因组测序联盟(IHGSC)在人类基因组计划中的片断数据的覆盖率

是 4.5[7](这些片断中有些是Mate-Pair片断数据).虽然在人类基因组的每个位置的片断覆盖程度并不完全相同,
但是,文献[12]对文献[9]中的片断数据进行了详细的分析,从其片断覆盖图上可以看出,绝大部分位点上的片断

数为 5 左右,最大值没有超过 19.由此可以看出,覆盖一个SNP位点的片断数远小于片断总数.覆盖某一SNP位点

的所有片断中,在该位点上取空值的片断数肯定不大于覆盖该位点的片断总数.另外,一个片断覆盖的SNP位点
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数一般比SNP位点总数要小(尽管SNP分布不均匀,从已有的数据来看,长为 150KB的Mate-Pair,其覆盖的SNP位
点数约为 150 个左右[13,14]). 

根据以上事实,特提出以下参数化条件: 
定义 3((k1,k2,h)参数化条件). k1,k2,h是正整数,(k1,k2,h)参数化条件定义为任意片段覆盖的SNP位点数不超

过k1(从第 1 个非‘−’值SNP位点到最后一个非‘−’值SNP位点之间最多只有k1−2 个位点,中间允许出现任意多个

洞),对于任意一个SNP位点,覆盖该位点的片段数不超过k2,而其中在该位点上取空值的片段数不会超过h. 
对于一个SNP矩阵,满足(k1,k2,h)参数化条件就是该矩阵的任意一行覆盖的列数不超过k1,即该行取非‘−’值

的两列之间最多有k1−2 列,覆盖任意一列的行数不超过k2,其中在该列上的值为‘−’值的行数最多为h. 
图 1 给出了一个满足(9,6,2)参数化条件的 11 行×10 列的 SNP 矩阵,其中,覆盖列数最多的为第 2 行,覆盖了

从列 2~列 10 的 9 个列;覆盖第 6 列的行数最多,为 6;对于任意一列,覆盖该列的行中最多只有 2 行在该列上取 
‘−’值. 

对于任意一个m×n的SNP矩阵M,对M的所有行进行一次扫描,就可以统计出每行覆盖的列数、覆盖每列的

行数及覆盖每列且在该列取‘−’值的行数,从每行覆盖的列数中取最大值就得到k1(k1≤n),从覆盖每列的行数中

取最大值就得到k2(k2≤m),同样,从覆盖每列且在该列取‘−’值的行数中取最大值就得到h(h≤k2),这样,M就满足

(k1,k2,h)参数化条件.在极端的情况下,k1=n,k2=m,h=k2;但根据本节第 1 段对已有的基因组测序片断数据的分析,
从文献[12]可知,对Celera公司的这些片断数据对应的SNP矩阵而言,k2=19,而h不会大于k2. 

根据包含 Mate-Pair 的片断数据的特点,本文对 MSR 问题进行参数化: 
PM_MSR(parameterized minimum SNP removal with Mate-Pair)问题.给定一个满足(k1,k2,h)参数化条件的

SNP矩阵M,PM_MSR问题是要求删除最少的列(SNP位点),也就是保留最多的列使M可行. 
本文下面所述的 PM_MSR 的解是指能保留下来的最大列数. 

    A B − B A  
 A B − − − − − A B → Mate-Pair

A B B A   
B A B − − − A B →Mate Pair 
 B A    
 A B   
  A B A  
    A B  
    B A A B  
   A B  

Fr
ag

m
en

t 

    A A  
SNP  

Fig. 1  An SNP matrix satisfying (9,6,2) parameterized condition 
图 1  一个满足(9,6,2)参数化条件的 SNP 矩阵 

2.1   预处理 

对任意一个 SNP 矩阵 M,我们首先进行如下预处理: 
Step 1. 得出覆盖各列的行号的有序集.覆盖第 j 列的行号的有序集记作 rowset(j). 
Step 2. 去掉冗余列.对 SNP 矩阵的每一列 j,如果 rowset(j)中的所有行在该列的取值中没有出现‘A’或出现

‘B’,则标记该列.最后去掉所有标记的列. 
Step 3. 去掉冗余行.对 SNP 矩阵的每一行,如果该行取非空值的列在 Step 2 被全部删除,则标记该行.最后

去掉所有标记的行,修改受影响的有序集 rowset. 
预处理的时间复杂度分析:如果SNP矩阵采用压缩的形式存储,如每一个行记录其起始列号和终止列号,再

记录该行在其覆盖的列上的值(可以有其他压缩的存储方式,但文中其余部分所指的压缩存储形式隐指这种),
那么对所有行扫描一遍可以得到各列的有序集rowset,Step 1 所需时间为O(mk1). 

判断列j是否冗余,可以对rowset(j)中的行在列j上的取值进行统计,所需的时间为O(k2),这样标记出所有的
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冗余列需时间O(nk2).去掉冗余列,可以先从列 1 到列n扫描一遍,累计每一列前面有多少列被标记,所需时间为

O(n),然后对所有的行扫描一遍,去掉被标记的列上的值,对片断的起始列号和终止列号进行修改,所需时间为

O(mk1).行的起始列号和终止列号的修改方法为:起始列号减去起始列前被标记的列数得到新的起始列号;如果

终止列没有被标记,则终止列号减去终止列前被标记的列数得到新的终止列号.如果被标记,则再减 1,如果片断

所覆盖的所有列都被标记 ,则该片断新的终止列号就会比新的起始列号小 1.这样 ,Step 2 所需时间为

O(nk2+mk1),然后再对每一列的rowset中的行扫描一次,对行的起始列号和终止列号进行比较,如果是冗余行,则
从rowset中去掉,这样,Step 3 所需时间为O(nk2).所以,预处理所需的时间为O(nk2+mk1). 

如果不是采用压缩的形式存储,预处理的时间复杂度则为 O(mn). 
定理 1. 一个满足(k1,k2,h)参数化条件SNP矩阵M经过以上的预处理后得到的SNP矩阵M′满足(k1,k2,h′)参数

化条件,其中,h′=min(max(k2−2,0),h). 
证明:去掉冗余列和冗余行的预处理显然不会增加对应片段的长度、覆盖某一SNP位点的片断数和覆盖某

一位点并在该位点取空值的片断数.而经过预处理以后,任何一列对应的SNP位点上至少应有一个片断取‘A’值,
还有一个取‘B’值,所以,覆盖任意SNP位点的取‘−’值的片断数不会大于k2−2,当然也不会比 0 小. □ 

定理 2. 令一个 SNP 矩阵 M 经过以上的预处理得到的 SNP 矩阵为 M′,其中,去掉的列的集合为 X,去掉的

行的集合为 Y,则 M 的 PM_MSR 的解(这里是指能保留的最大列数)等于 M′的 PM_MSR 的解与 X 的列数之和. 
证明:用顶点表示行,边表示两行冲突,则一个 SNP 矩阵对应一个冲突图.由文献[4]可知,一个 SNP 矩阵是可

行的当且仅当其对应的冲突图是一个二部图.在预处理中某一列被去掉,是因为不存在两行使得其中一行在该

列上的值为‘A’,另一行为‘B’,即不存在两行在该列上发生冲突,所以任意两行在去掉的列上是不冲突的.而 Y 中

的行在 X 外的列上的取值都为空,所以,Y 中的任意行均不与其他行发生冲突.如果 M′的 PM_MSR 的解所对应

的保留列上的冲突图是二部图,那么加上 Y 中的所有行和 X 中的所有列后,该冲突图不会增加新的边,仍然是二

部图.所以,M 的 PM_MSR 的解不小于 M′的 PM_MSR 的解与 X 中的列数之和;反之,如果 M 的 PM_MSR 的解

所对应的保留列上的冲突图是二部图,那么,去掉那些代表 Y 中的行的顶点,再删除由于去掉 X 中的列后不再冲

突的行之间的边后,冲突图必定还是二部图.所以,M′的 PM_MSR 的解不小于 M 的 PM_MSR 的解与 X 的列数之

差.因此,M 的 PM_MSR 的解等于 M′的 PM_MSR 的解与 X 的列数之和.定理得证. □ 
从定理 2 可知,求解一个SNP矩阵的PM_MSR的解可以归结为求其预处理后形成的矩阵的对应解.为了叙

述简便,我们称一个经过上述预处理后的SNP矩阵为精简的SNP矩阵.本节下面算法的输入均为预处理后得到

的精简的SNP矩阵M,该矩阵具有如下特点:任何一个列总有一些行的值是‘A’,还有一些行的值为‘B’.

2.2   PM_MSR算法 

对于一个精简的SNP矩阵M,因为在列j上,有些行取‘A’值也有些行取‘B’值,所以,如果列j被保留,要使M可

行,则覆盖列j的行肯定必须划分成两个子集,并且在列j上的取值为‘A’的行应该划分到同一个子集;而取值为‘B’
的行肯定应该划分到另一个子集中.这样,只有在该列取‘−’值的行的划分才是不确定的.显然,对于一个满足

(k1,k2,h)参数化条件的精简的SNP矩阵M,覆盖列j且在列j上的值为‘−’的片段数最多为h,那么,覆盖列j的全体片

段上所有可行的划分数最多是 2h. 
定义 4. 划分函数:对某一列j,令覆盖列j的所有行的序号集为F,列j上的划分函数P定义为满足如下条件的

映射F→{A,B}:对于覆盖列j的行i,如果Mi,j=‘A’,则P(j)=‘A’;如果Mi,j=‘B’,则P(j)=‘B’;如果Mi,j=‘−’,则P(j)可从‘A’
和‘B’中任选一个. 

对于一个满足(k1,k2,h)参数化条件的精简的SNP矩阵M,任意列上的划分函数的个数最多是 2h. 
从定义 4可以看出,按照P函数值对覆盖列j的行进行划分,函数值相同的行划分给同一子集;反之,对覆盖列j

的行的任意划分,如果划分出来的每个子集中的行互不冲突,则该划分必定对应着列j上的一个划分函数.
定义 5. K[j,P]和 Column[j,P]:P 为列 j 上的划分函数,K[j,P]定义为满足下列条件从列 1 到列 j 中能保留下的

最多列数,对应的保留下来的列的集合定义为 Column[j,P]:列 j 必须保留;对 M[:,j]中的所有行存在着一个划分,
使得划分在同一子集中的行在 Column[j,P]中的所有列上均不冲突,且划分在同一子集中的行,如果其覆盖列 j,
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则其 P 函数值必相同. 
显然,保留 Column[j,P]中的列可使 M[:,j]可行.对于一个精简的 SNP 矩阵第 1 列而言,覆盖第 1 列的行在第

1 列的值都是确定的,所以片段的划分函数 P 是唯一的,且有 
 K[1,P]=1;Column[1,P]={1} (1) 

定义 6. OK(j,P):P为列j上的划分函数,OK(j,P)定义为所有满足下列条件的(j′,P′)的集合:P′为列j′上的划分

函数且max(0,j−k1)<j′<j;P′和P兼容,就是P′和P对既覆盖j′又覆盖j的行的划分不发生冲突,即对任意既覆盖j′又覆

盖j的两行,如果它们的P′函数值相等,则P函数值必相等,这表示由P′划分在同一子集中的行,按P来划分也必须

在同一子集中. 
对于一个满足(k1,k2,h)参数化条件的精简的SNP矩阵M,根据K[j,P]的定义,有下面的递推式(正确性见定理 3

的证明): 
 1 ( , ) ( , )

[ , ] max( [ ],   max ( [ , ])) 1
j P OK j P

K j P A j k K j P
′ ′ ∈

′ ′= − +  (2) 

其中,A[j]为满足 j′≤j 的所有 K[j′,P′]的最大值,即 

 

all possible [ , '] with

0,                                         if 1
[ ] 1,                                          if 1

max [ , ],  if 1
K j P j j

j
A j j

K j P j
′ ′<

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ′ ′ >⎪⎩

=  (3) 

从式(1)~式(3)可以看出,对任意 j,A[j]不会比 0 小,且 m×n 矩阵 M 的 PM_MSR 解就是 A[n]. 
根据式(1)~式(3)可以得到 PM_MSR 算法,见算法 1. 
算法 1. PM_MSR. 
  Input:  一个精简的 SNP 矩阵 M; 
  Output: M 的 MSR 解. 
  Step 1: 对M中所有的片断扫描一次,得到M的行列数m,n及其 3 个参数k1,k2,h 
  Setp 2: //初始化 

Setp 2.1:  for j=0,...,k1 do 
Setp 2.1.1:     A[j]=0; H[j]=0; 

  Setp 2.1.2:     for P=0,...,2h−1 do K[j,P]=0; 
Setp 2.2:  curColum=0, j=0, K[0,0]=1; //根据式(1),curColum=0 表示第 1 列 
Step 3:   while curColum<n−1 do //循环 n−1 次 
Step 3.1:     curColum++; j=(j+1) mod (k1+1) 
Step 3.2:     H[j]=覆盖列 curColum 的行中在 curColum 上取‘-’值的行数 
Step 3.3:     for P=0,...,2H[j]−1 do //P是一个在curColum列上的划分函数 
Step 3.3.1:   K[j,P]=A[(j+k1+1−k1) mod (k1+1)]+1 
Step 3.3.2:   for pre=1…(k1−1) do 
Step 3.3.2.1:         q=(j+k1+1−pre) mod (k1+1) 
Step 3.3.2.2:          for p=0,…,2H[q]−1 do //p是一个在curColum-pre列上的划分函数 
Step 3.3.2.2.1:            if K[j,P]>K[q,p] continue; 

 //判断列 curColum 的划分函数 P 和列(curColumn-pre)的划分函数 p 是否兼容 
    Step 3.3.2.2.2:      else if Compatible(curColum,curColumn-pre,P,p) 

Step 3.3.2.2.2.1:   K[j,P]=max(K[j,P],K[q,p]+1); 
Step 3.3.2.2.2.2:   A[j]=max(A[j], K[j,P]);  //目前看到的最大值 
Step 4:  M 的 MSR 解就是 A[i] 

从式(2)可以看出,计算K[j,P]只需知道A[j−k1]以及列j前k1−1 列的相关K值(见OK(j,P)的定义),而更新K[j,P]
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时就可以同时检查A[j]是否需要更新,所以,算法需要保存的值是:A[j−k1]到A[j]共(k1+1)个单元,从列j−k1+1 到j需
要保存k1列的相关K值,虽然实际程序中K比A可以少 1 个单元,但是为了叙述简便,算法中A和K的值都采用长度

为k1+1 的循环队列来存储 ,以减小空间需求 .算法中需要调用的判断在两个列上的划分函数是否兼容的

Compatible子过程如下: 
Boolean Compatible(column1,column2,P,P′) 
//判断列 column1 上的划分函数 P 和列 column2 上的划分函数 P′是否兼容 
{ i=rowset(column1)和 rowset(column2)共有的第 1 行(如果没有共有的行,则 i=−1). 
     same=−1; 
     while (i!=−1) do 

{  Case1:  Mi,Column1!=‘−’ AND Mi,Column2!=‘−’ 
 if (same==−1) then same=(Mi,Column1==Mi,Column2) 
 else if (same!=(Mi,Column1==Mi,Column2)) return FALSE; 

        Case2:  Mi,Column1==‘−’ AND Mi,Column2!=‘−’ 
 Char1=(P 的最低位==1?‘B’: ‘A’); P>>1; 
 if (same==−1) then same=(Char1==Mi,Column2) 
 else if (same!=(Char1==Mi,Column2)) return FALSE; 

Case3:  Mi,Column1!=‘−’ AND Mi,Column2==‘−’ 
 Char2=(P′的最低位==1?‘B’: ‘A’); P′>>1; 
 if (same== −1) then same=(Mi,Column1==Char2) 
 else if (same!=(Mi,Column1==Char2)) return FALSE; 

        Case4:  Mi,Column1==‘−’ AND Mi,Column2==‘−’ 
 Char1=(P 的最低位==1?‘B’: ‘A’); P>>1; 
 Char2=(P′的最低位==1?‘B’: ‘A’); P′>>1; 

 if (same==−1) then same=(Char1==Char2) 
 else if (same!=(Char1==Char2)) return FALSE; 

        i=rowset(column1)和 rowset(column2)共有的下一行(如果没有了,则 i=−1); 
} 
return TRUE; 

} 
定理 3. 对于一个m×n满足(k1,k2,h)参数化条件的SNP矩阵M,PM_MSR算法能够正确地求出其PM_MSR问

题的一个解;该算法的时间复杂度为O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+mn),空间复杂度为O((k1+1)(n+1)2h+mn+ nk2);
如果 M 采 用 压缩 的存 储 方式 , 则 时 间 复杂 度为 O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+nk2+mk1), 空 间复 杂度 为

O((k1+1)(n+1)2h+nk2+mk1). 
证明:首先分析其时间复杂度:Step 1为O(mn);Step 2为O((k1+1)2h);Step 3执行n−1次,Step 3.2可以通过扫描

覆盖rowset(curColum)中的行在列curColum的值得到,总的时间为O((n−1)k2),由于H[j]的值不会超过h,所以, Step 
3.3 最多循环(n−1)2h次,Step 3.3.2 最多循环(n−1)(k1−1)2h次.因为,rowset(column1)和rowset(column2)共有的行数

不会超过k2,所以,判断两划分函数是否兼容的子过程Compatible所需时间为O(k2).这样,Step 3.3.2.2 的时间为

O((n−1)(k1−1)k222h).因此,加上预处理PM_MSR算法的时间复杂度为O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+mn).下面再进

行空间复杂度分析 :数组 A和H所需的空间为O(k1+1),K所需的空间为O((k1+1)2h),如果还保留对应的

Column[j,P], 则 要 O((k1+1)n2h) 的 空 间 .rowset 所 需 的 空 间 为 nk2, 加 上 SNP 矩 阵 M, 总 的 空 间 复 杂 度 为

O((k1+1)(n+1)2h+mn+nk2).如果M采用压缩的存储形式,则Step 1所需的时间为O(mk1),预处理时间为O(nk2+mk1),
所以 , 加上预处理 PM_MSR 算法的时间复杂度为 O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+nk2+mk1), 空间复杂度为
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O((k1+1)(n+1)2h+nk2+mk1). 
PM_MSR 算法的正确性证明:PM_MSR 算法的正确性由初始值式(1)和递推式(2)的正确性来保证. 
显然,初始值 K[1,P]=1 是正确的,下面利用数学归纳法来证明递推式(2)的正确性. 
假设对于任意 j′<j 和在列 j′上的任意划分函数 P′,K[j′,P′]都是正确的,现在来证明递推式(2)能够正确地求

出 K[j,P]. 
对于列j前的某一列j′>j−k1,如果该列存在与P兼容的划分P′,即(j′,P′)∈OK(j,P),则根据定义 5 中的条件(2),对

M[:,j′]中所有的行存在着一个划分,使得划分在同一子集中的行在Column[j′,P′]中的列上均不发生冲突,且划分

在同一子集中的行,如果其覆盖列j′,则其P′函数值必相同,再根据定义 6,这些行如果同时也覆盖了列j,则其P函
数值必相等,这样根据定义 4,这些行在列j上也不会发生冲突;而那些没有覆盖列j的行,它们自然不会在列j和任

何其他行发生冲突.如果只保留Column[j′,P′]中的列和列j,对于M[:,j]而言,还需要考虑的只有M[:,j]中覆盖了列j
但却没有覆盖列j′的行,也就是说,这些在Column[j′,P′]上的取值为空的行(注意:列j是Column[j′,P′]中的最后一

列),这些行则可以按照其P函数值分配到具有相同P函数值的其他同时覆盖列j和j′的行所在的子集中,如果没有

同时覆盖列j和j′的行,则按P函数值的不同分配到不同的子集中.至于其他行,由于不覆盖Column[j′,P′]中的列,也
不覆盖列j,它们在Column[j′,P′]中的列和列j上肯定不会与其他行发生冲突,可以任意分配.这样就对M[:,j]中的

所有行存在着一个划分,使得划分在同一子集中的行在Column[j′,P′]的列及列j上均不发生冲突,满足定义 5 中

的条件(2),由于列j保留,定义 5 中的条件(1)也满足,所以有Column[j,P]至少比Column[j′,P′]多一列,这一列就是列

j,因此有K[j,P]≥K[j′,P′]+1. 
如果列j′≤j−k1,由于SNP矩阵M满足(k1,k2,h)参数化条件,所以没有一行覆盖的列数可以超过k1,也就是说,没

有一行可以同时覆盖列j、列j′或列j′前面的列,否则该行覆盖的列数将超过k1.对列j′上任意分组函数P′而言,因为

列j′是Column[j′,P′]中的最后一列,所以覆盖Column[j′,P′]中任意列的行都不会覆盖列j,它们在列j上的值应为空,
按照定义 5,这些行总存在一个划分,使得同一子集中的行在Column[j′,P′]中的列上不会发生冲突,由于它们在列

j上的值都为空,所以它们也不会在列j上发生冲突;与M[:,j′]比较,M[:,j]中需要多考虑的行是那些覆盖列j的行,这
些行在Column[j′,P′]中所有列上的取值必定为空,所以它们不会与其他行在Column[j′,P′]中的列上发生冲突,按
照P函数值对这些行进行划分,值为‘A’的加入到其中一个子集中,值为‘B’的加入到另一个子集中.根据P函数的

定义,加入在同一子集中的行在列j上是不会冲突的;而其他既不覆盖Column[j′,P′]中的列,也不覆盖列j的行,它
们在Column[j′,P′]中的列及列j上不会与任何其他行发生冲突,对它们进行任意分配.这样,在M[:,j]的所有行上存

在一个划分,使得划分在同一子集中的行在Column[j′,P′]的列及列j上均不发生冲突,满足定义 5 的条件(2),由于

列 j保留 ,定义 5 的条件 (1)也满足 ,所以对任意 j′≤j−k1及其上的任意分组函数P′,有K[j,P]≥K[j′,P′]+1,即
K[j,P]≥A[j−k1]+1. 

这样就说明K[j,P]至少要比A[j−k1]和K[j′,P′]大 1(对所有的(j′,P′)∈OK(i,P)). 
反过来,对于任意列j及其上的划分函数P来说,按照定义 5,对M[:,j]中的所有行存在一个划分F,使得划分在

同一子集中的行在Column[j,P]中的所有列上均不发生冲突,且划分在同一子集中的行,如果其覆盖列j,则其P函
数值必相同.那么在同一子集中的行必定在Column[j,P]−{j}中的所有列上均不发生冲突,即在Column[j,P]−{j}
中的同一列上取‘A’的行和取‘B’的行不会出现在同一个子集里(否则它们就在该列发生冲突).如果Column[j,P]
中只有列j,那么K[j,P]=1,根据等式(3),任意A[j−k1]都不比 0 小,所以有A[j−k1]≥K[j,P]−1;如果Column[j,P]中除列j
外还有其他列,则令Column[j,P]中除列j外最后一列为j′,构造列j′上的划分函数P′:由于M是一个精简的SNP矩阵,
所以在列j′上必有一些行取‘A’值,还有一些行取‘B’值,在划分F中,这些在列j′上取‘A’值的行必定在其中同一个

子集中,令该子集中覆盖列j′的所有行的P′值为‘A’;那些在列j′上取‘B’值的行必定在另一个子集中,令该子集中

覆盖列j′的所有行的P′值为‘B’.显然,保留Column[j,P]−{j}中的列能使M[:,j′]可行,并且存在分区F满足定义 5 的

条件(2),条件(1)显然满足,这样就有K[j′,P′]≥K[j,P]−1,如果j′>j−k1,根据P′的构造方法可知(j′,P′)∈OK(j,P);如果

j′≤j−k1,则K[j′,P′]≤A[j−k1],就有A[j−k1]≥K[j,P]−1. 
这样就说明,不是A[j−k1]≥K[j,P]−1 成立,就是存在一个(j′,P′)∈OK(j,P)使得K[j′,P′]≥K[j,P]−1 成立. 
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递推式(2)成立,定理得证. □ 

3   实验结果 

由于原始的DNA测序片段数据很难得到,文献[15]利用计算机生成的模拟DNA片断数据来比较各片断组

装算法的性能,文献[16−18]也是利用计算机模拟真实生物数据的特征生成测试数据集,进行个体单体型各种算

法的实验测试,本文也采用与上述文献相同的方法和参数来生成测试数据.模拟数据生成的方法是:首先,随机

生成指定长度的单体型,根据指定的两个单体型的差异率随机生成另一个单体型;然后根据指定的测序误差、

片段的覆盖率、片段的最小长度和最大长度来随机生成片段数据集.实验室的DNA测序误差为 3%~5%[17],片段

的覆盖率为 5 左右[7,9,12].为了使模拟生成的片段数据能够很好地反映真实情况,根据文献[17]的测试方法,我们

先采用著名的shotgun测序模拟片断生成器Celsim[19]生成一系列的片断数据,生成参数设置为两个单体型的差

异率为 10%,测序误差为 5%,生成的普通片段的最小长度为 3,最大长度为 6,生成的Mate-Pair是由相隔指定SNP
位点的来自于同一个单体型长度为 6 的一对普通片段构成,普通片段中生成洞的概率是 1%,单体型长度和片段

覆盖率则按照需要进行变化.模拟片断生成器的详细情况参见文献[17,19]. 
我们用 C++语言在文献[17]所提供的源程序 Fasthare 的基础上实现了 Bafna 的算法 G_MSR 和本文的算法

PM_MSR,在一台有 4 个 Intel Xeon 3.6G CPU、内存为 4G 的安装了 Linux 操作系统的服务器上,通过一系列的

模拟数据对这两种算法进行了测试.图 2~图 7 的每一个点均为 100 次重复测试的平均值,图 8 为 20 次重复测试

的平均值, 
图 2 的结果显示,当片断覆盖率为 10(普通片段的覆盖率为 6、Mate-Pair 的覆盖率为 4)、当 Mate-Pair 两片

段的间距为 10 个 SNP 位点时,G_MSR 和 PM_MFR 的运行时间与测试的 SNP 位点数多少的关系.在 SNP 位点

数为 200 时,G_MSR 和 PM_MSR 算法的运行时间分别是 1.637 5s 和 0.00 1s;位点数增加到 600 时,G_MSR 达到

71.397 499s,PM_MSR用了 0.003 5s.这是因为当 SNP位点数增加,覆盖率不变时,片断数也随之增加,在算法复杂

度分析上,G_MSR 运行的时间增长速度应该是位点数增长速度的 3 次方,而 PM_MSR 的时间则基本呈线性 
增长. 

图 3 则是当片断覆盖率为 10(普通片段的覆盖率为 6、Mate-Pair 的覆盖率为 4)、SNP 位点数为 400、
Mate-Pair 两片段的间距 d 从 1 个~13 个 SNP 位点发生变化时,两算法的运行时间曲线.片断中洞的最大数 k 随

着 d 的增加而增加,当 d=1 时,G_MSR 算法需 0.328 5s,PM_MSR 算法需 0.000 5s;当 d 增加到 13 时,G_MSR 和

PM_MSR 的运行时间分别是 65.776 497s 和 0.003 5s.这次实验的结果说明,G_MSR 对 k 的大小非常敏感,当 d
增加时,k 也随之增加,其运行时间急剧上升;但 PM_MSR 的时间变化却不大,这说明 PM_MSR 对 k 不敏感. 
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图 4 是当普通片段的覆盖率为 6、Mate-Pair 中两片段间的间距为 10、SNP 位点数为 400、Mate-Pair 的覆

盖率从 2~18 发生变化时(即片断覆盖率从 10 增长到 24),两算法的运行时间曲线图.当 Mate-Pair 的覆盖率为 2
时,G_MSR 和 PM_MSR 算法的运行时间分别是 5.391 5s 和 0.001 5s;当 Mate-Pair 的覆盖率增大到 18 时,两算法

的运行时间分别增大到 286.44s 和 49.57s.这个实验说明了 PM_MSR 算法对 Mate-Pair 的覆盖率敏感,这是因为

Mate-Pair 的覆盖率上升时,覆盖同一 SNP 位点且在该位点取空值的片断数就会增加,导致 h 上升,PM_MSR 算

法的时间呈指数上升.从实验结果来看,即使在 Mate-Pair 的覆盖率上升到 18 时,PM_MSR 算法所需的时间比

G_MSR 还是要少得多. 
当然,如果Mate-Pair的覆盖率继续增大,那么在覆盖某一位点的片断中,在该位点取空值的片断也会增加.

当h>k时,从算法的复杂度分析可以看出,PM_MSR的性能肯定不如G_MSR,所幸的是,在做DNA测序时,出于成

本和时间上的考虑,片段的覆盖率不会很大(人类基因组测序中,覆盖度约为 5[7,9]). 
图 5 是当SNP位点数为 600 片断覆盖率为 20(普通片段的覆盖率为 6、Mate-Pair的覆盖率为 14)、Mate-Pair

中两片段间的间距d从 4 减少到 1 时,两算法的对比.当d=4 时,G_MSR和PM_MSR算法的运行时间分别是 25.12s
和 0.3s;当d=1 时,两算法的运行时间分别为 3.91s和 0.02s.从实验结果可以看出,当片断覆盖率保持不变时,d减少

时,G_MSR算法和PM_MSR算法的时间都会急剧减少,这是因为d减少时,片段中洞的最大个数k会随之减少,同
时,覆盖某位点的片段中在该位点取空值的概率也会着随之变小,即h的值也会跟着变小.极端情况下,片段中没

有洞,那么k为 0,h也必定为 0,这时,即使k1=n,k2=m,根据算法复杂度分析,PM_MSR算法也不会比G_MSR性能明

显差. 
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 图 4  Mate-Pair 的覆盖率发生变化时          图 5  Mate-Pair 的间距较小时算法的运行时间对比 
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当 Mate-Pair 的两片断的间距为 100 时,这时片段中洞的最大数 k 可达到 100,G_MSR 已经无法运行了;而
PM_MSR 算法则可以有效地运行.图 6 是当 SNP 位点数为 1 000、Mate-Pair 中两片段间的间距 d 为 100、普通

片段的覆盖率为 6、Mate-Pair 的覆盖率从 6 增长到 14 时(即总的片段覆盖率从 12 增长到 20),PM_MSR 算法的

运行时间曲线.当 Mate-Pair 的覆盖率为 6 时, PM_MSR 算法的运行时间为 0.284s;当 Mate-Pair 的覆盖率增大到

14 时,运行时间增大为 14 414.125s,约 4h.当 Mate-Pair 的覆盖率增加到 16 时,我们对 PM_MSR 进行了一次测试,
时间为 231 913s,约 65h.从实验结果可以看出,当 Mate-Pair 的两片断的间距很大(k 也会很大)而片断覆盖率不大

时,PM_MSR 算法能够有效运行;但 h 会随着 Mate-Pair 的覆盖率的增加而增加,从而导致 PM_MSR 算法的时间

呈指数上升.幸运的是,为了减少测序的时间和金钱的代价,实验室进行测序时的片断覆盖率是不太大的. 
图 7 是当SNP位点数为 600、片断覆盖率为 14(普通片段的覆盖率为 8、Mate-Pair的覆盖率为 6)、Mate-Pair

中两片段间的间距d=10 时 ,通过控制普通片断的长度改变k1的值 (为Mate-Pair覆盖的SNP位点数)来测试

PM_MSR算法的运行性能.当k1=18 时,PM_MSR算法的运行时间为 0.0275s;随着k1增加算法的时间逐渐减少,当
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k1增大为 42 时,算法的运行时间减少到 0.007 5s.这是因为在SNP位点数和片断覆盖率保持不变的情况下,片段

越长,片断数越少;又因为构成Mate-Pair的两片段中洞的个数保持不变(为d),这样,所有片断中洞所占的比例就

会下降,覆盖同一SNP位点的片断中在该位点取空值的片断数的比例就会下降,进而导致h下降.基于以上两个

因素,算法的运行时间将会减少. 
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图 6  Mate-Pair 两片断的间距为 100 个 SNP 位点时 PM_MSR 算法的运行时间 
图 8 是当SNP位点数为 600、Mate-Pair中两片段间的间距d=10、Mate-Pair的覆盖率为 6,通过控制普通片

断的覆盖率改变k2的值(等于Mate-Pair和普通片断的覆盖率之和)来测试PM_MSR算法的运行性能 .当k2=12
时,PM_MSR算法的运行时间为 0.01s;当k2增大为 24 时,算法的运行时间增大为 0.06 2 秒.从图 8 可以看

出,PM_MSR算法运行时间基本上与k2呈线性增长关系,这与算法复杂度的理论分析结果是相吻合的. 
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4   结  论 

同一物种不同个体的遗传差别来自于单核苷酸多态性,对单体型的识别对遗传病相关基因的定位、药物的

设计有很重要的作用,是身份识别和亲子鉴定的有效手段,而MSR是利用个体基因组片段测序数据用计算方法

推出个体单体型的一种优化模型.在DNA测序中,由于碱基的可信度达不到某个给定的阈值或者在采用双管测

序法(double-barreled)得到Mate-Pair数据时,片段数据中就会出现空隙.Mate-Pair的典型长度有 2KB,10KB,50 
KB和 150KB[12],按 1KB DNA片段中有 1个SNP位点[7−9]估计,典型的Mate-Pair片断中洞的个数是 2,10,50,150个.
这样,当测序数据中有长为 50KB以上的Mate-Pair片段时,片段中洞的最大个数k可达到 50 以上,文献[6]的求解

MSR问题的时间复杂度为O(2kn2m)、空间复杂度为O(2kn2)(m是总片段数,n为SNP位点数)的算法无疑是不切实

际的.由于受DNA测序成本和时间的限制,基因组的测序数据中的片断覆盖率不会很大,因而覆盖同一个SNP位
点的片段数是有限的(约 5 左右,通常小于 20[7,9,12]),令其最大值为k2,那么,其中在该位点上取空值的片段数不会

比k2大,加之单一片断覆盖的SNP位点一般小于要探测的SNP位点总数.根据以上事实,本文提出了新的参数化
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算法.当DNA片断数为m、每个片段覆盖的SNP位点不超过k1、要确定的单体型的SNP位点数为n、覆盖同一SNP
位点的片段数不超过k2、覆盖某个位点且在该位点取空值的片段数不超过h的情况下,本文提出的时间复杂度

为O((n−1)(k1−1)k222h+(k1+1)2h+nk2+mk1)、空间复杂度为O((k1+1)(n+1)2h+nk2+mk1)的算法使求解有Mate-Pair
片断数据的MSR问题的时间复杂度显著降低,效率提高了很多.该算法的优良特性就是,算法的时间复杂度不再

与片段中洞的最大数直接相关,只与覆盖某一位点的片段中在该位点取空值的片段数有关,因而,即使片段数据

中有长度为 150KB的Mate-Pair,在片段的覆盖率<20 时,PM_MSR算法也能在较短的时间内完成计算,具有很好

的可扩展性. 
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