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Abstract:  In this paper, some topological characterizations of automata theory based on quantum logic (abbr. 
l-valued automata theory) are discussed. First, l-valued successor and source operators are redefined and the 
equivalences of l-valued successor operators, source operators and l-valued subautomata are demonstrated. 
Afterwards, some topological characterizations in terms of the l-valued successor. source operators and l-valued 
subautomata are described, and then some fundamental properties of l-valued successor operators, source operators 
and l-valued subautomata are characterized. Particularly, when the multiplication (&) is distributive over the union 
in the truth-value lattices, some of the special properties of l-valued successor operators, source operators and 
l-valued subautomata are verified. So a weaker limitation to form a topology is obtained. Finally, it is shown that 
the l-valued topologies in terms of the l-valued successor, source operators and l-valued subautomata are equivalent. 
Key words:  quantum logic; automata; successor operator; source operator; subautomata; topology 

摘  要: 研究了基于量子逻辑的自动机理论(简称 l-值自动机理论)的拓扑性质.给出了 successor算子和 source算
子的另一种定义,讨论了 successor算子、source算子和 l-值子自动机之间的关系,得到了 successor算子、source算
子和 l-值子自动机的某种等价性.进一步描述了由 successor 算子、source 算子和 l-值子自动机来构造拓扑.得出了
successor算子、source算子和 l-值子自动机的一些基本性质,证明了在&关于∨分配时,successor算子、source算子
以及 l-值子自动机的某些特殊性质.因而得到了由它们构造拓扑的一个较弱的条件,并且澄清了三者构造拓扑时的
等价性. 
关键词: 量子逻辑;自动机;successor算子;source算子;子自动机;拓扑 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

20世纪 80年代初,Benioff[1]和 Feyman[2,3]首先提出了量子计算机的思想.Deutsch[4]指出,利用量子态的相干
叠加性可以实现并行的量子计算,并且引入了量子 Turing 机的概念.1994 年,Shor[5]发现了量子计算机上计算离

散对数和大数因子分解的多项式时间算法.Grover[6]于 1996 年为模式识别和数据挖掘提出了一种快速的量子
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算法 .此后 ,量子计算的研究日益活跃 .在经典计算机理论中 ,自动机是计算机的简单数学模型 .Moore, 
Crutchfield[7]和 Gudder[8]从不同的角度引入了作为量子计算机的数学模型的量子自动机,推广了经典自动机理
论.1936 年,Birkhoff 和 von Neumann[9]提出了量子逻辑.文献[10,11]将量子逻辑定义为完备的正交模格值逻辑,
提出了基于量子逻辑的自动机理论,即 l-值自动机,并且研究了 l-值自动机的一些性质.文献[12]建立了基于量子
逻辑的文法理论的基本框架.证明了任意 l-值量子正规文法生成的语言等价于某种 l-值量子自动机识别的语
言,反之,任意 l-值量子自动机识别的语言等价于某 l-值量子正规文法生成的语言.文献[13]给出了基于量子逻辑
且含动作ε的自动机的定义,推广了文献[10]中 l-值自动机的定义,并且建立了基于量子逻辑的自动机和文法理
论的基本框架,讨论了 l-值自动机识别的语言与 l-值正规文法生成的语言的等价性.文献[14]定义和研究了几种
不同类型的格值量子自动机,得出了不确定的格值量子自动机不一定有确定的格值量子自动机与之等价,并且
由格值量子自动机构造了半格和格,进一步讨论了初始格 l与由格值量子自动机构造的格之间的紧密关系. 

在经典自动机理论中,可以用 successor 算子、source 算子和子自动机来讨论自动机的拓扑性质.文献[15]
给出了在 l-值自动机理论中的 successor算子、source算子和 l-值子自动机的定义,讨论了 successor算子、source
算子和 l-值子自动机的性质.得到了在∧关于∨分配时 successor算子、source算子和 l-值子自动机的某种等价性,
以及 successor 算子和 source 算子的某些特殊性质,研究了在&关于∨分配时任意两个 l-值子自动机的∩仍是 l-
值子自动机,证明了 successor 算子、source 算子和 l-值子自动机的一些基本性质.因此得到了在∧关于∨分配时

successor 算子和 source 算子可以构造 l-值自动机的拓扑 .在完备的正交模格中 ,正交模律 (即∀a,b∈L, 
a∧(a⊥∨(a∧b))≤b)可以看成分配律较弱的形式.由此,本文给出了 successor算子和 source算子的另一种定义,得到
了 successor 算子、source 算子和 l-值子自动机之间的某种等价关系(定理 1).研究了由它们构造拓扑,证明了
successor 算子和 source 算子的一些基本性质(定理 2),得到了在&关于∨分配时 successor 算子和 source 算子的
某些特殊性质(定理 3).因而得出在&关于∨分配时,successor算子、source算子和 l-值子自动机可以构造 l-值自
动机的拓扑(定理 5),显然,&关于∨分配较∧关于∨分配是一个较弱的条件.最后证明了三者构造拓扑之间的等价
关系(定理 4). 

1   预备知识 

定义 1[15]. 设 l=(L,≤,∧,∨,⊥,0,1)是一个完备的正交模格,→是 l 上的蕴涵算子,Σ是有限的输入字母表,称
R=(Q,I,T,δ)是Σ上的 l-值自动机,其中 Q表示有限状态集合,I⊆Q表示初始状态集合,T⊆Q表示终结状态集合,δ是
Q×Σ×Q的 l-值子集,即从 Q×Σ×Q到 L的映射称为 R的 l-值转移关系,即∀p,q∈Q,σ∈Σ,δ(p,σ,q)代表当输入为σ状
态 p 转移到 q 时的真值.δ描述的是输入单个字符时的转移关系.当描述输入字符串时的转移关系时,δ扩展为
δ*:Q×Σ*×Q→L如下:∀p,q∈Q,当 q=p时,δ*(p,ε,q)=1,否则δ*(p,ε,q)=0,并且 

δ*(p,xa,q)=∨{δ*(p,x,r)∧δ*(r,a,q):r∈Q},∀x∈Σ*,a∈Σ. 
定义 2[15]. 令 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,∀A∈LQ,称 A是 M的一个 l-值子自动机,如果 

))),,)(()(()((| ** AppxqxQpAqQq
l

∈→∈Σ∈∀∈∀→∈∈∀= δ . 
等价地,∀q∈Q,A(q)≤∧{δ*(q,x,p)→A(p):x∈Σ*,p∈Q}. 
定义 3[15]. 令 X是一个非空集,T⊆LX,称 T是 X上的 l-值拓扑,如果 
(i) φ,X∈T. 
(ii) A,B∈T,A∩B∈T. 
(iii) 设 I是一个指标集,如果∀i∈I,Ai∈T,则∪i∈IAi∈T. 

2   l-值 successor算子和 source算子 

定义 4. 设M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,对于任意的 A∈LQ,q∈Q,我们定义 successor算子和 source算子 S,R
如下: 

S(A)(q)=∨{A(p)&δ*(p,x,q):p∈Q,x∈Σ*}=∨{(A(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q):p∈Q,x∈Σ*}, 
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R(A)(q)=∨{A(p)&δ*(q,y,q):p∈Q,y∈Σ*}=∨{(A(p)∨δ*(q,y,q)⊥)∧δ*(q,y,q):p∈Q,y∈Σ*}. 

定理 1. 设 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,∀A∈LQ, 

(i) 当且仅当 | . AAS
l

≡= )(| ⊥⊥ ≡= AAR
l

)(

(ii) 当且仅当 A是 M的一个 l-值子自动机. AAS
l

≡= )(|
证明:(i) ∀q∈Q,因为 A(q)≤S(A)(q),A(q)≤R(A)(q)成立,则只需证明 S(A)⊆A当且仅当 R(A⊥)⊆A⊥.设 S(A)⊆A,则 

  (1) )()},,()),,()({( **
* qAqxpqxppA

xQp ≤∧∨∨∨ ⊥
∈∈ δδ
Σ

∀p∈Q,欲证 R(A⊥)(p)≤A⊥(p),即 

  (2) )()},,()),,()({( **
* pArypryprA

yQr
⊥⊥⊥

∈∈ ≤∧∨∨∨ δδ
Σ

由式(1),(A(p)∨δ*(p,y,r)⊥)∧δ*(p,y,r)≤A(r),于是 
A(r)∧δ*(p,y,r)≥(A(p)∨δ*(p,y,r)⊥)∧δ*(p,y,r), 

A⊥(r)∨δ*(p,y,r)⊥≤(A⊥(p)∧δ*(p,y,r))∨δ*(p,y,r)⊥. 
因此, 

(A⊥(r)∨δ*(p,y,r)⊥)∧δ*(p,y,r)≤((A⊥(p)∧δ*(p,y,r))∨δ*(p,y,r)⊥)∧δ*(p,y,r)≤A⊥(p), 
则式(2)成立. 

同理可证,如果 R(A⊥)⊆A⊥,则 S(A)⊆A,故结论成立. 
(ii) 设 S(A)=A,∀q∈Q,欲证 A(q)≤∧{δ*(q,x,p)→A(p):x∈Σ*,p∈Q},即 

∀p∈Q,x∈Σ*,A(q)≤δ*(q,x,p)⊥∨(δ*(q,x,p)∧A(p)). 
因为 S(A)(p)≤A(p),则(A(q)∨δ*(q,x,p)⊥)∧δ*(q,x,p)≤A(p),于是 

δ*(q,x,p)⊥∨(δ*(q,x,p)∧A(p))≥δ*(q,x,p)⊥∨(δ*(q,x,p)∧(A(q)∨δ*(q,x,p)⊥))≥A(q). 
因此,A是 M的一个 l-值子自动机. 
同理可证,如果 A是 M的一个 l-值子自动机,则 S(A)=A,故结论成立. □ 

3   l-值拓扑 

定理 2. 设 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,A,B∈LQ,则 

(i) ,并且φ,Q是 M的 l-值子自动机. QQRRQQSS
l

≡∧≡∧≡∧≡= )()()()(| φφφφ

(ii) . )(|),(| ARAASA
ll

⊆=⊆=

(iii) 如果 | ,则  BBSAAS
ll

≡=≡= )(|,)( BABAS
l

∩≡∩= )(| .

(iv) 如果 | ,则  BBRAAR
ll

≡=≡= )(|,)( BABAR
l

∩≡∩= )(| .

(v) , | ,其中 J是一个指标集,∀i∈J,A∪ ∪
Ji Ji

ii

l
ASAS

∈ ∈








⊆= )(| ∪ ∪

Ji Ji
ii

l
ARAR

∈ ∈








⊆= )( i∈LQ. 

(vi) 如果 A,B是 M的 l-值子自动机,则 A∪B也是 M的一个 l-值子自动机. 
证明:(i) 由 S,R以及 l-值子自动机的定义可知结论成立. 
(ii) ∀p∈Q, 

)),,()),,()((())(( **
* pxqpxqqApAS

xQq δδ
Σ

∧∨∨∨= ⊥
∈∈ ≥((A(p)∨δ⊥(p,ε,p))∧δ(p,ε,p)=A(p)), 

)),,()),,()((())(( **
* qxpqxpqApAR

xQq δδ
Σ

∧∨∨∨= ⊥
∈∈ ≥((A(p)∨δ⊥(p,ε,p))∧δ(p,ε,p)=A(p)). 

故(ii)成立. 
(iii) ∀q∈Q,因为 S(A)=A,S(B)=B,则∀p∈Q,x∈Σ*, 

(A(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q)≤A(q), 
(B(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q)≤B(q). 
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于是, 

((A(p)∧B(p))∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q)≤A(q)∧B(q)=(A∩B)(q), 
因此, 

))(()()()),,()),,())()(((( **
* qBAqBqAqxpqxppBpA

xQp ∩=∧≤∧∨∧∨∨ ⊥
∈∈ δδ
Σ

, 

则 S(A∩B)(q)≤(A∩B)(q),故结论成立. 
(iv)与(iii)类似,可知结论成立. 

(v) ∀p∈Q,  )),,()),,())(((()( **
* pxqpxqqApAS iJixQq

Ji
i δδ

Σ
∧∨∨∨∨=







 ⊥
∈∈∈

∈
∪

)),,()),,()((( **
* pxqpxqqAixQqJi δδ

Σ
∧∨∨∨∨≥ ⊥

∈∈∈  

∪
Ji

i pAS
∈

= ))(( . 

故 | ,同理可证 | . ∪ ∪
Ji Ji

ii

l
ASAS

∈ ∈








⊆= )( ∪ ∪

Ji Ji
ii

l
ARAR

∈ ∈








⊆= )(

(vi) 由文献[15]可知结论成立.  □ 
定理 3. 设 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,下列条件是等价的: 
(i) ∀a,b,c∈L,(b&a)∨(c&a)=(b∨c)&a. 
(ii) ∀a,b,c∈L,(a∨(a⊥∧b))∧(a∨(a⊥∧c))=a∨(a⊥∧b∧c). 

(iii) ∀A,B∈LQ,如果 则 | . BBSAAS
ll

≡=≡= )(|,)(| , BABAS
l

∪≡∪= )(

(iv) ∀A,B∈LQ,如果 则 | . BBRAAR
ll

≡=≡= )(|,)(| , BABAR
l

∪≡∪= )(
(v) 如果 A,B是 M的 l-值子自动机,则 A∩B也是 M的一个 l-值子自动机. 
证明: (i)⇔(ii)显然成立. 
(i)⇒(iii) ∀p∈Q,x∈Σ*,因为 S(A)(q)≤A(q),S(B)(q)≤B(q),则 

(A(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q)≤A(q), 
(B(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q)≤B(q). 

于是,((A(p)∨B(p))∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q) 
=((A(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q))∨((B(p)∨δ*(p,x,q)⊥)∧δ*(p,x,q)) 
≤A(q)∨B(q). 

因此,∀q∈Q,S(A∪B)(q)≤(A∪B)(q),故 S(A∪B)=A∪B. 
(iii)⇒(i) ∀a,b,c∈L,令 Q={p,q},Σ={σ},δ(q,σ,p)=a,A,B∈LQ. 
A(p)=c&a,A(q)=c,B(p)=b&a,B(q)=b,易知 S(A)=A,S(B)=B,于是, 
S(A∪B)(p)≤(A∪B)(p)=A(p)∨B(p),则 
(c&a)∨(b&a)≥S(A∪B)(p)≥(A(q)∨B(q))&δ(q,σ,p),即 
((c∨a⊥)∧a)∨((b∨a⊥)∧a)≥(c∨b∨a⊥)∧a,而 
((c∨a⊥)∧a)∨((b∨a⊥)∧a)≤(c∨b∨a⊥)∧a成立,故(b&a)∨(c&a)=(b∨c)&a. 
(i)⇔(iv)类似于(i)⇔(iii)的证明,可知结论成立. 
(ii)⇔(v)由文献[15]可知结论成立.  □ 
定义 5. 设 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,令 

})(||{ AASLAJ
l

Q
S ≡=∈= , 

})(||{ ⊥⊥ ≡=∈= AARLAJ
l

Q
R , 

Jl={A∈LQ|A是 M的一个 l-值子自动机}. 
定理 4. 设 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,则 JS=JR,JS=Jl,Jl=JR. 
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证明:由定理 1可知结论成立.  □ 
定理 5. 设 M=(Q,Σ,δ)是一个 l-值自动机,则下列条件是等价的: 
(i) ∀a,b,c∈L,(b&a)∨(c&a)=(b∨c)&a. 
(ii) ∀a,b,c∈L,(a∨(a⊥∧b))∧(a∨(a⊥∧c))=a∨(a⊥∧b∧c). 
(iii) JS是 Q上的一个 l-值拓扑. 
(iv) JR是 Q上的一个 l-值拓扑. 
(v) Jl是 Q上的一个 l-值拓扑. 
证明:由定理 2、定理 3可知结论成立.  □ 
注:文献[15]中,由 l-值 successor 算子和 source 算子构造拓扑时需满足∧关于∨分配,定理 4、定理 5 说明重

新定义后的 l-值 successor 算子和 source 算子构造拓扑时只需满足&关于∨分配.显然,&关于∨分配与∧关于∨分

配相比是一个较弱的条件. 
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