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Abstract: In this paper, the link between least-squares (LS) estimator and Laplacian smoothing method from the 
point of view of LS method is firstly disclosed. Further more, an M-estimator for mesh filtering is presented. At last, 
the M-estimator is extended to the re-weighted M-estimator to remove noise while preserving the surface feature 
efficiently. The re-weighted M-estimator is bilateral filtering in natural. 
Key words: mesh filtering; feature preserving; least-squares estimation; M-estimator; re-weighted M-estimator 

摘  要: 从最小平方估计的观点揭示了最小平方估计与 Laplacian 光顺算法之间的关联,并进一步提出了 M-估计
器在网格光顺中的应用,最后延伸 M-估计器至二次加权的 M-估计器,在抑制噪声的同时有效地保持了表面特征.在
本质上,二次加权的M-估计器就是双向滤波器. 
关键词: 网格滤波;特征保持;最小平方估计;M-估计器;二次加权的M-估计器 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

顾名思义,数字几何处理(digital geometry processing,简称 DGP)就是利用计算机工具来处理离散(数字)几
何体的方法.目前,数字几何处理在计算机图形学、计算机辅助设计、可视化和多媒体数据等领域的应用越来
越广泛.然而,从现实世界中获取的扫描数据不可避免地带有噪声[1,2],所以,在 DGP 中一个重要的问题就是在保
持模型必要的几何特征的同时,如何有效地抑制噪声.目前,噪声数据的鲁棒处理是一个广泛研究的课题.但是,
噪声和特征通常是模棱两可的,因此,在光顺过程中如果不小心地处理,尖特征很容易被模糊. 

自从 Tanbin[3]提出用信号处理方法来设计光顺表面以来,在网格光顺问题上已经完成了大量工作,出现了
多种算法 ,如 Laplacian 算符 [3]、各向异性散播算法 [4−7]、法向场的散播算法 [8,9]、移动最小平方 (moving 
least-squares)拟合算法[10,11]和双向滤波器算法[12−14].在国内,徐国良[15]给出了 Laplace-Beltrmi 算子的简单离散
化及其收敛性证明,并应用于网格光顺;周昆[16]等人构造了任意网格模型的全局球面参数化框架,并应用于网格
光顺;刘胜兰[17]等人提出了一种针对三角网格的主曲率均匀的光顺方法. 
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Jones[12]提出了一个项特征保持光顺技术.这项技术是基于非递归鲁棒统计的.首先,Jones 通过定义一个局

部一阶预估点Π(⋅)来捕获表面光滑性;然后,通过周围邻域预估点的加权和来估计新的顶点位置. 
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根据 Black[18]和 Durand and Dorsey[19]得出的结论,Jones 类似地指出方程式(1)近似地对应于最小化方程 
式(2). 
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但是,我们无法严格地从方程式(2)得到方程式(1).在本文中,我们使用一个鲁棒的统计估计器,因此,可以在
网格模型的每个局部邻域内获取所需要的那部分特征数据,同时丢弃不需要的那部分特征数据(不需要的特征
数据相当于奇异点,在估计模型参数时要求被排除).同时,我们也将讨论 M-估计器与 Laplacian光顺及双向滤波
算法的关系.粗略地看,这些方法似乎完全不同,但实际上,它们都能够统一在 M-估计器框架下. 

本文第 1节回顾鲁棒统计估计器理论.第 2节揭示最小平方方法和 Laplacian光顺之间的联系.第 3节描述
M-估计器在网格表面滤波中的应用.第 4节详述二次加权的 M-估计器在网格表面滤波中的应用.第 5节是实验
结果说明.配合实验结果,我们将较为详细地讨论最小平方估计器、M-估计器和二次加权的 M-估计器在网格光
顺中应用的优劣.第 6节对我们的工作进行概述,并指出存在的不足. 

1   鲁棒统计估计器 

通常,特征保持光顺被看成是一个统计拟合问题,它等价于从带有奇异点的噪声模型数据中合理地估计出
光顺的模型数据.假设无噪声数据为 u′,噪声数据 u=u′+n,其中 n代表噪声.若 n为零均值高斯随机变量,则可以通
过最小平方方法来估算 u′.如图 1 所示[20],如果噪声 n 不服从正态分布,则估计复杂度增加.例如,在严重情况下
(数据中或者存在大量奇异点,或者仅有一个奇异点,但该点偏离严重),最小平方方法不能像处理小尺度噪声数
据那样有效处理偏离严重的情况. 
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(a) Sample data with outliers 
(a) 样本数据中含有奇异点 

(b) One more distant outlier in the data 
(b) 数据中含有一个偏离严重的奇异点 

Fig.1  LS method is not a robust estimator 
图 1  最小平方方法不是鲁棒估计器 

M-估计器通过定义一个优化的目标函数来取代最小平方函数,以减少大偏差奇异点的影响.该函数表达式
如下: 

 ∑ )(min 2e  (3) 

这里,ρ是对称的正定目标函数,在零值点有唯一的最小值.称其导数
ed

dρψ = 为影响函数,称
e

ψ
ω = 为权函 

数.当估计器为鲁棒估计器时,任何单一数据都不足以对估计产生有影响的偏离.一个鲁棒的 M-估计器应满足
以下约束[21]: 
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• 影响函数,即残差对估计参数的影响程度.最小平方估计器的影响函数与残差大小成正比.鲁棒估计器的
影响函数应当是有界的. 

• 崩溃点,即影响估计器正确性的奇异点的百分比值.最小平方方法的崩溃点是0,因为只要有一个“坏点”
就足以影响估计的正确性.鲁棒估计的最大崩溃点至少为0.5. 

• 要求鲁棒估计器的目标函数有唯一的最小值. 
近年来,鲁棒估计在计算机图形领域受到了人们的广泛关注.Hui Xie[22]应用点聚类(points clustering)、鲁棒

投票(robust voting)及递归拟合(iterative fitting)等算法来重建噪声点云数据.这些新技术的应用,使得该方法能
够可靠地移除奇异点,保持模型特征.Tong[23]应用一种张量积投票算法,从噪声数据中鲁棒估计曲面曲率张量
积.Fleishman[10]则应用鲁棒的移动最小平方拟合算法,从噪声点云数据中重建光顺曲面.移动最小平方拟合算
法概念简单,在光顺噪声的同时,能够有效地保持模型尖特征. 

2   最小平方方法与 Laplacian光顺 

对比图像分析,将现有的鲁棒统计技术延伸至 3D网格存在明显不足:在 3D网格中,空间位置和信号是同一
的 .经典的信号 Fourier 变换可看作是将信号分解为特征向量的线性组合 .Taubin[3]将离散表面信号的离散

Laplacian算符定义为与其邻域点距离的加权平均, 
 )(
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这里,权值ϖij为正值,对每个 i点,其和为 1.在 3D网格中,当我们逐步移动顶点至其邻域位置时,高频对应于距离
值频繁变化,而低频则对应于距离值缓慢变化.在 Laplacian 递归光顺中,每一步递归,新点位置为其周围邻域点
的重心[3,24,25]. 

下面,我们从最小平方估计的观点给出 Laplacian光顺的另一种解释.在网格中,设 ui,uj为 3D表面上的点, uj

为 ui的邻域点.K为 ui邻域点总数,而 n为网格表面上的总点数.yi=|ui−uj|为两点之间的欧氏距离. 
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证明:假设在邻域点中有 m个点为 yy j < ,相应地,有 l=K−m个点为 yy j ≥ . 
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根据引理 2.1,我们定义 3D表面滤波的最小平方估计器的目标函数为 
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对方程式(5)应用最速下降法,我们可以得到: 
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这里,λ为时步大小.假设
K2
1

=λ ,我们可得到: 
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方程式(7)即为通用的 Laplacian光顺表达式.从第 1 节可知,最小平方估计器不是鲁棒的.所以,在 Laplacian
光顺过程中,特征(大变动)和噪声(小变动)被同等处理.Laplacian光顺不是特征保持算法(如图 2所示). 

  
(a) Noisy model 
(a) 噪声模型 

(b) Smoothed model 
(b) 已光顺的模型 

Fig.2  A noisy face model is smoothed by Laplacian smoothing operator 
图 2  用 Laplacian光顺算子光顺一个噪声头像模型 

3   M-估计器在网格降噪中的应用 

由第 1 节可知,如果定义一个合适的目标函数ρ,M-估计器就能够有效地减少样本中奇异点的影响.类似于
方程式(5),得到: 
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对方程式(8)应用最速下降法,可以得到: 
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如果设定
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已提出的 M-估计器的目标函数ρ(⋅)各有差别,相应地,其影响函数ψ(⋅)及权函数ω(⋅)也各不相同.图 3 给出了
最小平方估计器以及 4 种常用的 M-估计器的函数曲线,从上至下依次为目标函数ρ(⋅)、影响函数ψ(⋅)和权函数
ω(⋅);从左至右依次为最小平方估计器、Huber估计器、Cauchy估计器、Welsch估计器和 Beaton and Tukey估
计器.表 1分别列举了其各自的函数表达式.在 M-估计器中,ω(⋅)往往快速趋近于 0,如 Beaton and Tukey的权函
数曲线所示,这样就能够有效地降低奇异点的影响. 

在方程式(10)中,我们仅考虑了顶点与其邻域点的空间距离.但是,仅仅依靠空间距离往往难以有效地区分
网格模型中的不连续几何特征,因此,方程式(10)仍然有其局限性(如图 4所示). 
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 Least-Squares Huber Cauchy Welsch Tukey

 
 

ρ-Function  
 
 

ψ (influence) function
 
 
 

ω weight function

Fig.3  Plots of the LS estimator and other four M-estimators 
图 3  最小平方估计器以及另外 4种 M-估计器的函数曲线 

Table 1  A few commonly used M-estimators and least-squares estimator 
表 1  几个通用的 M-估计器和最小平方估计器 

Type Objective functions Influence functions Weight functions 
LS x2/2 x 1 

Huber 
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(a) Noisy rabbit model

(a) 噪声兔子模型 
 

(b) Smoothed by Cauchy M-estimator
(b) 应用 Cauchy的 M估计器 

得到的光顺结果 

(c) Smoothed by Beaton and Tukey M-estimator 
(c) 应用 Beaton and Tukey的 M估计器 

得到的光顺结果 

Fig.4  A noisy rabbit model smoothed by M-estimator 
图 4  应用 M-估计器光顺一个噪声兔子模型 

4   二次加权的 M-估计器在网格降噪中的应用 

我们知道,连续表面有一个连续变化的切平面.所以,这里我们应用网格表面相邻点的法向量夹角来捕获网
格的不连续几何特征.首先我们定义 
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 αj=arcos(ni⋅nj) (11) 
其中,ni,nj表示 3D表面上相邻点的法向量,i,j代表点的索引.现在,我们可以定义二次加权的 M-估计器的目标函
数为 
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我们也将方程式(12)称为 W-估计器.按照与上一节相同的处理方式,应用适当的时步最小化方程式(12),  
得到: 
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事实上,方程式(14)类似于双向滤波器的表达式.方程式(14)和方程式(1)唯一的区别就是,我们使用的权函 

数 依赖于网格表面上相邻点的法向量夹角,而不是距离||Π)( 2
jw α q(p)−p||. 

从样本点中分离奇异点通常依赖于样本点的估计尺度.这里有两个尺度参数需要估计:一个是表 1 中的函 
数定义的范围常量 c;另一个是方程式(13)中的σa.假设网格中所有边的平均长度为 e ,所有相邻点法向量夹角平
均值为 ,α 则我们可定义尺度参数为 
 ακσ =a , ec ρ=  (15) 

其中,κ,ρ为调整因子.通常我们设置κ=2~3,ρ=1~2. 

5   实验说明 

通过对离散表面的离散 Laplacian算符的分析,我们提出了一个基于空间距离∑ 的最小平方估计 
=

−
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j
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2||

器,同时揭示了最小平方估计器与Laplacian光顺算法之间的联系.正如我们所知,最小平方估计不是一个鲁棒估
计器.所以,Laplacian 光顺算法不是一种特征保持算法,在每步递归中,它同等地处理特征(大变动)和噪声(小变
动).如图 2所示,在应用 Laplacian光顺时,面部的许多小特征也随着噪声一同消失.进一步地,我们讨论了M-估计
器在 3D网格降噪中的应用.在图 3中,我们对比了最小平方估计器和 4种通用的鲁棒 M-估计器的函数曲线.图
4给出了一个噪声兔子模型以及分别应用 Cauchy和 Tukey估计器得到的结果(注意,兔子头部的特征以及附着
的文字边界有些模糊).因为仅仅依靠空间距离是不能有效捕获不连续几何特征的,所以,M-估计器有其局限性.
为了有效地保持特征,我们拓展了 M-估计器,提出了一个基于网格表面上相邻点的法向量夹角的二次加权 M-
估计器.事实上,这里提出的二次加权 M-估计器类似于 Jones[12]提出的双向滤波器,唯一的区别就是,我们使用的 

权函数 依赖于网格表面上相邻点的法向量夹角,而不是距离||Π)( 2
jw α q(p)−p||.其应用效果如图 5 所示,在眼睛、 

鼻子及眉毛处,特征均保持良好.在图 6 中,我们给出了 M-估计器和二次加权 M-估计器的应用效果对比,在应用
M-估计器时,龙身的鳞片和龙头的龙须被模糊了(如图 5(b)所示);而在使用二次加权 M-估计器时,这些特征能够
较好地保持(如图 5(c)所示). 

6   结  论 

在本文中,我们提出了鲁棒估计器在 3D网格滤波中的应用.同时,我们也指出了 Laplacian光顺及双向滤波
器算法与M-估计器之间的关联.正如第 5节所讨论的,一个鲁棒的M-估计器能够对不连续的几何特征进行鲁棒
估测,所以能够有效地保持网格特征.这里有两个经验参数σa和 c 需要用户设置.如何自适应地决定这些参数仍
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然是一个有待解决的问题. 

   
(a) Noisy deer model 
(a) 噪声小鹿像模型 

(b) Smoothed by Huber re-weighted M-estimator
(b) 应用 Huber的二次加权 M估计器 

得到的光顺结果 

(c) Smoothed by Welsch re-weighted M-estimator 
(c) 应用 Welsch的二次加权 M估计器 

得到的光顺结果 

Fig.5  A noisy deer model smoothed by re-weighted M-estimator 
图 5  应用二次加权的 M-估计器光顺噪声鹿模型 

  
(a) A noisy dragon model 

(a) 噪声龙模型 
 

(b) Smoothed by Welsch M-estimator
(b) 应用 Welsch的 M估计器 

得到的光顺结果 

(c) Smoothed by Welsch re-weighted M-estimator 
(c) 应用 Welsch的二次加权 M估计器 

得到的光顺结果 

Fig.6  Comparison between M-estimator and re-weighted M-estimator 
图 6  M-估计器和二次加权 M-估计器的对比 

致谢  在此,感谢 Yutaka Ohtake,Thouis R. Jones 和 Prasun Choudhury 所提供的网格数据;同时,也衷心感谢
Yutaka Ohatake的 meshviewer程序对我们的帮助. 
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