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Abstract: In order to probe into classification and recognition method for planar figures in effect, a class of 
complete orthogonal piecewise k-degree polynomials, so-called U-system, is introduced. U-system is a class of 
complete orthogonal piecewise k-degree polynomials in L2[0,1]. The expansion in U-series has advantageous 
properties for approximations in both quadratic norm and uniform. Based on U-system, new U descriptors are 
defined, and the property of U descriptors and its proof are presented. To classify and recognize figures, a new 
normalized U descriptor is defined, which is invariant in the rotation, translation and scale transform. The 
experimental results show the accuracy and efficiency of new normalized U descriptors in classification and 
recognition method for planar figures. 
Key words: Fourier descriptor; U descriptor; normalization; figure classification; recognition 

摘  要: 为了探索有效的图形分类与识别的新方法,引进一类正交完备的分段 k次多项式系统(简称 U-系统).U-系
统是一类属于 L2[0,1]的正交完备分段 k 次多项式系统.该系统下的 U 级数展开式具有良好的平方逼近及一致逼近
性质.基于 U-系统理论,提出了 U描述子的概念,给出了 U描述子的性质并在理论上予以证明.为了更好地对图形分
类与识别,对 U描述子进行了归一化,同时在理论上证明了归一化 U描述子具有旋转、平移、尺度大小等不变的性
质.实验表明,归一化的 U 描述子能够高效、准确地对图形进行分类与识别,与 Fourier 描述子相比,具有更好的识   
别率. 
关键词: Fourier描述子;U描述子;归一化;图形分类;识别 
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平面图形的描述与识别是图像分析与处理中重要的基本问题之一.平面图形大致可以通过两种途径描述.
其一,内部描述,即通过描述物体在图像平面中所占据的区域.该方法与图像区域分割直接相连.某些区域分割
技术将直接导出形状描述算法,如四分树描述法.因而,一些区域特征诸如矩、面积、骨架等在物体识别中得到
了广泛的应用.其二,外部描述,即利用物体边缘及其特征值描述.该方法直接与边缘及直线检测相联系.由于该
算法能够获得较为直观且严谨的外形描述,它们在某些场合的应用取得了令人满意的效果[1]. 

随着研究的不断深入,出现了不同的图形分类与识别的方法.如轮廓矩不变量[2]、傅立叶描述子[3−6]、自回

归模型和基于边界特征点等方法.Kauppien 比较了各种典型图形分类与识别方法的能力[3],实验表明傅立叶描
述子是最佳的方法.然而,傅立叶描述子从广为人知的 Fourier(三角函数)系出发,其基函数都是光滑的,由于具有
Gibbs现象,不能实现通常几何图形的有限且精确的表达,因而也就不能精确地表达图形的特征[7]. 

事实上,图形往往既包含光滑的部分,又包含间断的部分.如果能有一类自适应的正交函数系出现,它能兼
顾间断与光滑,则一定能很好的表达平面图形.正是基于此 ,为了有效地刻画图形的特征,我们在一类特别的
L2[0,1]正交完备函数系(称为 U-系统[8−11])的基础上研究了 U描述子及其在图形分类与识别方法中的应用.由于
U系统兼顾了连续与间断,因此,使用 U系统有限项能够精确表达图形的特征[7]. 

20 世纪 80 年代,齐东旭与冯玉瑜提出了 U-系统,并在当时给出了较完整的理论基础.在文献[12]中,他们又
把 Harr函数系和Walsh函数系推广到三角域上.Micchelli和 Xu从 U-系统受到启发,构造了不变集 Rn上的正交

多小波,使用这种正交多小波发展了 Galerkin 方法和 collocation 方法,然后进行了关于积分方程求解的一系列
工作,表明了 U-系统的应用潜力[13].最近,文献[7,14,15]又在 U 系统的理论和应用方面相继做了一些工作,取得
了较为理想的效果.U-系统是分层次的,完整的说法是“k次 U-系统,k=0,1,2,3…”.零次 U-系统(k=0)就是Walsh正
交函数系.k 次 U-系统是一类分段 k 次多项式组成的 L2[0,1]正交完备函数系.它包含无穷次可微的函数,更包 

含在[0,1]内的点 处出现各种间断的分段函数,其中 为区间[0,1]的等分数目, .U-系统含 rqx 2/= r2 2,...,2,1 −= rq
有不同层次的间断,恰好有利于图形的表达. 

本文的主要结果是:基于 U-系统理论,提出了 U 描述子的概念,并且给出了 U 描述子的性质并予以证明.为
了更好地对图形分类与识别,使其具有旋转、平移、尺度大小等不变的性质,对 U描述子进行了归一化处理,提
出了归一化 U 描述子,并且在理论上证明了归一化 U 描述子经几何变换(平移、旋转、缩放)的不变性.实验表
明,归一化的 U描述子能够高效、准确地对图形进行分类与识别,具有很好的识别率. 

1   参数曲线图形正交分解的算法 

设 ,为简便起见,以一次 U-系统为例来说明.不妨假设将[0,1]区间 等分,这时被逼近函数表达为]1,0[∈t n2
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2   U描述子及其性质 

在这一部分,我们给出 U变换的离散形式——U描述子的概念及其性质. 
经采样的某一图形曲线可以表示为 ),(i)()( nynxnz += ,1,...,1,0 −= Nn

k
i 为虚数单位.为了叙述方便,我们以

一次 U 系统为例来说明.为方便记法, U 表示一次 U 系统的第 个基.利用式(1)计算这 个点的 U 变换系数k N
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上述定义的 U描述子在几何变换下所具有的性质见表 1. 
Table 1  Prosperity of U descriptors 

表 1  U描述子的性质 
Geometry transform Curves for figures U descriptors 
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为了保证 U描述子具有旋转、平移和尺度的不变性,定义归一化的 U描述子如下: 

||)1(||
||)(||)(d

λ
λ kku = , 1,...,2,1 −= Nk . 

下面证明 具有平移、旋转和尺度的不变性.见定理 2. )(d ku

定理 2. 归一化的 U描述子具有旋转、平移和尺度不变性. 
证明:事实上,不妨设图形平移位移为 (a,b),放大0z r倍,旋转角度为θ 后,新图形的 U描述子为 )(kλ′ ,则 
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即归一化的 U描述子具有旋转、平移和尺度的不变性. □ 

3   图形的特征提取 

3.1   预处理 

给定任意物体的图像,可以通过图像分割的办法找到物体所在的区域,如图 1 所示.对该区域的边界进行轮
廓跟踪,用逆时针排序的像素点坐标 (i=0,1,2,…,N)表示物体的形状,且 = .为了减少计算量,给定阈值(近iA 0A NA
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似精度)M,我们利用多边形近似算法来提取边界特征点,从而作为原始轮廓曲线的近似[3,16,17],如图 2所示.同时,
为了进一步减少物体形状边界的存储量和降低运算量,我们采用Chen和 Su的提取曲线上局部区域的最大曲率
点作为近似多边形的特征点[3],如图 3所示. 

                                                         
   Fig.1  Object after segmenting  Fig.2  The object’s boundary after taking  Fig.3  Approximate polygon 
             the image                    object’s outline                  and feature points 
     图 1  图像分割后的物体      图 2  物体轮廓跟踪后的边界图形     图 3  近似多边形和特征点 

3.2   图形的U分解 

事实上,为了保证形状的精度,采样点的数目 N 通常会很大(N≥256),计算 U 描述子的运算量会很大,同时,
由于多边形边界曲线离散化采样的误差也会在一定程度上降低 U 描述子的精度,所以,我们采用对多边形边界
曲线的近似方法,对近似多边形的各条直线段进行连续的 U 变换.为简便起见,以一次 U-系统为例说明该算法.
由已知两点作标,利用两点式可以求出各条直线段的函数表达,将其参数化后,利用第 1 节中的图形的正交分解
算法中的公式,我们可以求得图形的 U-谱. 

3.3   提取图形的特征 

将 U-谱归一化后,可以得到归一化的 U描述子.相应地,我们称归一化的 U描述子为图形的特征向量. 

4   图形的分类 

在取得图形的特征向量之后,下面的任务是设计分类器进行图形分类.为了更好地与文献[3,16]中的结果进
行比较,我们采用与文献[3,16]中相同的最小距离分类器.定义两个图形 A,B 的距离为:A,B 的 U 描述子差的 2-  

范数 ,即 Distance=|| BA uu ′−′ dd ||= ∑
=

′−′
M

k
BA kuku

2

2|)(d)(d| 不难看出 ,Distance 值越大 ,说明 A,B 形状的越相异 ; 

Distance值越小,说明 A,B形状的越相似.特别地,当 Distance=0时,说明 A,B为同一物体. 

5   图形的识别系统 

根据以上分析,一个完整的图形分类与识别系统如图 4所示. 

Test 

samples 

Result 
Matching 

Feature extraction 

Feature extraction 

U decomposition for figures

U decomposition for figuresPreprocessing 

Preprocessing 

Training 

samples 

Fig.4  Classification and recognition system for planar figures 
图 4  图形分类与识别系统 

6   实验结果及分析 

下面,我们通过两个实验来验证 U描述子对图形分类与识别的能力. 
实验 1. 以 9种形状不同的工具作为基本形状进分类测试,检验归一化 U描述子识别任意物体形状的能力

(实验数据来源于文献[3,16])见表 1.把每一种工具(Fi,i=1,…,9)随机旋转,得到 15个具有不同的旋转方向的图像,
再对每幅图像进行随机的放大和平移,得到 5 个新的图像,总共得到 9 ××15 5=675 幅不同的图像.表 2 给出了每
一种工具的边界图形和特征向量的图示.图 5给出了使用 U描述子测量 9种工具的能量图,实验表明,U描述子
的平均识别率为 99.4%,而在文献[3]中表明,傅立叶描述子的平均识别率为 99%.由于 U系统能够实现物体边界
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图形的有限且精确的表达,因而 U描述子具有更高的识别物体形状的能力. 

Table 2  Extracting boundary polygon and eigenvector from 9 tools 
表 2  9种工具提取的边界图形及图形的特征向量 

 工具 提取的边界图形 图形的特征向量 

F1

   

F2

   

F3

   

F4

   

F5

   

F6

  
 

F7

  
 

F8

  
 

F8

  
 

实验 2. 从飞机模型库中选取 5种形状不同的飞机模型作为基本形状进分类测试,检验归一化 U描述子识
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别任意物体形状的能力.把每一种飞机模型 Gi(i=1,…,5)随机旋转,得到 10 个具有不同的旋转方向的图像,再对
每幅图像进行随机的放大和平移,得到 5个新的图像,总共得到 16 ××10 5=800幅不同的图像.表 3给出了每一种
飞机的边界图形和特征向量的图示.图 6给出了使用 U描述子测量 5种飞机的能量图,实验表明,傅立叶描述子
的平均识别精度为 97.8%,U描述子的平均识别精度为 98.8%.由于 U系统能够实现物体边界图形的有限且精确
的表达,因而 U描述子具有更高的识别物体形状的能力. 

                                               
       Fig.5  Energy chart using U descriptors               Fig.6  Energy chart using U descriptors 
   图 5  使用 U描述子测量的 9种工具的能量图        图 6  使用 U描述子测量的 5种飞机的能量图 

Table 3  Extracting boundary polygon and eigenvector from 5 planes 
表 3  5种飞机提取的边界图形及图形的特征向量 

 G1 G2 G3 G4 G5 

飞机 

     

提取的边 
界图形 

     

图形的特 
征向量 

   
 

7   结束语 

本文基于正交完备 U-系统定义了 U描述子及其归一化的概念,给出了 U描述子的性质并予以证明.在理论
上证明了归一化 U 描述子的旋转、平移和尺度不变性.同时,采用提取曲线上局部区域的最大曲率点作为近似
多边形的特征点的方法,通过连续的 U-变换来计算物体形状的 U描述子.该方法减少了由于边界曲线等间距的
离散化所带来的误差,同时极大地降低了运算量.通过实验,对傅立叶描述子和U描述子的识别能力进行了比较.
实验表明,与 Fourier描述子相比,归一化的 U描述子具有更好的识别物体的能力,能够正确地识别具有旋转、平
移和尺度变换的物体的形状,是快速识别物体形状的一种有效的新方法. 

由于本文方法的识别率依赖于图像轮廓提取的质量,这在一定程度上影响了识别率.然而,U 系统作为一种
新的信号分析方法,被成功地用于图形的分类和识别研究,是十分有意义的探索.它为拓展 U系统理论的应用给
出了一个新的尝试. 
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