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Abstract: The representation of mathematical knowledge is an important aspect of knowledge representation. It is 
the foundation for knowledge-based automated theorem proving, mathematical knowledge retrieval and intelligent 
tutoring systems, etc. According to the problems that are encountered in designing the mathematical knowledge 
representation language in NKI (national knowledge infrastructure) and after the discussion of ontological 
assumptions for mathematical objects, two kinds of formalisms for the representation of mathematical knowledge 
are provided. One is a description logic in which the range of an attribute can be a formula in some logical language; 
and another is a first order logic in which an ontology represented by the description logic is a part of the logical 
language. In the former representation, if no restrictions are imposed on formulas, then there is no algorithm to 
realize the reasoning in the resulted knowledge base; in the latter representation, the reasoning in the ontology 
represented by the description logic is decidable, while in general, for mathematical knowledge described by the 
first order logic which contains the ontology represented by the description logic, there is no algorithm to realize its 
reasoning. Hence, in the representation of mathematical knowledge, it is necessary to distinguish conceptual 
knowledge (knowledge in an ontology) and non-conceptual knowledge (knowledge represented by a language 
containing the ontology). Frames and description logics can represent and reason effectively about conceptual 
knowledge, but the addition of non-conceptual knowledge to frames or knowledge bases may make the reasoning in 
the resulted knowledge bases not decidable and there is even no algorithm to reason about the knowledge bases. 
Therefore, it is suggested that in representing mathematical knowledge, frames or description logics are used to 
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describe conceptual knowledge, and the logical languages containing the knowledge base represented by the frames 
or description logics are used to represent non-conceptual knowledge. 
Key words: mathematical knowledge; frame; description logic; ontology 

摘  要: 数学知识表示是知识表示中的一个重要方面,是数学知识检索、自动定理机器证明、智能教学系统等
的基础.根据在设计 NKI(national knowledge infrastructure)的数学知识表示语言中遇到的问题,并在讨论了数学对
象的本体论假设的基础上提出了两种数学知识的表示方法:一种是以一个逻辑语言上的公式为属性值域的描
述逻辑;另一种是以描述逻辑描述的本体为逻辑语言的一部分的一阶逻辑.在前者的表示中,如果对公式不作任
何限制,那么得到的知识库中的推理不是可算法化的;在后者的表示中,以描述逻辑描述的本体中的推理是可算
法化的,而以本体为逻辑语言的一部分的一阶逻辑所表示的数学知识中的推理一般是不可算法化的.因此,在表
示数学知识时,需要区分概念性的知识(本体中的知识)和非概念性的知识(用本体作为语言表示的知识).框架或
者描述逻辑可以表示和有效地推理概念性知识,但如果将非概念性知识加入到框架或知识库中,就可能使得原
来可以有效推理的框架所表示的知识库不存在有效的推理算法,甚至不存在推理算法.为此,建议在表示数学知
识时,用框架或描述逻辑来表示概念性知识;然后,用这样表示的知识库作为逻辑语言的一部分,以表示非概念性
知识. 
关键词: 数学知识;框架;描述逻辑;本体 
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

数学知识表示是知识表示中一个重要的方面,因为数学是所有其他学科的基础,其他学科中的定性和定量
分析结果有赖于数学结果的表示.数学知识表示是数学知识检索、自动定理机器证明、智能教学系统等的基础.
现有的数学知识表示有 OpenMath 组织(OpenMath society)提出的 OpenMath 标准[1−3]、W3C(world wide web 
consortium)提出的数学知识标记语言 MathML[4,5]、NKI(national knowledge infrastructure)的数学知识表示语言
NKIMath[6,7],等等. 

为了提供一个支持在不同的计算机软件工具(如:数学知识检索、自动定理机器证明、数学文本编辑工具
等)上进行语义丰富的数学转换的标准,OpenMath 组织提出数学知识标识语言 OpenMath.OpenMath 通信模型
是基于一个数学对象的 3 层表示的:用于内部表示的私有层(private layer)、OpenMath 对象的抽象层(abstract 
layer)以及把OpenMath对象转换成比特流的通信层(communication layer).在抽象层,OpenMath对象的含义是由
内容词典(content dictionary)给出的.内容词典用来给所有的 OpenMath对象指派形式的和非形式的语义. 

目前的 HTML 并不真正支持数学知识的表示,通常是借助于 GIF图像来表示数学对象.使用图像导致低劣
的印刷质量和语义信息的丢失.另外,无法对这样的页面进行搜索,或者从网页粘贴数学表达式到计算机代数软
件包.鉴于此,W3C 提出了一个用 XML 来对数学进行编码的新“标准”——MathML.它有两种类型的标记:一种
是呈现标记(presentation markup);另一种是内容标记(content markup).呈现标记使用类似于“TeX”风格的方法来
对数学知识进行标识.它有丰富的数学符号如上标、下标、行列式等,但没有对这些符号的语义的详细阐述.内
容标记用来描述抽象的数学对象以及提供数学表达式结构的下层编码.类似于 OpenMath 的内容词典,MathML
定义了用来进行内容标记的所有内容元素的语义. 

我们将数学知识分为两种类型:概念性知识(数学概念)和非概念性知识(数学断言,如定理、引理和猜想等).
在数学知识的表示中,通常需要以公式的形式给出数学概念所满足的基本性质,如数学概念“群”满足交换律、有
么元和有逆元这 3 个基本性质.因此,我们允许表示数学知识属性的值域为某个逻辑语言上的公式.如果对属性
值域上公式不作任何限制,那么得到的知识库中的推理不是可算法化的.由于大部分数学概念的定义都是 Horn
形式的,我们可以要求出现在数学概念的属性值域中的逻辑公式是 Horn 形式的.这样,框架或者描述逻辑可以
表示并有效地推理概念性知识.然而,大多数数学断言都不能表示成 Horn 形式.如果将非概念性知识加入到框
架或知识库中,就可能使得原来可以有效推理的框架所表示的知识库不存在有效的推理算法,甚至不存在推理
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算法.因此,在进行数学知识表示时,我们需要区分概念性知识和非概念性知识.为此,我们建议在表示数学知识
时,用框架或描述逻辑来表示概念性知识;然后,用这样表示的知识库作为逻辑语言的一部分来表示非概念性知
识.这样,在查询时,对概念性知识的查询使用有效的框架推理系统;对非概念性知识的查询,只回答这样的知识
在知识库中有还是没有,而不回答这样的知识是否可以由知识库推出. 

本文在 NKI[6,7]中对数学知识进行表示时遇到的问题进行深入分析的基础上,提出了两种数学知识的表示
方法:一种是以一个逻辑语言上的公式为属性值域的描述逻辑;另一种是以描述逻辑描述的本体为逻辑语言的
一部分的一阶逻辑.在对这两种表示进行深入比较和分析的基础上,我们建议采用第 2 种知识表示方式:在表示
数学知识时,用框架或描述逻辑来表示本体中的概念性知识;然后,用本体为逻辑语言的一部分的一阶逻辑来表
示非概念性知识.这样,本体中的推理是可算法化的. 

本文第 1 节讨论数学知识表示中需要考虑的问题,如数学对象的本体论假设等.第 2 节给出 NKI 知识库中
数学知识的表示方法和分析.第 3 节给出一个基于逻辑语言 L 的描述逻辑 DLL来表示数学知识,证明这样的描
述逻辑的表示能力等价于以 L为逻辑语言的一阶逻辑.第 4节给出数学知识表示语言中的基本类型以及基本类
型之间的函数.第 5 节用数学知识表示语言来具体表示代数群论中的一个定理,并说明这样的定理在框架的范
围内是无法证明的.第 6 节给出以本体为语言的一部分的一阶逻辑,并用这样的逻辑系统来表示数学定理.相关
工作在第 7节中给出.最后一节总结全文并给出进一步的研究工作. 

1   数学知识表示中需要考虑的问题 

所有的研究都是基于关于研究对象的一定的假设上进行的,这种假设称为本体论假设.本体论是形而上学
的一个分支,主要讨论什么是存在的以及如何存在.当我们对某类对象进行研究时,我们是在对该类对象的存在
性和存在方式作了某种假定后,才对它们的其他方面的性质进行研究.同样,对于数学研究的对象,我们也必须
有关于数学对象的本体论假设. 

数学对象的本体论假设: 
• 无穷多个元素的集合的存在性.一般地,任给元素 a1,...,an,...,存在一个集合 S使得 S={a1,...,an,...}.这里,形
式上是可数的,实际上是任意多个元素; 

• 所有的数学对象可以由自然数(类型记为ω)和布尔子{0,1}(类型记为 b)通过类型构造子构造得到.也就
是说,所有数学中讨论的对象都是由自然数和 0,1 构造出来的抽象对象,尽管我们会说张三和李四构成
一个集合{张三,李四},但这里的{张三,李四}是两个概念(符号,抽象的对象). 

除了本体论假设以外,为了表示数学知识,我们还需要考虑以下几个方面的问题: 
(1) 数学对象的分类和表示方法:给出描述数学概念的基本属性,并且根据基本属性来分类数学概念.我们
假定所研究的数学对象包括两种类型:数学概念(如自然数、群等)和数学断言(如数学引理、定理等). 

(2) 数学概念 (概念也是对象 ,但不是数学对象 )的分类标准 .例如 ,代数结构的分类是由参数的形式
(signature)来描述的,而连续函数的分类是根据函数的取值方式及其性质来描述的.因此,需要给出对
数学概念进行描述时可能用到的性质的种类说明.我们假定在描述数学概念时不会出现循环,如在描
述“自然数”时用到“群”,在描述“群”时又用到了“自然数”,这样就产生了由相互引用所导致的循环. 

(3) 数学对象的多种抽象层次.在代数中,我们有群的元素:群、群范畴;描述群的元素:群、群范畴之间的关
系和算子.比如,设α表示群概念,G=(G,◦)是一个群,则 G⊑α(G 是一个群);设π1(G)=G 是第一投影函数,
则一个对象 x是群 G的元素表示为 x∈π1(G);而 G是群范畴的一个元素(对象).我们假定所有的数学对
象都属于下面 3个对象抽象层中的一层: 
• 一个对象可以是一个简单的个体,如 1,2 这样的自然数;可以是序对,如有理数是自然数的序对;可
以是序列,如实数是自然数的无穷序列. 

• 一个对象可以是结构.一个结构是由论域和论域上的关系组成的序对,其中论域中的元素是简单
对象(或者是假设元素是不可再分解的). 
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• 一个对象可以是范畴.一个范畴是由结构的集合和结构上的关系组成的序对.因此,范畴也可以看
作是一个结构,如果允许结构中的元素可以是一个结构(或者是可再分解的). 

(4) 不同运用(application)对 KR(知识表示)的要求不同.在数学中,概念的运用可能是:(i) 证明;(ii) 概念之
间的关系推导;(iii) 一个个体是否满足某一性质的推导;(iv) 算法的求解等. 

(5) 给出数学中基本类型:如以对象为中心的基本类型有“集合”:二元运算、二元关系;以定理为中心的基
本类型有引理、证明等;以算法为中心的基本类型有求值算法、证明算法等. 

由此可以看出:数学知识表示的用处是不同的、多方面的,而对于(4)中的(i)和(iv),常常不存在算法.为此,我
们必须在构建数学知识库的上层时,给出表示区分不同类型(知识库可以推理的和知识库不能推理的)的数学知
识的标准,使得数学知识库的查询变得可能. 

2   数学知识的表示 

本节给出 NKI中数学概念的框架表示的例子,然后对其表示能力进行分析. 
在 NKI中[7],我们如下来表示群这个概念: 
群 
{    超类:独异点 

参数:(G,◦) 
G:是集合 

G的类型:任意λ 
◦:是 G上的二元运算 

◦的类型:  λ×λ→λ 
条件(1):∀x,y,z∈G((x◦y)◦z=x◦(y◦z)) 
条件(2):∃e∈G∀x∈G(x◦e=e◦x=x) 
条件(3):∃e∈G∀x∈G ∃y∈G(x◦y=y◦x=e)   } 

在这里,条件(或者称为公理)看作是属性“群”具有的数学性质,如条件(1)说的是“群”满足交换律;条件(2)说
的是“群”有单位元;条件(3)说的是“群”有逆元,其取值是某个逻辑语言上的一个公式.这样的表示能力超越了一
般描述逻辑的表示能力.在一般的框架表示中,槽的定义域和值域是对象组成的集合;而在如上的表示中,条件
的值域是任何一阶逻辑公式.可以很容易地证明如下的结论: 

断言 2.1. 这样的表示能力等价于一阶逻辑. 
这样表示群概念就失去了框架表示的知识库的推理有效性.为此,有两种办法来进行推理: 
(1) 对槽值进行推理时,将槽值(一阶逻辑公式)看作不可分的对象,除非存在另一个框架来说明该槽值; 
(2) 对槽值的推理,将槽值看作一个公式来进行推理. 
前一种推理可以归约为描述逻辑的推理;而后一种推理是一阶逻辑推理,这样的推理过程是不可算法化. 
为了关于概念的推理是可算法化的,我们可以要求出现在框架中的条件断言是 Horn公式,因为大部分数学

概念的定义是 Horn 形式的.如果将原来的框架表示记为 F,而要求是 Horn 公式的记为 Fhorn,则 Fhorn的表达能

力弱于 F,但在 Fhorn中,关于概念的推理是可算法化的. 
定理 2.2. 设DLhorn是条件属性以Horn公式为值的描述逻辑,则DLhorn的表达能力和推理能力等同于Horn

逻辑程序. 
从上面“群”的例子我们可以看出,NKI中的数学概念表示具有以下特点: 
(1) 数学知识是确定性知识.因此,数学概念的属性值都是确定的,没有缺省值. 
(2) 数学概念具有属性参数.我们可以研究数学概念的参数的特殊性质,如参数的继承等.当然,关于参数
的性质分析已经超出了本文的讨论范围. 

(3) 我们用条件属性来表示数学概念的数学性质,其属性值为一阶逻辑上的公式. 
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3   基于一个逻辑语言 L的描述逻辑 

本节给出了用来表示数学知识的基于逻辑语言 L的描述逻辑. 
下面我们给出一个描述逻辑[8,9],记为 DLL,其中的下标 L表示一个逻辑语言.L包含下列符号:一个可数多个

谓词符号的集合{p1,...,pn,...},可数多个变元符号{x1,...,xn,...},以及逻辑符号¬,→,A,其中的 A 表示一阶逻辑中的
全称量词符号∀.L上的公式定义如同一阶逻辑中的公式定义. 

DLL中包含个体常元(individual constants):a0,a1,...,原子概念名(primitive (atomic) concept names):A0,A1,...,以
及角色(roles):R0,R1,.... 

基本描述逻辑的语言 L包含以下符号:⊤,⊥; ⊓,⊔,¬;以及(≥n),(≤n),∀,∃. 
一个概念描述 T是 DLL上的一个符号串,使得:(1) T={a0,a1,...,an};(2) T=A;(3) T=C⊓D,C⊔D,¬C,其中 C,D是

项,分别称为概念的合取(conjunction)、析取(disjunction)和否定(negation);(4) T=∀R.C,∃R.C,其中 C 是一个项,R
是一个角色,分别称为泛量化(universal quantification)和存在量化(existential quantification);(5) T=(≥n⋅R),(≤n⋅R),
称为数量限制(number restriction);(6) T=ϕ(x),其中ϕ(x)是 L上只含一个变元符号 x的一个公式.这样的概念描述
称为性质定义(property definition). 

形式语义:DLL的一个解释 I(interpretation)是由一个结构∆I=(∆,P)和映射 I:L→∆∪2∆∪∆×∆(其中 P 是∆上关
系的集合),使得:如果 a 是一个个体常元,则 I(a)∈∆;如果 A 是一个原子概念,则 I(A)⊆∆;如果 R 是一个角色,则
I(R)⊆∆×∆;以及如果 p是一个 n-元谓词符号,则 I(p)是∆I上的一个 n-元关系. 

我们一般用 aI, AI, RI, pI分别表示 I(a),I(A),I(R)和 I(p).表 1给出了上面介绍的描述逻辑的语法和语义. 

Table 1  Syntax and semantics of description logic 
表 1  描述逻辑的语法和语义 

Constructor Syntax Semantics 
Atomic concept 

Top concept 
Bottom concept 

A 
⊤ 
⊥ 

AI⊆∆ 
∆ 
∅ 

Conjunction 
Disjunction 

Negation 

C⊓D 
C⊔D 
¬C 

CI∩DI 
CI∪DI 

∆-CI 
Universal quantification
Existential quantification

∀R.C 
∃R.C 

{d1:∀d2(d1,d2)∈RI→d2∈CI} 
{d1:∃d2(d1,d2)∈RI∧d2∈CI} 

Number restriction (≥n⋅R) 
(≤n⋅R) 

{d1:|{d2:(d1,d2)∈RI}|≥n} 
{d1:|{d2:(d1,d2)∈RI}|≤n} 

Set of individuals {a1,...,an} { ,..., } Ia1
I
na

Property definition ϕ(x) {d:∆I⊨ϕ(x/d)},where ϕ(x/d) means that 
the value assigned to x is replaced with d. 

一个概念描述 T是可满足的,如果存在一个解释 I使得 T I不是空集. 
定理 3.1. DLL的表达能力等同于 L上的一阶逻辑的表达能力. 
证明:对公式的结构作归纳可以证明:将一阶公式ϕ作为一个性质定义,这样,ϕ在一阶逻辑中是可满足的当

且仅当ϕ在 DLL的解释下是可满足的. □ 
我们利用标准的从框架到描述逻辑的转换[9],可以将上述框架表示转换翻译到 DLL 上的概念描述.换句话

说,NKI的数学知识框架表示能够转换成 DLL.因此,它具有与一阶逻辑相同的表示能力. 

4   数学知识表示的语言描述 

本节讨论了第 3节给出的数学知识表示语言 DLL中的基本概念类型、基本概念类型之间的基本函数和数

学对象上的基本函数. 
从第 2节的例子中可以看出,一个数学概念的框架中的属性包括超类、参数、参数说明、参数的类型说明

和条件. 
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数学概念框架中的类型(概念类型)说明与数学对象的类型说明应当有所区别:前者是根据框架表示的目的

来给出在框架中出现的符号的类型说明,这些类型是对于特殊的知识库事先设定好的,比如基本类型包含概念
类、对象类、集合类等;而后者说明一个数学对象是如何从简单类型的对象通过构造子构造出来的,这些类型
是数学对象,存在一个数学对象到类型的映射.因此,数学对象的类型是独立于任何表示形式的知识库的. 

用来描述数学概念的基本属性应该包含参数的类型说明、参数之间的关系(函数)以及参数与其他类的数
学对象之间的关系.给定一个数学概念α,如果α的参数类型是σ×τ形式的,则α框架中包含以下属性: 

• 参数的形式(x,y); 
• x的概念类型:对象或集合; 
• y的概念类型:对象或集合; 
• x的类型:σ或任意类型λ; 
• y的类型:τ或由λ定义的类型; 
• 条件:x和 y应该满足的基本性质. 
根据上述讨论,我们可以要求这些基本性质是可以关于 x和 y的 Horn公式,其中的符号可以是其他概念中

出现和定义的符号. 
下面我们将给出基本概念类型、基本概念类型之间的基本函数和数学对象上的基本函数. 

4.1   基本类 

数学概念的描述语言应该包括如下基本类(我们称为概念类型): 
(1) 对象类 O:对象类分为简单对象、集合对象、结构对象,其中:简单对象只是 0,1 和自然数;集合对象是
一个集合(如偶数集合是一个对象;每个集合是一个对象(个体);函数和关系可以看作是集合对象);而
结构对象是一个结构(如群等),结构对象是集合对象的序对. 

(2) 集合类 S:集合类是对象类的子类.集合类有分为简单集合类 Ss,函数类 Sf和关系类 Sr使得 
Ss, Sf, Sr⊑S; Sf⊑Sr; Ss⊔Sr≡S; Ss⊓Sr≡⊥. 

(3) 概念类 C:外延是由数学对象组成的概念的类. 
(4) 数类 N:对象类 O 的子类.数学对象中有一类特殊的对象,称为数,从自然数到复数;它们均可由自然数
通过类型构造子构造得到. 

(5) 类型类 T:由于数学对象的类型是不能由 0,1和自然数构造得到的,它们是用另一类符号来表示数学对
象的类型;假定类型的类型是不存在的.因此可以这样说,数学对象中除了类型类中的对象之外均有类
型.我们用→,×,sets,lists 表示简单类型构造子.如果σ,τ是数学对象的类型,则σ→τ,σ×τ,sets(σ),lists(σ)也
是数学对象的类型. 

(6) 基本类之间的函数类 F:这里的基本函数是基本概念类上的函数,具体定义在第 4.2节中给出. 
因此我们有 S⊑O;T⊑O;N⊑C. 

4.2   基本概念类之间的基本函数 

在基本概念类之间有一些函数,它们不同于数学对象上或数学对象类上的函数: 
(1) 存在从 O到 T的函数 type( ),使得对任何数学对象 o∈O,type(o)是 o的类型(每个数学对象具有一个类
型);借助于类型构造子 sets,由对象类型为τ的数学对象组成的集合类型 sets(τ).因此,自然数子集的类
型为 sets(ω). 

(2) 存在从 T到 O的函数 object( ),使得对任何类型 t∈T,object(t)是数学对象表示 t;类似地,可以定义从集
合到对象的函数 object:S→O使得对任何类型 s∈S,object(s)是数学对象表示 s. 

(3) 存在从 O 到 S 的函数 set( ),使得对任何对象 o∈O,set(o)={o}是一个集合;set(),对任何一个数学对象 o
或一类数学对象 o1,...,on,...,set(o),set(o1,...,on,...)是集合,使得 

set(o)={o}; set(o1,...,on,...)={o1,...,on,...}; 
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如果ϕ(x)是一个性质(断言),则 set(ϕ(x))是一个集合,使得 set(ϕ(x))={x:ϕ(x)}. 
因此,set()是对象类、对象群(collection)类和断言类到集合类的映射. 

(4) number( ):S→N.对任何一个集合 S,number(S)是 S中元素的个数.因此,number( ):集合类→ω; 
(5) π1(),π2(),对任何类型为 (σ,τ)这样的数学对象 z=(x,y)(其中 type(x)=σ,type(y)=τ),我们有π1((x,y))=x; 

π2((x,y))=y. 

5   一个群定理的表示 

本节给出了如何用第 3节中给出的数学知识表示语言 DLL来具体表示一个数学定理——群定理. 
首先,我们分别给出自然数、群和群范畴的框架描述. 
defframe 自然数 
{      等价名称:正整数 

超类:整数 
参数:n 

n的概念类型:个体 
n的类型:ω 
运算:n+m,n−m,n×m,n\m 
关系:n|m,n≤m,n=m 
定义:n≤m⇔∃i(m=n+i) 

Peano算术公理:  (1) n+1≠n 
(2) n+1=m+1⇒n=m 
… 
(7) ϕ(0)∧∀n(ϕ(n)→ϕ(n+1))→∀nϕ(n), 
其中ϕ是语言{+,0,≤}上的一阶逻辑公式.   } 

defframe 群 
{                 超类:独异点 

参数:(G,◦) 
参数类型:λ×(λ×λ→λ) 

G(π1(参数))的概念类型:集合 
G的类型:任意λ 

◦(π2(参数))的概念类型:二元运算 
◦的类型:λ×λ→λ 
条件(1) ∀x,y,z∈G((x◦y)◦z=x◦(y◦z)) 

(2) ∃e∈G∀x∈G(x◦e=e◦x=e) 
(3) ∀x∈G∃y∈G(x◦y=y◦x=e)              } 

defframe 群范畴 
{               超类:范畴 

参数:(G,Hom) 
G的概念类型:集合 

G的类型:sets(⊤),其中⊤是所有类型的集合 
G的元素的概念类型:群 

Hom的概念类型:映射 
Hom的类型:⊤×⊤→⊤⊤ 
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Hom:G×G→GG 

Hom(G,H)的概念类型:集合 
Hom(G,H)的元素类型:同态映射,即 f∈Hom(G,H)⇒∀x,y∈π1(G)(f(xy)=f(x)f(y)) 

G上的二元关系:子群关系 
定义域和值域:G 

条件:子群关系(H=(H,◦1),G=(G,◦2))⇔H⊆G∧∀x,y∈H(x◦1y=x◦2y∈H) 
∧∃e∈G∩H∀x∈H(x◦1e=e◦1x=x)∧∀x∈H∃y∈H(x◦1y=y◦1x=e)         } 

为了表示下面的群论中的定理,我们需要关于群、自然数和群范畴的框架表示中的符号和断言. 
群论定理 5.1. 设 G=(G,◦)是一个有限群,设 n=|G|.对任何 G的子群 H, p=|π1(H)|,则 p|n. 
我们可以这样表示这个定理: 
∀G⊑群(number(π1(G))⊑自然数 

→∀H⊑群(子群关系(G,H)→number(π1(G))⊑自然数∧number(π1(H))|number(π1(G)))). 
我们自然可以要求知识库(在合理的响应时间内)可以回答用户关于概念的查询,但关于领域一般断言的查

询是回答不了的,否则,知识库就可以得到该领域新的还没有被研究出来的结果了.比如,要证明这个群论定理,
我们要有如下关于定理中出现的概念、关系和函数的基本性质: 

(1) ∀H,G⊑集合(H⊆G→number(H)≤number(G)); 
(2) ∀n⊑自然数∀H⊑集合(number(H)≤n→number(H)⊑自然数); 
(3) ∀G,H⊑群(子群关系(G,H)→∀a,b∈π1(G)(number(aπ1(H))=number(bπ1(H))=number(π1(H)) 

∧(aπ1(H)=bπ1(H)∨aπ1(H)∩bπ1(H)=∅)); 
(4) aπ1(H)={a◦b:b∈π1(H)}; 
(5) ∃Z⊑集合(Z⊆π1(G)∧∀a,b∈Z(a≠b→aπ1(H)∩bπ1(H)=∅)∧∀a∈π1(G)∃c∈Z(a∈cπ1(H)); 
(6) π1(G)=∪c∈Z(cπ1(H)); 
(7) ∀f⊑函数:自然数→集合(∀i,j,n⊑自然数(i,j≤n∧i≠j→f(i)∩f(j)=∅)→ 

number(∪i≤nf(i))=Σi∈{1,…,.n}number(f(i))); 
(8) ∀Z⊑集合∀f⊑函数:Z→集合(∀a,b∈Z(a≠b→f(a)∩f(b)=∅)→number(∪a∈Zf(a))=Σa∈Znumber(f(a))); 
(9) number(π1(G))=Σa∈Znumber(aπ1(H))=|Z|×number(π1(H)); 
(10) ∀n,m,i⊑自然数(n|m↔∃i(m=n×i)). 
这样的推理过程是不能算法化的.这正是 Hilbert 提出的 Entscheidungs 问题:找一个算法,判定一个结论能

否从一个前提中通过形式推理的方法推出. 
如果这个问题的算法存在,则预示着所有数学问题都存在算法解.如果存在一个问题没有算法解,那么,上

述问题没有算法解.Turing 直观地认为这样的算法不存在.对于关于算法存在的问题,找到直观的算法就可以解
决问题.我们可以简单地判定一个算法是否为一个直观的算法.直观算法定义为:一个算法是有限集合的,可以
机械执行的指令.但如果算法不存在而要证明它不存在,就需要有算法的严格定义.正是这一点促使 Turing提出
Turing机来给出算法的严格定义.现代计算机正是基于 Turing机这样基于指令的计算模型而设计的. 

6   以本体为语言的逻辑表示 

由上面的讨论可以看出,为了使知识库的推理可行,我们必须对框架中的内容进行限制.因此,我们的想法
是:首先给出一个描述数学概念的本体;然后以这个本体为语言,表示数学中的定理,其中这些定理可能包含几
个概念框架所描述的概念.我们可以将一个领域的概念描述(领域本体)看作是词典,而该领域的结论和定理是
用词典中的词所表示的句子、段落和文章.领域本体只给出了该领域的基本概念的描述和定义,但这些概念(领
域上)的基本性质是用本体中概念所表示的逻辑句子.这里我们强调是领域上的基本性质,因为一个概念的性质
是多方面的,而一个领域只关心这些性质中与领域相关的性质. 
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我们假定本体[10−12]是由第 3节中给出的数学知识表示语言所表示的数学概念和个体的集合. 
给定一个本体 O,以 O为逻辑语言 L的一个部分.假设 L还包含下列符号: 
• 函数符号的集合 F={f1,f2,...},每个函数符号 f具有一个形如(α1,...,αn)→α的类型说明,其中 f是一个 n-元
函数符号,α1,...,αn,α∈CO,其中 CO表示本体 O中的概念类; 

• 原子谓词的集合 P={p1,p,...},每个谓词符号 p具有一个形为(α1,...,αn)的类型说明,其中 p是一个 n-元谓
词符号,α1,...,αn∈CO; 

• 对每个概念名称α∈O,有表示该概念的变量符号的集合{x1,x2,...},记为 x:α; 
• 符号::表示个体是概念,如 2::自然数表示 2是自然数. 
• 逻辑符号¬,∧,∀. 
定义 6.1. 一个项 t 是一个变量符号,或者是 O 中的个体名称,或者 t=f(t1,...,tn),其中 t1,...,tn是项,f 是一个 n-

元函数符号. 
项 t的类型σ(t)定义为 
• σ(t)=β,如果 t=g∈GO; 
• σ(t)=α,如果 t=x:α; 
• (t)=α,如果 t=f(t1,...,tn),f:(α1,...,αn)→α. 

其中,β是 O中⊑-最小的使得 g::β的概念名称,g表示个体,GO表示本体 O中的个体的集合. 
定义 6.2. 一个公式ϕ是以下几类之一: 
(1) O中的一个断言; 
(2) ϕ=p(t1,...,tn),其中 t1:α1,...,tn:αn是项,p:(α1,...,αn)是一个 n-元谓词符号; 
(3) t:α,其中 t是一个表示变元的项,α是 O中的一个概念; 
(4) t::α,其中 t是一个表示常元的项,α是 O中的一个概念; 
(5) ¬ψ,ψ∧γ,其中ψ,γ是公式; 
(6) ∀xϕ(x),其中ϕ(x)是一个含变元 x的公式. 
这样,我们可以很容易地表示各学科中的结论. 
例 6.3:为了表示群论定理 5.1,设 O 含有概念群、集合、自然数、个体自然数结构以及关于这些概念和个

体的框架描述.个体自然数结构定义为以自然数集合为论域,|为表示整除的二元关系的集合序对. 
L还包含: 
(1) 函数符号π1,π2:群→集合、序对的第一和第二投影函数; 
(2) 函数符号| |:集合→自然数、集合的个数函数; 
(3) 关系⊳:(群,群),群的子群关系; 
(4) 关系⊆:(集合,集合),集合的包含关系. 

其中,关系⊳可以用⊆来定义:对任何 x,y∈群,x⊳y当且仅当π1(x)⊆π1(y)且π2(x)⊆π2(y).这样,定理可以表示为 
∀x:群(|π1(x)|:自然数→ ∀y:群(y⊳x→|π1(y)|:自然数∧|π1(y)|||π1(x)|). 

其中,我们用“x:群”表示 x是表示“群”这样类型的元素的变量符号,“|π1(x)|:自然数”表示“群”变元 x的第一投影函
数的值(设群 x=(X,◦),则π1(x)=X 的元素的个数是自然数,|π1(y)|||π1(x)|表示 x 的子群的 y 的第一投影函数的值的
元素个数整除 x的第一投影函数的值的元素个数. 

注意:在上一节中用数学知识表示语 DLL 来表示群定理时,需要用到本体中数学概念“群范畴”的定义中的
“子群关系”.在用基于本体的一阶逻辑表示群定理时,由于本体中数学概念“群范畴”在语言 L 中是常量,我们不
能直接由“群范畴”的定义得出“子群关系”.因此,我们通过一阶逻辑公式来表示“子群关系”.当然,我们需要用本
体中的数学概念“集合”和“自然数结构”来定义函数π1,π2,||,子群关系⊳,包含关系⊆和整除关系|. 
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7   相关工作 

OpenMath是 OpenMath组织提出的支持在不同的计算机软件工具之间进行语义丰富的数学转换的标准. 
OpenMath模型是基于一个数学对象的 3层来表示的:用于内部表示的私有层、OpenMath对象的抽象层以

及把 OpenMath 对象转换成比特流的通信层.一个依赖于应用的程序使用它的内部表示来处理数学对象,它能
将这些内部表示转换成 OpenMath的对象,并且通过 OpenMath对象的比特流表示来进行通信. 

在抽象层,OpenMath的基本对象是整数、符号、浮点数、字符串、比特数组和变元.复杂对象是通过构造
子 application,binding,error和 attribution来复合的.如通过构造子 application对符号 sin和变元 x进行复合得到
OpenMath 对象 application (sin,x)(表示 sin(x)).抽象的 OpenMath 对象的含义是由内容词典(简称 CDs)给出的.
内容词典用来给所有的 OpenMath对象指派形式的和非形式的语义.它定义用来表示出现在特定数学领域中的
概念的符号.OpenMath 对象的定义中包括:名称、角色、描述、示例、性质的非形式说明(CMP)以及性质的形
式说明(FMP). 

MathML是W3C提出了一个用 XML来对数学进行编码的新的“标准”,其主要目的是使数学知识能够应用
于Web. MathML是由它的 XML结构所定义的.在 XML的基础上,MathML有特定的限制,如函数变元的数目和
类型.同时,这些限制必须由特定的 MathML支持的应用来检测是否满足.MathML有两种类型的标记:呈现标记
和内容标记 .MathML 没有对用于呈现标记的符号的语义进行定义和阐述 ,但类似于 OpenMath 的内容词
典,MathML定义了用来进行内容标记的所有内容元素的缺省语义. 

MathML定义了一组用来对数学知识进行表示的内容元素,其中包括标识符元素(表示常数、变元符号和自
定义符号)、基本内容元素(如分隔符 sep、定义域元素 domian等)、算术代数逻辑(如加法 plus等)、关系(如小
于 lt)、积分和矢量计算(如微 diff)、集合论、基本函数、序列和级数、统计学以及常量和符号元素. 

MathML的内容元素的主要作用是提供用来记录一个特定的标记结构具有特定的数学含义的一种机制.因
此,每一个内容元素都必须有某种形式的数学定义.MathML 给出了每个内容元素的缺省定义,用户可以通过制
定内容元素的 XML属性定义 URL来给出自定义的该内容元素的其他特定的数学定义.MathML的内容元素的
数学定义的基本原则和形式与 OpenMath 的内容词典是相同的 ,只是在具体的内容上可能有所不同 .同
时,MathML的内容元素是相对固定的(大约 150个).相比之下,OpenMath更具有可拓展性:提供新的数学领域的
符号的语义的新的 CDs能够不断地产生. 

MathML给出了每一个内容元素的具体定义.此定义中包括:名称、描述、分类、MML的属性(MathML内
容元素的 XML属性,如对象类型属性等)、符号差(siganiture)、示例、性质以及评语. 

例如,在 MathML中“自然数集合”的定义如下: 
MMLdefinition自然数集合 
{                描述:表示所有自然数的集合,如非负整数 

分类:常量 
MML属性:定义 URL:URI identifying the definition 

缺省值:APPENDIXC 
符号差(siganiture):集合 

性质:对所有的 n,n是自然数蕴涵 n+1是自然数. 
性质:0是自然数. 
性质:对所有的 n,n是自然数等价于 n=0或者 n−1是自然数. 
示例:1 729是自然数             } 

虽然OpenMath与MathML几乎同时出现了两种数学知识标识语言,但它们并不是相互竞争的,而是相辅相
成的. 

首先,这两种数学知识标识语言的目的是不同的:OpenMath 致力于通过内容词典机制按一定的标准对
OpenMath 对象的语义进行形式化的描述;而 MathML 着重于提供 Web 上的数学知识所呈现的标准;其次, 
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OpenMath 没有涉及数学的呈现形式 ,它需要使用 MathML 的呈现标记来对 OpenMath 对象进行呈现 ;而
MathML 有自定义的呈现形式以及一组固定的数学操作符,使得它比 OpenMath 更适合嵌入到 Web 浏览器中,
但 MathML只给出了内容元素的缺省语义,因此,它可以借助 OpenMath的语言来定义其呈现标记元素的语义. 

8   总结和进一步研究工作 

在本文中,我们给出两种数学知识的表示方法:一种是以一个逻辑语言 L 上的公式为属性值域的描述逻辑;
另一种是以描述逻辑描述的本体为逻辑语言的一部分的一阶逻辑.在前者的表示中,如果对公式不作任何限制,
那么得到的知识库(ABox和 TBox)中的推理不是可算法化的;在后者的表示中,以描述逻辑描述的本体中的推理
是可算法化的,而用本体表示的一阶逻辑理论一般是不可算法化的. 

为此,我们建议在表示数学知识时用框架或描述逻辑来表示概念性知识;然后,用这样表示的知识库作为逻
辑语言的一部分来表示非概念性知识.这样,在查询时对概念性查询使用有效的框架推理系统;对非概念性查
询,只回答这样的知识在知识库中是有还是没有,而不回答这样的知识是否可以由知识库推理得出. 

数学知识中的类(数学概念)常常带有参数,并且参数是复合的.比如在定义群这个概念时,我们要用到两个
参数(G,◦),其中G是表示论域的参数,取值在非空集合上;◦是论域G上的二元运算,即对任何 x,y∈G,x◦y∈G;并且
用含有参数 G和◦的一阶逻辑公式来表示群的基本性质:结合律、含单位元和含逆元.在这些公式中,G,◦是二阶
对象,G 中的元素是一阶对象.数学概念中参数的作用类似于经典概念理论中的典型元素(原型),同时也是所有
事例具有的共同形式的抽象表示.因为经典的概念理论适合描述命名对象(nominal objects)类,而数学中的对象
均是命名对象.因此,建立参数的形式定义并讨论参数的继承性质是我们进一步要研究的课题之一. 

此外,在数学知识的表示中,每一个数学概念都有“类型”和“概念类型”,其中数学概念的类型是不依赖于数
学知识的具体表示的,它的值域是数学概念的所有类型,而数学概念的概念类型是依赖于数学知识的表示的,并
且它的值域是本文所讨论的由所有数学概念和个体所组成的本体 O 中的数学概念.例如,数学概念“自然数集
合”的“类型”是 set(ω),并且它的“概念类型”是数学概念“集合”,其中 set(ω)是一个集合类型,使得该集合中的所
有的元素的类型为ω.在表示数学知识的时候引入类型主要是从实现的角度考虑的.因此,对数学概念的类型和
概念类型以及它们之间的关联的研究是我们下一步要做的工作之一. 
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