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Abstract:  Test set problem is a NP-hard problem with wide applications. Set cover greedy algorithm is one of the 
commonly used algorithms for the test set problem. It is an open problem if the approximation ratio 2ln n+1 directly 
derived from the set cover problem can be improved. The generalization of set cover greedy algorithm is used to 
solve the redundant test set problem arising in bioinformatics. This paper analyzes the distribution of the times for 
which the item pairs are differentiated, and proves that the approximation ratio of the set cover greedy algorithm for 
test set can be 1.5lnn+0.5lnlnn+2 by derandomization method, thus shrinks the gap in the analysis of the 
approximation ratio of this algorithm. In addition, this paper shows the tight lower bound (2−o(1))lnn−Θ(1) of the 
approximation ratio of set cover greedy algorithm for the weighted redundant test set with redundancy n−1. 
Key words:  test set; set cover greedy algorithm; derandomization method; redundant test set 

摘  要:  测试集问题是一个有着广泛应用的NP难问题.集合覆盖贪心算法是测试集问题的一个常用近似算法,
其由集合覆盖问题得到的近似比 2lnn+1 能否改进是一个公开的问题.集合覆盖贪心算法的推广被用来求解生
物信息学中出现的冗余测试集问题.通过分析条目对被区分次数的分布情况,用去随机方法证明了集合覆盖贪
心算法对测试集问题的近似比可以为 1.5lnn+0.5lnlnn+2,从而缩小了这种算法近似比分析的间隙.另外,给出了集
合覆盖贪心算法对冗余度为 n−1的加权冗余测试集问题的近似比的紧密下界(2−o(1))lnn−Θ(1). 
关键词:  测试集问题;集合覆盖贪心算法;去随机方法;冗余测试集问题 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

测试集问题(minimum test set,简称 MTS)出现于模式识别、VLSI测试、生物信息学等领域中.测试集问题
是 NP 难的[1].在实际计算中,经常使用的近似算法是贪心算法.贪心算法按照选择测试的标准可以分为集合覆
盖类型或信息类型[2].对其中信息类型的贪心算法,文献[2]没有给出精确的近似比.文献[3]设计了一种新的信息
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贪心算法,并证明其具有近似比 lnn+1.由于MTS的近似难度是除非 NP⊆DTIME(nloglogn),对任意ε>0,不能近似到
(1−ε)lnn[3,4],这个算法在主项上具有最好可能的近似比. 

集合覆盖贪心算法(set cover greedy algorithm,简称 SGA)是测试集问题的一种常用算法.在实际计算中,解
的大小与信息类型贪心算法相当[2,5].MTS可以自然地归约为集合覆盖问题(minimum set cover,简称MSC),从而
得到 SGA的近似比 2lnn+1.反过来,利用一个 MSC到 MTS的规约,可以构造 MTS的实例,使得 SGA在这个实
例上近似比至少为 lnn[4].文献[6]猜测 SGA的近似比可以为 lnn+o(1).文献[4]讨论了 MTS限制测试大小不超过
常数 k的情况,给出了一种有近似比 O(logk)的两阶段算法,并在 k=2的情况下给出了 SGA的紧密近似比 11/8. 

在算法分析与设计领域,基于条件概率的去随机方法常用来从概率证明中得到确定性算法.文献[7]讨论了
一种去随机方法,给出了 MSC的贪心算法的近似比 lnN+1的另一种证明. 

本文通过对条目对被区分次数分布情况的分析,用类似于文献[7]的去随机方法证明了 SGA 的近似比可以
为 1.5lnn+0.5lnlnn+2,从而缩小了这种算法在近似比分析上的间隙. 

在生物信息学的探针选择问题中,由于杂交噪声的存在,往往需要多个探针区分一段序列[8].这就引出了冗
余测试集问题(redundant minimum test set,简称 RMTS).RMTS可以看作多覆盖的MSC的一种特殊情况.SGA是
RMTS的一种常用算法[5].另外,文献[9]对多覆盖的MSC设计了一种随机的多步取整算法(简称 RND),其近似比
的期望值近似地不超过 lnN−lnM,其中 N 是底集大小,M 是覆盖次数.对 RMTS 的随机实验表明:当冗余度较小
时,SGA返回解的大小优于 RND;当冗余度较大(接近或大于 n)时,RND返回解的大小优于 SGA[5]. 

文献[9]讨论了多覆盖的 MSC 问题当覆盖度 r=N−c 时的情况,其中 N 是底集大小,c 是一个常数.可以证明
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lnN+1之间还有一个常数的间隙. 
本文讨论了 SGA对 RMTS的近似比的下界.为简洁起见,本文对加权的 RMTS进行了分析,证明了 SGA对

冗余度为 n−1 的加权 RMTS 的近似比至少为(2−o(1))lnn−Θ(1),从而说明在这种情况下近似比 2lnn+1 是紧 
密的. 

本文第 1节是背景介绍和一些定义.第 2节证明 SGA对MTS的改进近似比.第 3节给出 SGA对加权 RMTS
的结果.第 4节是结束语. 

1   背  景 

对最小化问题的一个近似算法 A 和实例 I,用 mA(I)表示算法 A 在 I 上返回解的大小,用 m*(I)表示 I 的最优
解的大小.称 mA(I)/m*(I)是 A在 I上的近似比.用|I|表示实例 I的大小.对一个定义在 Z+上的非降函数 r(|I|),称 r(|I|)
是 A的近似比,若存在 n0∈Z+,则对任意满足|I|>n0的实例 I,都有 mA(I)/m*(I)≤r(|I|). 

MTS的输入是一个条目的集合 S,|S|=n,以及 S的子集(称为 S的测试)的一个集合 T.条目对{i,j}是两个不同
条目 i和 j的集合.一个测试 T区分条目对{i,j}(或{i,j}被 T区分),若 i和 j恰好有一个属于 T,即|T∩{i,j}|=1.测试
的一个集合 T ′⊆T是一个 S的测试集,若每一个条目对被 T ′中至少一个测试区分(简称这个条目被 T ′区分).目标
是找最小的测试集.为保证公式有意义,本文规定 n≥2.S的不同条目对的总数是 n(n−1)/2.令 i和 j是两个不同的
条目,S1和 S2是 S 的两个不相交的子集.若 i,j∈S1,则称{i,j}是 S1内部的条目对.若 i∈S1和 j∈S2,则称{i,j}是 S1和

S2之间的条目对. 
RMTS是 MTS的推广:T ′⊆T是一个 S的 r-测试集,若每一个条目对被 T ′中至少 r个不同测试区分,则 r是

一个正整数,称为冗余度,目标是找最小的 r-测试集. 
用{i,j}⊥T表示 T区分{i,j},用{i,j}⊥T ′表示 T ′区分{i,j};用{i,j}//T表示 T不区分{i,j},用{i,j}//T ′表示 T ′不区

分{i,j};用{i,j}⊥1T ′表示{i,j}仅被一个 T ′中的测试区分;用{i,j}⊥2T ′表示{i,j}至少被两个 T ′中的测试区分. 
引理 1. 设 i,j和 k是 3个不同的条目,若{i,j}//T ′和{i,k}//T ′,则{j,k}//T ′. 
证明:否则,{j,k}⊥T ′.设对 T∈T ′,{j,k}⊥T.考虑两种情况:(1) i∈T;(2) i∉T. 
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在情况(1),若 j∈T和 k∉T,则{i,k}⊥T ′;否则 j∉T和 k∈T,则{i,j}⊥T ′.这都与引理假设矛盾.类似地,情况(2)也引

起矛盾. □ 

对 T ⊆T,定义一个 S 上的二元关系  为:对任意 i 和 j, 当且仅当T~ ~ j  T~ i ′ { , }∥i j T .由引理 1,  是等价关系. 

的等价类的集合记为

T~ ~

T~ ~
TP ,称为 T 对 S 的划分. T 区分  的等价类之间的条目对,而不区分  的等价类内 T

~~ T~ ~

部的条目对. 
信息贪心算法是:每次选择一个测试,使得这个所选测试子集对 S 的划分的信息内容函数最大(平局情况任

意选择),直到所有的条目对被区分. 
算法 1. 信息贪心算法. 
输入:S,T; 
输出:S的测试集. 
(1) ←∅T ; 
(2) 在 T - 中选择 T,使得T ( { }IC T∪T )最小; 
(3) { }T← ∪T T ; 
(4) 如果 T 是测试集;返回 T ,否则转(2). 

其中文献[2]使用的信息内容函数是 

 ∑
∪∈

=∪
}{

||log||1}){( 2
Tp

pp
n

TIC
TP

T  (1) 

而文献[3]使用的信息内容函数是 

 ∑
∪∈

=∪
}{

)|!(|log}){( 2
Tp

pTIC
TP

T  (2) 

MSC是一个得到大量研究的 NP难问题.MSC的实例由底集 U,U的子集的集合 C组成.|U|=N.U的一个集
合覆盖是 C 的一个子集 C′,使得 U 的每个元素至少属于 C′的一个成员(或称为 U 的这个元素被 C′的这个成员
覆盖).目标是找最小的集合覆盖.MSC 的常用算法——贪心算法可叙述为:每次选择一个子集,使得这个子集覆
盖的底集的元素个数最大(平局情况任意选择),直到底集所有的元素被覆盖. 

多覆盖的 MSC 是 MSC 的推广:C′⊆C 是一个 U 的 M-集合覆盖,如 U 的每一个元素被 C′中至少 M 个不同
成员区分,M是一个正整数,称为覆盖次数.目标是找最小的 M-集合覆盖. 

设(S,T)是 MTS的一个实例,我们可以把它自然地归约为一个 MSC的实例(U,C),其中: 

 },|},{{)(},|)({
},,|},{{

TSbTabaTcTTcC
baSbabaU

−∈∈=∈=
≠∈=

T  (3) 

显然,(S,T)与(U,C)的最优解的大小相等;SGA 在(S,T)上返回解的大小恰好与 MSC 的贪心算法在(U,C)上返
回解的大小相等. 

定义 T 的区分度量 #( )T 为不被 T 区分的条目对数,T相对于 T 的区分度量是 #( , ) #( ) #( { })T T= − ∪T T T . 
SGA 可以叙述为:每次选择一个测试,使得这个测试区分的条目对数最大(平局情况任意选择),直到所有的

条目对被区分. 
算法 2. SGA. 
输入:S,T; 
输出:S的测试集. 
(1) ←∅T ; 
(2) 在 T - 中选择 T ,使得T #( 最小; { })T∪T

(3) { }T← ∪T T ; 
(4) 如果 T 是测试集,返回 T ;否则转(2). 
算法 2中的 T 称为部分测试集.因为 MSC的贪心算法有紧密的近似比 HN

[10].根据 MTS到 MSC的自然规
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约,SGA对 MTS有近似比 Hn(n−1)/2<2lnn+1. 

2   主要结果 

本节首先给出两个引理,讨论条目对被区分次数的分布情况,然后用去随机方法证明 SGA的改进近似比为
1.5lnn+0.5lnlnn+2. 

引理 2. 对一个测试集 T ′⊆T和 T∈T ′,最多 min(|T|,|S−T|)个 T和 S−T之间的条目对不被 T ′−{T}区分. 
证明:不失一般性,假设|T|≤|S−T|.我们宣称:对任意 i∈T,最多存在 S−T 中的一个条目 j,使得{i,j}//T ′−{T}.因

为:若存在 S−T中的两个不同条目 j和 k,使得{i,j}//T ′−{T}和{i,k}//T ′−{T},则由引理 1,{j,k}//T ′−{T}.又{j,k}//{T},
所以{j,k}//T ′.这与 T ′是测试集矛盾. □ 

引理 3. 对测试集 T ′⊆T,至多 nlog2 n个条目对仅被一个 T ′中的测试区分. 
证明:用 F 表示仅被一个 T′中测试区分的条目集合.我们用数学归纳法证明|F|≤nlog2n.n=1 时,|F|=0=nlog2n.

假设引理对任意 n≤k−1成立,下面证明引理对 n=k也成立. 
任选 T∈T ′,则|T|≤k−1,|S−T|≤k−1.实例的所有条目对可以分为 3 个不相交的部分:T 内部的条目对;S−T 内部

的条目对;T和 S−T之间的条目对. 
显然,一个测试 T ′∈T ′−{T}区分 T 内部的一个测试当且仅当 T ′∩T 区分这个测试.所以,TT={T ′∩T|T ′∈ 

T ′−{T}}是 T的一个测试集.根据归纳假设,在实例(T,TT)中,至多|T|log2|T|个条目对仅被一个 TT中的测试区分,而
T 内部的条目对不被 T 区分.因此,在实例 ( , 中,至多|T|log)S T 2|T|个 T 内部的条目对仅被一个 T ′中的测试区分.

类似地,至多|S−T|log2|S−T|个 S−T内部的条目对仅被一个 T ′中的测试区分. 
根据引理 2,至多 min(|T|,|S−T|)个 和 S−T 之间的条目对不被 T ′−{T}区分.因为 T 和 S−T 之间的所有条目

对被 T区分.至多 min(|T|,|S−T|)个 和 S−T之间的条目对仅被一个 T ′中的测试区分. 
T

T
这样, 

 |)||,min(|||log||||log|||| 22 TSTTSTSTTF −+−−+≤  (4) 

不失一般性,假设|T|≤|S−T|, 

 

2 2

2 2

2 2

2

| | | | log | | | | log | | | |
    | | log (2 | |) | | log | |

     | | log | | | | log | |
      = | | log | |

F T T S T S T
T T S T S T
T S S T S
S S

≤ + − −
≤ + − −
≤ + −

T+

 (5) 

 □ 
定理 1. SGA的近似比可以为 1.5lnn+0.5lnlnn+2. 

证明 :令 #0=n(n−1)/2,#F=nlog2n.显然有部分测试集 T1 满足 #(T1)≥#F,但当算法选择下一个测试 T~

后,#(T1∪{ T~ })<#F. 

令算法在选择 T~后直到结束选择的测试集合是 T2,T *是一个最优测试集,
F

l
#
#2ln2/|| 0* ⋅= T .不失一般性,假

设|T *|>2. 
给定 T ,定义 * |( ) (#( )  # / 2)(1 2 / | |)l

Ff −= − − T|T T T . 

因为对任意 0<x≤1,(1−x)1/x<1/e, 

 
* 02 #

| |/ 2 ln
#*

0

0 0

( ) (# # / 2)(1 2/ | |)
         # /(2# /# ) # / 2

F
F

F F

f
⋅

∅ ≤ − −
< =

T

T  (6) 

假设我们按照平均分布从 T*中挑出一个测试.对 T*中的任意测试 T,挑出 T的概率是 p*(T)=1/|T*|,并且 

*

*( ) 1
T

p T
∈

=∑
T

. 

对任意条目对{ , ,一定有{i,j}⊥T}∥i j T *,所以 
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其中第 2个不等式的根据是引理 3.所以, 

 
)(

)|/21)(|/21)(2/#)((#
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1||**
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=
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 (11) 

算法开始时,部分测试集是∅.对部分测试集 T ,算法选择 T,使得 #( 最小,即使得{ })T∪T ( { })f T∪T 最小.所
以,f(T1)≤f(∅)<#F/2. 

另一方面,由 T1的定义, 

  (12) 
1

1

|*
1

|*

( ) (# # / 2)(1 2 / | |)

          = # / 2 (1 2 / | |)

l
F F

l
F

f −

−

≥ − −
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T |
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T

T

所以, ,这样1|*(1 2 / | |) 1l−− <T |T ||
#
#2ln

2
1 *0

1 T|T
F

l =<| . □ 

~
算法选择 T1和 T 后,构造如下的 MSC 实例(U2,C2):U2={{i,j}|{i,j}// T1∪{ T~ }}, },~{:)({ 12 TTTTcc −−∈= TT

存在{i,j}∈U2,使得{i,j}⊥T},c(T)={{i,j}|{i,j}∈U2,{i,j}⊥T}. 
令 C*是(U2,C2)的最优集合覆盖,MSC 的贪心算法在(U2,C2)返回解是 C′.由 和1T T~的定义,|U2|<#F.由于 T *
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区分 U2中的所有条目对,|C*|≤| T *|. 

所以, 

  (13) ||)1(ln#||)1(ln# **
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算法结束时返回解的大小为 
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3   冗余测试集 

加权的多覆盖 MSC是:每个 c∈C有一个权 w(c)∈Q+,解的度量是 M-集合覆盖的成员的权的总和.它的贪心
算法是:称一个元素是活的,若它被已选子集覆盖的次数少于 M.每一步在没有选择子集中选择价格最小的子
集.一个子集的价格定义为这个子集的权与当前它包含的活元素个数之比.若没有活元素,则算法结束.可以用
对偶拟合方法证明,加权的多覆盖 MSC的贪心算法有近似比 HN

[11]. 
加权 RMTS是:每个 T∈T有一个权 w(T)∈Q+,解的度量是 r-测试集中测试的权的和.SGA可以直接推广到加

权 RMTS 上:称一个条目对是活的,若它被已选测试区分的次数少于 r.每一步在没有选择测试中选择价格最小
的测试.测试的价格定义为这个测试的权与当前它区分的活条目对个数之比.若没有活条目对,则算法结束. 

加权 RMTS可以自然地归约到加权的多覆盖 MSC.由此,SGA对加权 RMTS有近似比 Hn(n−1)/2. 
定理 2. 存在加权 RMTS的实例,SGA在这个实例上的近似比至少为(2−o(1))lnn−Θ(1). 
证明:令 n=2n′+1,r=2n′,S={a1,a2,…,an},T={T0}∪T1∪T2,T1={T1,T2,…,Tn},T2={Ti,j|1≤i≤n′,n′+1≤j≤2n′+1}, 

T0={a1,a2,…, },Tna ′ i={ai},1≤i≤n,Ti,j={ai,aj},1≤i≤n′,n′+1≤j≤2n′+1,w(T0)=1,
1

1)(
+−′

=
in

Tw i ,1≤i≤n, =α(n′), )( 1+′nTw
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′ + ,w(Ti,j)=β(n′),1≤i≤n′,n′+1≤j≤2n′+1,其中α(n′)和β(n′)是充分小的正有理数 ,满

足
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由于
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n
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,算法首先在 T2中选择测试.由于区分条目对 { ,n′+1≤j},

21 jj aa

1ia

1<j2≤2n′+1 达到 2n′

次需要选择所有 T2 中的测试,算法将依次选择所有 T2 中的测试.此时,条目对 { ,1≤i},
2ia 1≤i2≤n′和条目对

,n′+1≤j},{
21 jj aa 1<j2≤2n′+1都被区分 2n′次,不再是活的;而条目对{ai,aj},1≤i≤n′,n′+1≤j≤2n′+1被区分 2n′−1次,距 

离指定次数还差 1次. 

由于
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( 1
n
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,算法接下来选择 T .不难证明,算法随后可能按照 T ,1n′+ 1 2nT ′+ , , ,直到 , T , 

的顺序选择测试.得到解 T′={T

2T 3nT ′+ 1nT ′− 2n′

nT ′ 1,…,Tn−1}∪ T2. 
T′中测试的权的和为 2 1 ( ) ( 1) (nH n n n )nα β′ ′ ′ ′ ′− + + + .因为{T0}∪T2 也是问题的解 ,其中测试的权的和为 

1+n′(n′+1)β(n′).算法在这个实例上的近似比不小于 
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4   结  论 

本文给出了目前 SGA 的最佳近似比.本文的证明可以推广到加权的情况,并证明同样的近似比.SGA 是否
具有与信息贪心算法在主项上同样的近似比,仍是一个有待解决的问题. 

本文解决了 SGA对冗余度至少为 n−1的加权 RMTS的紧密分析,即由对偶拟合方法得到的近似比 2lnn+1
不能再改进.对冗余度为 nα的加权 RMTS,0<α<1,可以类似地构造实例,使得 SGA 在其上的近似比至少为
(2−o(1))αlnn−Θ(1).不加权 RMTS的相应实例可以通过 MTS的重复-分割技巧[4]来构造. 

致谢  我们感谢 B. DasGupta和 B. V. Halldorsson提供的有益评论. 
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