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Abstract: Concept lattice, the core data structure in formal concept analysis, has been used widely in machine 
learning, data mining and knowledge discovery, information retrieval, etc. The main difficulty with concept 
lattice-based system comes from the lattice construction itself. This paper proposes a new algorithm called SSPCG 
(search space partition based concepts generation) based on the closures search space partition. The algorithm 
divides the closures search space into several subspaces in accordance with the criterions prescribed ahead, and 
introduces an efficient scheme to recognize the valid ones, which bounds searching just in these valid subspaces. An 
intermediate structure is employed to judge the validity of a subspace and compute closures more efficiently. Since 
the partition of the search space is recursive and the searching in subspaces is independent, a parallel version can be 
directly reached. The algorithm is experimental evaluated and compared with the famous NextClosure algorithm 
proposed by Ganter for random generated data, as well as for real application data. The results show that the 
algorithm performs much better than the later. 
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摘  要: 概念格作为形式概念分析理论中的核心数据结构,在机器学习、数据挖掘和知识发现、信息检索等领域
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得到了广泛的应用.概念格的构造在其应用过程中是一个主要问题.提出了一种基于搜索空间划分的概念生成算法
SSPCG(search space partition based concepts generation),它将属性集合的幂集看作初始闭包搜索空间,迭代地将每个
搜索空间划分为一些子搜索空间,并引入了子搜索空间的有效性判断,只搜索那些能生成正规闭包的子搜索空间,有
效地提高了搜索效率;同时,在计算闭包过程中保存一些必要的中间结果,用来提高闭包运算速度.由于所有子搜索
空间是独立的,所以该算法可以很容易地扩展为并行算法.在随机生成的数据集和真实数据集上进行的实验测试表
明,本算法的时间性能要优于 Ganter提出的 NextClosure算法. 
关键词: 形式概念分析;概念格;搜索空间;闭包系统;闭集 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

概念格作为形式概念分析[1]理论中的核心数据结构,被广泛应用于机器学习、数据挖掘和知识发现、信息
检索、软件工程等领域[2−5].应用概念格的过程中,概念格的构造效率始终是制约概念格应用的主要问题.许多学
者对此进行了广泛研究,提出了一些概念格构造算法,如:Bordat算法、NextClosure算法、CbO(close by one)算
法、Norris 算法、Chein 算法、Godin 算法等 [6].实验比较表明 ,对于大而稠密的数据集 ,基于闭包运算的
NextClosure算法[7]性能最好[6].但是,对于规模较大的数据集,使用该算法生成概念集仍然要耗费大量的时间. 

本文提出了一种改进的基于闭包运算的概念生成算法 SSPCG(search space partition based concepts 
generation),它将属性集合的幂集(或对象集合的幂集)视为闭包的搜索空间,并对整个搜索空间进行划分,基于
文中提出的测试方法识别出能生成正规闭包的子搜索空间,进而生成相应的最大概念,通过子搜索空间的进一
步划分,重复这一过程直到子搜索空间不能再行划分为止.由于所有子搜索空间是独立的,所以该算法可以很容
易地扩展为并行算法. 

1   基本概念 

在形式概念分析中,形式背景通常定义为一个三元组 K=(G,M,I),其中,G是对象集合,M是属性集合,I⊆G×M
是 G与 M之间的一个二元关系.若(g,m)∈I,读作“对象 g具有属性 m”. 

对 A⊆G,定义 A′={m∈M|∀g∈A,(g,m)∈I};对 B⊆M,定义 B′={g∈G|∀m∈B,(g,m)∈I}. 
形式背景 K 上的一个概念定义为一个二元组(A,B),满足 A⊆G,B⊆M,A′=B,B′=A.其中 A 称为概念(A,B)的外

延,B 称为概念(A,B)的内涵.形式背景 K 上的任何两个概念(A,B)和(C,D),如果 B⊆D,则称(A,B)是(C,D)的超概
念,(C,D)称为(A,B)的子概念,记为(C,D)≤(A,B).通过这种序关系,得到一个有序集 B(K)=(B(K),≤),其中 B(K)为形式
背景 K上的所有形式概念的集合,这是一个完备格,称为形式背景 K的概念格. 

表 1是一个例子形式背景 k,其对应的概念格在图 1中给出[8]. 
 Table 1  A example: Formal context k ({1,2,3,4,5},Ø)

({1,2,3},{a}) ({1,2,4},{c}) ({4,5},{b}) ({2,3,5},{g})

({1,2},{a,c})

({1},{a,c,f,h})

({2,3},{a,g,i})

({2},{a,c,g,i})

({1,4},{c,f,h})

({3},{a,d,g,i}) ({4},{b,c,f,h}) ({5},{b,e,g})

(Ø,{a,b,c,d,e,f,g,h,i})

 表 1  一个例子:形式背景 k 
I a b c d e f g h i

1 1 0 1 0 0 1 0 1 0

2 1 0 1 0 0 0 1 0 1

3 1 0 0 1 0 0 1 0 1

4 0 1 1 0 0 1 0 1 0

5 0 1 0 0 1 0 1 0 0

 
                                           Fig.1  Concept lattice of formal context k 

                                           图 1  形式背景 k对应的概念格 

2    基于搜索空间划分的概念生成 

形式背景 K=(G,M,I)的所有概念的外延的集合是 G 上的一个闭包系统,同样,它的所有概念的内涵是 M 上
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的一个闭包系统[7].我们的目标是在 M的幂集 P(M)中找出所有闭集.下面给出一些基本定义. 
对于属性集 M,可以定义其上的任意一个线性序,使得 M={m1<m2<…<m|M|}. 
对 A⊆M,称 m∈A 是 A 的最大元素,表示为 max(A)=m,如果∀mi∈A 且 mi≠m 有 mi<m.特别地,如果 A={m},则

max(A)=m. 
对 A⊆M,本文将(A′)简化表示为 A″,它是属性集合上的闭包算子. 
对 A⊆M,称 A″是正规的,如果∀mi∈A″\A,有 max(A)<mi. 

2.1   搜索空间描述及子搜索空间划分 

首先,我们给出搜索空间的定义及子搜索空间的划分方法. 
定义 1. 称 SS(CORE,CR)={ss|ss=CORE∪cr,cr∈P(CR)}为一个搜索空间,其中,CORE⊆M,CR⊆M,且∀mi∈CR, 

max(CORE)<mi,P(CR)表示 CR的幂集.称 CORE为 SS的核集,CR为 SS的候选集. 
由定义 1可知,一个搜索空间是由若干个属性集合构成的集合,CORE是搜索空间中每个属性集都包含的属

性的集合,CR 是在搜索空间的每个属性集中可能出现的属性的集合.显然,在搜索空间的每个属性集中一定不
会出现的属性的集合为 M\(CORE∪CR),用 CR来表示,即 CR =M\(CORE∪CR). 

根据定义 1,整个属性闭包的搜索空间 P(M)可表示为搜索空间 SS(∅,M).表 2以特征向量形式给出形式背景
k对应的整个搜索空间. 

Table 2  The whole search space of context k in characteristic vector 
表 2  以特征向量形式给出的形式背景 k对应的整个搜索空间 

0    0    0    0    0    0    0    0    0 
0    0    0    0    0    0    0    0    1 
0    0    0    0    0    0    0    1    0 

… 
1    0    1    0    0    0    0    0    1 

… 
1    1    1    1    1    1    1    1    0 
1    1    1    1    1    1    1    1    1 

定义 2. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),定义 SSi(COREi,CRi)={ss|ss=COREi∪cr,cr∈P(CRi)}为由属性 mi(mi∈ 
CR)确定的子搜索空间,其中 SSi的核集是 COREi=CORE∪{mi},候选集是 CRi={m|mi<m,m∈CR}.特别地,定义 SS0 
(CORE0,CR0)={CORE∪∅}. 

根据定义 2,可以将给定搜索空间 SS(CORE,CR)划分为|CR|+1 个子搜索空间.对表 2 给出的搜索空间,表 3
给出由每个属性确定的子搜索空间. 

Table 3  Subspaces of the whole search space of context k determined by every attribute 
表 3  由每个属性确定的形式背景 k的子搜索空间 

SS0 0    0    0    0    0    0    0    0    0 
SS9(i-determined) 0    0    0    0    0    0    0    0    1 

0    0    0    0    0    0    0    1    0 SS8(h-determined) 
0    0    0    0    0    0    0    1    1 
0    0    0    0    0    0    1    0    0 
0    0    0    0    0    0    1    0    1 
0    0    0    0    0    0    1    1    0 

SS7(g-determined) 

0    0    0    0    0    0    1    1    1 
… … 

1    0    0    0    0    0    0    0    0 
1    0    0    0    0    0    0    0    1 

… 

1    1    1    1    1    1    1    1    0 
SS1(a-determined) 

1    1    1    1    1    1    1    1    1 

定理 1. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),对∀i≠j,如果 SSi(COREi,CRi)和 SSj(COREj,CRj)为 SS的子搜索空间,则

有 SSi∩SSj=∅,且 . SSSS
CR

i =U
||

0

定理 2. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),SSi(COREi,CRi)为属性 mi(mi∈CR)确定的子搜索空间,对∀ss∈SSi,如果
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ss″是正规的,则 ss″∈SSi. 
由定义 1 和定义 2 很容易证明定理 1 和定理 2 成立.由定理 1 和定理 2 我们可以得到如下结论:可以将一

个搜索空间划分为若干个子搜索空间,在每个子空间搜索正规闭集,并且能够保证在所有子搜索空间找到的正
规闭集的并等于在原搜索空间直接搜索得到的闭集的集合. 

2.2   子搜索空间的有效性判断 

将一个搜索空间划分为一些子搜索空间后,并不是在所有的子搜索空间都能找到正规的闭集.对于能够生
成正规闭集的子搜索空间可以进一步划分,而不能生成正规闭集的子搜索空间可以不必考虑,这样可以有效提
高算法的效率. 

定义 3. 称由属性 mi确定的子搜索空间 SSi(COREi,CRi)是有效的,如果∃ss∈SSi,ss″是正规的;否则,称 SSi是

无效的. 
引理 1. 对属性mi确定的子搜索空间 SSi(COREi,CRi),若COREi″不是正规的,则∀ss∈SSi,ss″一定不是正规的. 
证明:因为 COREi″不是正规的,则∃mk<mi,mk∈COREi″且mk∉COREi.对∀ss∈SSi,有 COREi⊆ss故 COREi″⊆ss″,

进而 mk∈ss″.又因为 mk∉ss,所以 mk∈(ss″\ss)且 mk<max(ss),即 ss″不是正规的. □ 
定理 3. 由属性 mi确定的子搜索空间 SSi(COREi,CRi)是有效的,当且仅当 COREi″是正规的. 
证明:(⇒)用反证法,假设COREi″不是正规的,则∀ss∈SSi,ss″一定不是正规的,即 SSi是无效的,与已知 SSi是有

效的矛盾.(⇐)若 COREi″是正规的,则 SSi是有效的. □ 
由定理 3 可知,考察一个子搜索空间是否有效,只需考察该子搜索空间的核集是否能生成正规的闭集.例如

表 3中,由 a,b,c和 g分别确定的子搜索空间 SS1,SS2,SS3和 SS7是有效的,因为CORE1″,CORE2″,CORE3″和CORE7″

是正规的. 
定义 4. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),对∀mi∈M,定义 Gss(mi)=(CORE∪{mi})′为在搜索空间 SS 中与属性 mi

对应的对象集. 
定理 4. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),由属性 mi 确定的子搜索空间 SSi(COREi,CRi)是无效的 ,如果

∃mk,mk<mi,且 mk∉CORE,有 Gss(mi)⊆Gss(mk). 
证明 :由已知 Gss(mi)⊆Gss(mk),即 (CORE∪{mi})′⊆(CORE∪{mk})′,有 (CORE∪{mi})″⊇(CORE∪{mk})″,所以

mk∈(CORE∪{mi})″,即 mk∈COREi″.又因为 mk<mi且 mk∉CORE,有 mk∉COREi,所以 COREi″不是正规的,从而由属
性 mi确定的子搜索空间 SSi是无效的. □ 

对给定的搜索空间,若已知所有属性在当前搜索空间中所对应的对象集,可以根据定理 4 识别那些不能确
定的有效子搜索空间的属性.例如表 3中,由 d,e,f,h和 i分别确定的子搜索空间 SS4,SS5,SS6,SS8和 SS9是无效的. 

2.3   概念生成及子搜索空间缩减 

将一个搜索空间划分为若干个子搜索空间后,在每个有效的子搜索空间中生成该子搜索空间中的最大概
念,然后对子搜索空间进行缩减,并作进一步划分. 

引理 2. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),SSi(COREi,CRi)是由属性 mi确定的有效子搜索空间,对∀mj∈CR,如果
mi<mj且 Gss(mi)⊆Gss(mj),则 mj∈COREi″. 

证明 :由已知 Gss(mi)⊆Gss(mj),即 (CORE∪{mi})′⊆(CORE∪{mj})′,有 (CORE∪{mi})″⊇(CORE∪{mj})″,所以
mj∈(CORE∪{mi})″=COREi″. □ 

定理 5. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),SSi(COREi,CRi)是由属性 mi确定的有效子搜索空间.子搜索空间 SSi

中的最大概念为 B,则 Int(B)=COREi″=COREi∪{mj|mj∈CR,mi<mj,Gss(mi)⊆Gss(mj)},Ext(B)=Gss(mi). 
证明:对∀ss∈SSi,有 COREi⊆ss,所以 COREi″是 SSi中的最大概念 B的内涵,即 Int(B)＝COREi″.对∀mj∈CR,如

果mi<mj且Gss(mi)⊆Gss(mj),则mj∈COREi″,所以 Int(B)=COREi″= COREi∪{mj|mj∈CR,mi<mj,Gss(mi)⊆Gss(mj)}.而概
念 B外延 Ext(B)=COREi′=(CORE∪{mi})′=Gss(mi). □ 

根据定理 5,可以找到子搜索空间 SSi(COREi,CRi)中的最大概念,概念的内涵包含该子搜索空间的核集
COREi和所有满足 Gss(mi)⊆Gss(mj)的属性 mj;概念的外延为具有这些属性的对象集合,即 Gss(mi). 
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定义 5. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),SSi(COREi,CRi)是由属性 mi 确定的有效子搜索空间 .称
为子搜索空间 SS)}(,|{),( ~~~~~

iiiii CRPcrcrCOREssssCRCORESS ∈∪==
~
iCR

i 的缩减,其中, =CORE~
iCORE i″=COREi 

∪{mj|mj∈CR,mi<mj,Gss(mi)⊆Gss(mj)}, =CRi\{mj|mj∈CR,mi<mj,Gss(mi)⊆Gss(mj)}. 

引理 2. 给定搜索空间 SS(CORE,CR),SSi(COREi,CRi)是由属性 mi确定的有效子搜索空间.对∀ss∈SSi,若 ss″
是正规的,则 COREi″⊆ss″. 

证明:对∀ss∈SSi,有 COREi⊆ss,所以 COREi″⊆ss″. □ 
定 理 6. 给 定 搜 索 空 间 SS(CORE,CR),SSi(COREi,CRi) 是 由 属 性 mi 确 定 的 有 效 子 搜 索 空

间, )是 SS,( ~~~
iii CRCORESS i的缩减.对∀ss1∈SSi,若 ss1″是正规的,则∃ ss2 ∈ ,使得 ss~

iSS 1″=ss2″. 
证明 :因为 ss1″是正规的 ,有 COREi″⊆ss1″,不妨设 ss1″=COREi″∪cr1,其中 cr1∈P (CRi\{mj|mj∈CR,mi<mj, 

Gss(mi)⊆Gss(mj)}),所以 ss1″∈ .设 ss~
iSS 2=ss1″,则 ss2∈ ,且 ss~

iSS 1″=ss2″. □ 

由定理 6 可知,子搜索空间中的所有正规闭集一定可以在其缩减中生成,即子搜索空间与其缩减是等价的.
由于子搜索空间的缩减要小于原搜索空间,因此对缩减后的子搜索空间进行搜索可以提高算法效率. 

3   算法 SSPCG 

根据第 2 节的分析,本节给出一个基于搜索空间划分的概念生成算法 SSPCG.算法首先生成最大概念
(G,∅),然后对初始搜索空间 P(M)调用过程 SpacePartition,最后输出最小概念(∅,M).过程 SpacePartition 将给定
搜索空间划分为一些子搜索空间,使用候选集中每个属性在当前搜索空间中所对应的对象集对子搜索空间的
有效性进行判断,标识能够划分有效子搜索空间的属性,进而生成有效子搜索空间中的最大概念,且对有效子搜
索空间进行缩减,最后对每个有效子搜索空间递归调用过程 SpacePartition,直到所有的子搜索空间都不能再划
分为止.下面给出算法的伪码. 

Procedure SpacePartition (CORE,CR, CR )  /*这里 CR和 CR扩展为二元组(m,G(m)),其中 m为属性,G (m)为属性
m在当前搜索空间中对应的对象集*/  

begin                                 
for ∀(mi,G(mi))∈CR do               /*标记 CR中不能确定有效子搜索空间的属性*/ 

for ∀(mk,G(mk))∈CR ∪CR and k<i do 
if G(mi)⊆G(mk) then 
标记(mi,G(mi)) 

for ∀(mi,G(mi))∈CR and 未标记 do    /*对有效子搜索空间,生成其中的最大概念,计算其缩减,并进一步划 
         分子空间*/ 

COREi=CORE∪{mi} 
for ∀(mj,G(mj))∈CR and i<j do 

if G(mi)⊆G(mj) then 
COREi=COREi∪{mj} 

else if G(mi)∩G(mj)≠∅ then 
CRi=CRi∪{(mj,G(mi)∩G(mj))} 

for ∀ (mk,G(mk))∈CR ∪CR and k<i do 
if G(mi)∩G(mk)≠∅ then 

iCR = iCR ∪{(mk,G(mi)∩G(mk))} 
输出概念(G(mi),COREi) 

SpacePartition (COREi,CRi, iCR ) 
end 

算法 SSPCG. 
输入:形式背景 K=(G,M,I). 
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输出:K=(G,M,I)上的所有概念. 
begin 
输出最大概念(G,∅); 
SpacePartition (∅, ,∅); ),(U

Mm
mm

∈

′

输出最小概念(∅,M); 
end 

4   实验结果 

为了进行实验评价,我们使用 C++语言实现了 SSPCG算法和 NextClosure算法.在算法的实现过程中,使用
了一些特殊的数据结构对两种算法进行优化,以获得最好的时间性能:(1) 通过自定义的位集合类(BitSet)及其
操作来提高集合之间运算的速度.位集合类是将集合看成是内存中某个连续的空间,集合中的每个元素对应于
这段内存空间中的某些位.这样,集合之间的操作就可以用内存中位运算来实现,从而提高集合运算的速度;(2) 
为了方便对对象和属性进行随机访问,在定义的形式背景类中同时包含了两个 Hash 表.其中,一个以对象作为
索引关键字,以该对象具有的所有属性的位集合作为该表项的内容;另一个则以属性作为索引关键字,以具有该
属性的所有对象的位集合作为该表项的内容;(3) 对 NextClosure 算法,采用了一个辅助的栈结构[6],使得求一个
集合的闭包时只需要考虑栈中的元素,而不需要遍历整个形式背景. 

对比实验在 CPU主频 PIV 2.6G,内存 512MB,操作系统为 Windows 2000的 PC机上进行.使用两类测试数
据:随机生成的数据集和真实数据集.随机数据集是使用统一分布模拟一个二元关系生成的.随机生成的数据集
虽然不是真实数据,但使用它可以方便地测试算法在不同参数下的性能,例如对象数|G|、属性数|M|、每个对象
所具有的平均属性数|g′|等.真实数据集使用UCI机器学习数据库[9]中的MUSHROOM数据集(8 124个对象,127
个属性).图 2~图 4 给出不同参数的随机数据集的测试结果,图 5 为 MUSHROOM 数据集的测试结果.实验结果
表明,SSPCG算法的时间性能要优于 NextClosure算法. 
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the simulation database (|M|=100,|g'|=4) the simulation database (|M|=100,|g'|=25) 
图 2  算法 SSPCG和 NextClosure在模拟数据集    图 3  算法 SSPCG和 NextClosure在模拟数据集 

 (|M|=100,|g'|=4)上的测试结果                   (|M|=100,|g'|=25)上的测试结果 
本文提出的 SSPCG 算法本质上是一种基于闭包运算的概念生成算法,但算法的基本思想不同于传统的基

于闭包运算的概念生成算法,如著名的 NextClosure 算法.NextClosure 算法以某种顺序生成所有的闭包,从而避
免了概念的重复生成,但当所生成的闭包不满足规定的顺序时,该闭包被丢弃,相应的计算步骤也就浪费了.本
文提出的算法使用一种全新的方法,将闭包空间视为搜索空间,并进行划分.对于子搜索空间,引入了子搜索空
间的有效性判断,只搜索那些能生成正规闭包的子搜索空间,这样就在很大程度上避免了计算步骤的浪费,提高
了搜索效率 .但由于 SSPCG 算法对搜索空间进行划分 ,并保存一些中间结果 ,所以它的空间复杂性高于
NextClosure算法. 
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Fig.4  Comparison of SSPCG and NextClosure on      Fig.5  Comparison of SSPCG and NextClosure on 

the simulation database (|M|=100,|g'|=50)                  the MUSHROOM database 
图 4  算法 SSPCG和 NextClosure在模拟数据集    图 5  算法 SSPCG和 NextClosure在 MUSHROOM 

(|M|=100,|g'|=50)上的测试结果                   数据集上的测试结果相关工作及结论 
与本文相关的工作还有 Fu和 Nguifo[10]提出的一种基于搜索空间划分的并行概念生成算法.但该算法对搜

索空间的划分与本文的划分方法有本质区别.Fu 等人的算法将搜索空间任意划分为不同子空间,然后对每个子
搜索空间由一个处理器来生成概念;而算法 SSPCG对子搜索空间的划分是动态的、迭代进行的,因此,如果将算
法 SSPCG扩展为并行算法将能够更有效地利用计算资源,达到更好的并行性. 

本文提出的 SSPCG 算法属于一种批处理的构造算法,另外一类构造算法为渐近式算法,有代表性的如
Godin算法[8].研究结果表明,Godin算法更适合于小而稀疏的形式背景,对于大而稠密的形式背景基于闭包运算
的概念生成算法的性能最好.由于真实的数据集往往是海量的,因此,本文提出的基于搜索空间划分的概念生成
算法更为实用. 

本文提出的算法只生成整个概念集,进一步的研究包括由概念集生成相应的格结构及基于搜索空间划分
并行算法的设计和实验测试. 
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