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Abstract: In this paper a new robust fuzzy clustering neural networks (RFCNN) is presented to resolve the 
sensitivity of the fuzzy clustering neural network (FCNN) to outliers in real datasets. The new objective function of 
RFCNN is obtained by introducing Vapnik’s ε-insensitive loss function, and RFCNN’s update rules are derived by 
using Lagrange optimization theory. Compared with the FCNN algorithm, RFCNN is much more robust to outliers 
in the datasets. Experimental results demonstrate the effectiveness of RFCNN. 
Key words: fuzzy clustering; neural network; ε-insensitive loss function; outliers; robustness 

摘  要: 针对模糊聚类神经网络 FCNN(fuzzy clustering neural network)对例外点(outliers)敏感的缺陷,通过引入
Vapnik’s ε-不敏感损失函数,重新构造网络的目标函数,并根据拉格朗日优化理论推导出新的鲁棒模糊聚类神经网
络及其算法(robust fuzzy clustering neural networks,简称 RFCNN).RFCNN有效地克服了 FCNN对例外点敏感之缺
点并且能得到合理的聚类中心.仿真实验结果表明,RFCNN较之于 FCNN有更好的鲁棒性. 
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聚类在模式识别、系统建模、图像处理及数据挖掘等工程领域扮演着重要的角色[1−3].目前针对不同的应
用,根据不同的理论已提出了许多各具特色的聚类算法[4−7].业已证明多层前馈网络经过示例学习可以识别任
意样式的聚类模式,但在某些应用中,样本点的类别是未知的、不确定的,这就需要一种可以根据样本特征自适
应地对样本集进行聚类的算法.基于无监督学习的模糊聚类算法被广泛应用于对未知样本进行自适应地聚类.
模糊聚类算法包含了一大类基于模糊技术的聚类算法,其中最著名的是 FCM 聚类算法.Kohonen[8]提出了一种

处理模糊聚类问题的神经网络模型 LVQ.Zhang 和何丕廉等人对 Kohonen 模型进行了改进,提出了相应的学习
算法 FCNN(fuzzy clustering neural networks)和不对称学习算法[9].FCNN算法和不对称学习算法能在某些条件
下对未知样本集进行有效的聚类,但我们的实验也发现它们存在一些不足之处,其中一个最显著的缺陷是对样
本集中的例外点(outliers)很敏感.而真实的数据集经常含有一定数目的例外点,FCNN算法对例外点所具有的高
敏感性极大地影响了它的适用性. 

对于聚类的鲁棒性研究已有不少方法[10,11],与现有的方法相比,本文方法的目的在于得到将 Vapnik’s ε-不
敏感损失函数及其优化方法引入到 FCNN 模糊聚类神经网络的研究.本文针对 FCNN 算法对例外点敏感这一
缺陷,提出了一种鲁棒的模糊聚类神经网络 RFCNN(robust fuzzy clustering neural networks).通过引入 Vapnik’s 
ε-不敏感损失函数[12,13]重新构造网络的目标函数,并根据拉格朗日优化理论[14]推导出新的网络 RFCNN及其学
习算法.它能有效地克服 FCNN 的例外点敏感性.仿真结果表明,RFCNN 算法相对于 FCNN 算法有着更好的鲁
棒性. 

1   FCNN算法及其例外点敏感性 

Zhang[9]对 Kohonen模型进行了改进,提出了相应的学习算法 FCNN,它可以等价地表述如下 
对构造的网络目标函数式(1),通过式(2)的向量修正公式进行网络学习. 
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xj为第 j 个样本向量,vj为第 i类的聚类中心, ση, 为常数,||⋅||为欧氏距离,M为要聚类的类数,N为样本点的个数. 
FCNN算法由于网络所固有的缺陷使得该算法对例外点有很强的敏感性.对于含有例外点的数据集,FCNN

算法的聚类结果往往不能稳定于真正的聚类中心.如图 1 所示,其中图 1(a)为所示的二维数据集不含例外点
时,FCNN算法的聚类结果,图 1(b)为含有一定数目的例外点时,FCNN算法的聚类结果,可以看出,当样本集含有
一定数目的例外点时,FCNN算法的聚类结果可能严重偏离真正的聚类中心. 

2   具有更好鲁棒性的模糊聚类神经网络 RFCNN 

2.1   基于Vapnik’s ε-不敏感损失函数的网络学习目标函数的构造 

FCNN 算法中用二次损失函数作为样本和聚类中心区分的度量尺度,选用二次损失函数作为尺度的目的
是为了算法的简便性和较低的计算负担.但同时也造成了 FCNN 算法对于例外点有很强的敏感性.文献[15]中
提出了许多鲁棒的损失函数,其中 Vapnik’s ε-不敏感损失函数[13]由于其简便性最受关注.本文提出的模糊聚类
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神经网络算法 RFCNN就是通过引入 Vapnik’s ε-不敏感损失函数来构造网络目标函数而得到的. 

             
(a) The clustering result of FCNN without outliers        (b) The clustering result of FCNN with outliers 

(a) 不含例外点时 FCNN算法聚类效果         (b) 含有一定数目的例外点时 FCNN算法聚类效果 

Fig.1 
图 1 

Vapnik’s ε-不敏感损失函数可表示为 
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这里, 0≥ε 表示不敏感性参数,当 0=ε 时,Vapnik’s ε-不敏感损失函数变为绝对误差损失函数. 
利用 Vapnik’s ε-不敏感损失函数代替二次损失函数,同时引入不敏感参数惩罚项重新构造 FCNN 目标函

数,此时目标函数表示为 
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关文献

i
[15,16]已有所论证.值得指出的是,我们发现新构造的目标函数中引入不敏感参数惩罚项具有如下优点: 

(1) 新的目标函数可以在保证 Jmε的第 1 项最小的同时使不敏感参数惩罚项尽可能地小.通过调整γ可以灵
活地根据需要确定不敏感参数惩罚项的影响. 

(2) 引入不敏感参数惩罚项能够使推导出的新算法自动调节不敏感性参数,不再需要人为地确定不敏感性
参数,这就避免了不敏感性参数选取的随意性.这一点由附录部分的定理证明可以看出. 

根据所构造的上述目标函数,通过拉格朗日优化理论,我们就可以推导出 RFCNN 学习算法,它能有效地克
服 FCNN算法对例外点敏感这一缺点,即具有很好的鲁棒性. 

2.2   RFCNN算法 

定理. 给定 M,N,且 U=[Uij],i=1,…,M,j=1,…,N,由式(3)~式(5)给定,则 Jmε取最小时当且仅当 
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基于上面的定理,可以得到具有更好鲁棒性的模糊聚类神经网络算法 RFCNN. 
(1) 设置参数M(1<M<N),ε≥0,σ>0,γ>0以及精度级ζa≥0,初始化聚类中心V(0)=[vik(0)],i=1,…,M,k=1,...,d和不

敏感参数ε(0)=[εik],εik>0,i=1,…,M,k=1,…,d, 0 .根据式(3)~式(5)计算 U(s)=[U=s ij(0)],i=1,…,M,j=1,…,N. 
(2) 由式(9)更新聚类中心和不敏感参数分别为 )1( +sV 和ε )1( +s ,同时更新 U(s)为 U(s+1). 
(3) 若|| U U(s)||−+ )1(s ≤ aξ ,则停止;否则,置 1+= ss 并返回(2). 

对于 RFCNN算法和 FCNN算法中相同的参数σ,可以理解为模糊度参数.σ取值越大,样本点相对于各类的
隶属关系越模糊,对于 M 类样本,当σ很大时,样本点相对于各类的隶属度趋近于 1/M,当σ太小时,两种算法对初
始类中心都特别敏感,因此σ取值不能太大也不能太小.如何选取最佳的参数值σ,目前还没有很好的理论依据. 

式(11)中 0≥γ ,但当 0=γ 时,由式(11)可知, ,此时由式(9)、式(10)可知0, =−+
ikjikj λλ ikikv ε, 得不到更新,故 0>γ

时算法才有实际意义. 

3   仿真实验及实验分析 

为了比较 RFCNN算法和 FCNN算法的性能,基于人造数据集和基准数据集分别做了仿真实验. 
实验 1.图 1(a)所示的数据集包含了 3类清晰可分的样本数据,每类包含 20个样本点,各类真正的中心分别

为 (2.9346,−1.7983),(2.9595,3.2018),(4.9384,3.0445).为了实验的可比性 ,实验中采用相同的初始类中
心:(1.75,−0.25),(1.45,1.55)和(4.5,0.5),模糊度参数σ取值为 1.规定 RFCNN 算法执行的最大迭代次数为 20 次, 
FCNN 算法执行的最大迭代次数为 300 次.通过在坐标(6,−1)处增加不同数目的例外点来测试两种算法的抗例
外点干扰能力. 

如图 2(a)所示为 FCNN 算法对数据集加不同数目例外点的聚类结果.如图 2(b)所示为γ=5 时,RFCNN 算法
对数据集加不同数目例外点的聚类结果.图中虚线表示迭代过程中各类中心的变化轨迹. 

                    
 (a) The clustering results of FNCC                    (b) The clustering results of RFNCC (γ=5) of outliers 
 with a varying number(0,3,6,9,12)                        with a varying number(0,3,6,9,12) of outliers 

(a) 例外点个数分别为 0,3,6,9,12时,FCNN算法的聚类效果   (b) 例外点个数分别为 0,3,6,9,12,γ=5时,RFCNN算法的聚类效果 

Fig.2 
图 2 

如果真正的聚类中心用矩阵 V1 表示,存在例外点时算法执行得到的聚类中心用矩阵 V2 表示,则可用

221 |||| VVV −=∆ 表示受例外点影响类中心的偏移量.∆V 越小,表示算法的抗例外点干扰能力越强.表 1 给出了

FCNN算法和 RFCNN算法取不同参数值γ时类中心的偏移量. 
从表 1 可以看出,FCNN 算法聚类结果受例外点影响很大,随着例外点数目的增加,偏移量∆V 越来越
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大.RFCNN 算法受例外点影响则较小,当 3≥γ 时,RFCNN 算法的聚类结果偏移量∆V 很小,而且随着例外点数目
在一定范围内的增加,偏移量∆V 基本稳定在一定误差之内.同时从表中还可以看出, 4=γ 时在所有的γ取值中聚
类效果最好,当 8≥γ 时偏移量∆V 基本稳定不变且能得到合理的聚类中心,当 2≤γ 时∆V 随着例外点数目的增加,

偏移量∆V变化虽不大,但 RFCNN算法聚类中心稳定点已不合理.实验结果表明,当γ取较大值时,RFCNN算法能
得到较理想的聚类结果.需要指出的是,对于该实验的数据集,当例外点数目很少时,FCNN 算法聚类的偏移量
∆V 可能较 RFCNN 算法聚类的偏移量∆V 要小,但随着例外点数目的增加,选取合适参数γ,RFCNN 算法聚类效
果明显优于 FCNN算法聚类效果. 

Table 1  Performance comparison between FCNN and RFCNN on the artificial dataset 
表 1  FCNN算法和 RFCNN算法对人造数据集聚类效果比较 

Outlier number RFCNN ∆V 
γ 0.001 0.5 2 4 6 8 100 

FCNN ∆V 

0 2.741 3 1.236 0 0.875 9 0.100 8 0.136 4 0.288 6 0.288 6 0.134 9 
3 2.904 1 1.236 0 0.878 4 0.100 8 0.136 4 0.288 6 0.288 6 0.134 9 
6 2.904 1 1.236 0 0.878 4 0.100 8 0.136 4 0.288 6 0.288 6 0.141 5 
9 2.904 1 1.236 0 0.878 4 0.072 0 0.136 4 0.288 6 0.288 6 5.982 1 

12 2.904 1 1.678 6 0.878 4 0.125 1 0.136 4 0.288 6 0.288 6 5.982 6 

实验 2.本实验采用著名的 IRIS数据集.IRIS数据集包含 3类四维样本:setosa,versicolor,virginica,其中每类
样本数目为 50.实验中保留了其中的第 3维和第 4维重新构造二维数据集,如图 3所示.实验时,把数据重新分为
两类,setosa为一类,versicolor和 virginica为一类.采用 RFCNN算法和 FCNN算法对数据集聚类时,规定 RFCNN
算法执行的最大迭代次数为 20 次,FCNN 算法执行的最大迭代次数为 300 次.初始类中心分别初始化为
和 ,模糊度参数σ取值为 1.5.实验中通过在坐标(6,−1)处人为地增加不同数目的例外点来考查两种算法

的抗例外点干扰能力.表 2给出了 FCNN算法和 RFCNN算法取不同参数值γ时类中心的偏移量. 

)4.0,3(
)3.0,5( −

 
Fig.3  Distribution of data along the 3rd and the 4th dimensions in dataset IRIS 

图 3  保留第 3和第 4维特征的 IRIS数据集分布 
Table 2  The performance comparison between FCNN and RFCNN on dataset IRIS 

表 2  FCNN算法和 RFCNN算法对 IRIS数据集聚类效果比较 
Outlier 
number RFCNN ∆V 

γ 0.000 1 1 4 6 8 10 15 20 100 
FCNN ∆V 

0 2.889 7 2.828 7 2.183 0 0.087 4 0.052 3 0.076 4 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.259 8 
2 2.864 9 2.828 7 2.228 6 0.087 4 0.052 3 0.076 4 0.083 9 0.142 2 0.142 2 0.259 8 
4 2.864 9 2.961 9 2.274 4 0.087 4 0.052 3 0.112 8 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.245 3 
6 2.864 9 2.961 9 2.301 3 0.120 6 0.068 1 0.112 8 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.237 7 
8 2.864 9 2.822 9 2.347 8 0.120 6 0.068 1 0.112 8 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.238 0 

10 2.864 9 2.822 9 2.348 2 0.120 6 0.068 1 0.112 8 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.254 0 
12 2.864 9 2.822 9 2.348 2 0.1626 2 0.068 1 0.112 8 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.270 5 
14 2.864 9 2.822 9 2.348 2 0.1626 2 0.068 1 0.112 8 0.083 9 0.095 1 0.095 1 0.287 4 
16 2.864 9 2.822 9 2.207 9 0.1626 2 0.068 1 0.112 8 0.062 8 0.095 1 0.095 1 0.304 8 
18 2.864 9 2.822 9 2.605 4 0.1467 8 0.107 4 0.112 8 0.062 8 0.095 1 0.095 1 0.322 7 
20 2.864 9 2.822 9 2.605 4 0.1467 8 0.107 4 0.112 8 0.062 8 0.095 1 0.095 1 0.341 1 

从表 2可以看出,FCNN算法聚类结果受例外点影响很大,随着例外点数目的增加,偏移量∆V越来越大.选择
合适的参数γ,RFCNN 算法受例外点影响则很较小.当 6≥γ 时,RFCNN 算法均取得较好的聚类效果且偏移量∆V
基本稳定在一个较小的范围内. 
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实验结果表明,当γ取较大值时,较之文献[9]中的 FCNN算法,RFCNN算法能够得到更理想的聚类结果.需要
指出的是,当例外点数目很少时,FCNN 算法聚类的偏移量∆V 可能比 RFCNN 算法聚类的偏移量∆V 要小(如实
验 1),但随着例外点数目的增加,选取合适参数γ,RFCNN算法聚类效果明显优于 FCNN算法聚类效果. 

4   结束语 

针对模糊聚类神经网络 FCNN对例外点敏感性的缺陷,通过引入Vapnik’s ε -不敏感损失函数,重新构造网
络的目标函数,通过优化理论推导出新的具有更好鲁棒性的模糊聚类神经网络 RFCNN,它有效地克服了 FCNN
对例外点敏感性的缺陷,并且能够得到合理的聚类中心.应当指出,尽管实验数据包含人造数据集和真实数据
集,但例外点是人为加入的,我们目前正在将此方法应用于含脉冲噪声的图像处理中,限于篇幅,有关结果将另
文表述.在未来的工作中,我们将对 RFCNN 算法做更深入的研究,并把本文的思想应用于建模等领域,以期有效
地解决建模等领域的某些例外点敏感性问题. 

致谢  在此,我们向对本文工作提出宝贵意见的评审专家表示衷心的感谢. 
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附录. 定理证明 
证明:如果 M,N,U一定,结合式(7)、式(8),目标函数可表示为 
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一般来说,不是所有的样本数据分量 dkNjx jk ,...,1,,...,1, == 都满足不等式: 

 ikikjkikjkik vxxv εε ≤−≤− ,  (13) 

如果引入松弛变量 ,对于所有的样本数据分量 可满足下面的不等式 0, ≥−+
ikjikj ξξ jkx

  (14) −+ +≤−+≤− ikjikikjkikjikjkik vxxv ξεξε ,

于是求式(12)最小可转化为求式(15)最小 

 ∑∑ ∑
= = =

−+











++=

M

i

d

k

N

j
ikikjikjijijm UCJ

1 1 1
2 )(

2
1 γεξξ
σε  (15) 

其中,约束条件为式(14)和 .对含有上述约束条件的式(15)的拉格朗日函数为 0,0 ≥≥ −+
ikjikj ξξ
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这里, 是拉格朗日乘子.问题求解的目标是拉格朗日函数式(16)相对于 v 取最

小,同时相对于拉格朗日乘子变量取最大.拉格朗日函数式(16)相对于 最小时满足条件 
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0,,, ≥−+−+
ikjikjikjikj µµλλ 和式(18)、式(19)表明, ]2,0[, 2σλλ ijijikjikj UC∈−+ .由式(16)~式(20)可以得到 
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由经典的拉格朗日对偶理论可知, 
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即为求解问题的所谓 Wolfe对偶表达.令 
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式(22)可分解为式(24)的优化问题 
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亦即 
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按照优化理论的 Kuhn-Tucker定理,在鞍点,对偶变量与约束的乘积为 0,即 
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又由式(18)、式(19)可得到 
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结合式(26)和式(27),进行如下推理: 

当 )2,0(, 2σλλ ijijikjikj UC∈−+ 时,由式(27)可知, )2,0(, 2σµµ ijijikjikj UC∈−+ ,由式(26)中第 3,4 两式可知,此时

,再由式(26)第 1,2两式可得: 0,0 == −+
ikjikj ξξ

 0,0 =−+=+− jkikikjkikik xvxv εε  (28) 
2−+这样,可以根据任意样本分量 ,当mklk xx , )2,0(, σλλ ijijikmikl UC∈ 时,由式(28)可得 

 0,0 =−+=+− mkikiklkikik xvxv εε  (29) 

亦即 
 2)(,2)( lkmkikmklkik xxxxv −=+= ε  (30) 

于是,聚类中心分量 和不敏感性参数ikv ikε 的值可由式(30)确定. □ 
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