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Abstract: By means of optimization methods, degree reduction of rational Bézier curves is changed to an 
optimization problem so that both weights and vertices are considered respectively. Using programming method and 
Genetic Algorithms, a new method on the reduction of rational Bézier curves is presented. The method has the 
following virtues: Firstly, it is simply to get the result by fitness function, copy process, crossover process, mutation 
process, and selection process. Secondly, the rational Bézier Curves can be reduced many times and interpolated. 
Finally, the reduced Bézier curves can be represented explicitly. 
Key words: Bézier curve; degree reduction; genetic algorthm 

摘  要: 从最优化思想出发,把有理Bézier曲线的降阶问题转化为求解优化问题,这样使得权因子和控制顶点能被

分开考虑,从而保证了权因子的非负性.同时,结合智能计算中的仿生学方法和程序设计方法,给出有理 Bézier 曲线

降阶的一种新方法.该方法首先计算简单,应用适应值函数和简单的循环执行复制、交叉、变异、选择求出最优值

或次优值,其次实现了有理 Bézier 曲线的保端点插值的多次降阶,降阶后的有理 Bézier 曲线直接以显式给出. 
关键词: 有理 Bézier 曲线;降阶;遗传算法 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

参数曲线曲面降阶是计算机辅助几何设计与制造中的研究热点之一[1],不仅具有重要的理论意义,而且也
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有着重要的实际应用价值.首先,不同的造型系统其多项式基的 高次数不尽相同,为了在不同造型系统间进行

有效的数据传递,就需要在数据传递时把高次曲线曲面进行降阶逼近;其次,在几何造型中,一条参数曲线的等

距线、一张曲面的裁剪边界线、两张曲面片求交后产生的交线等都会产生高次曲线,为了减少信息数据的存储

量,需要对曲线进行降阶处理;第三,降阶处理也应用于曲线的光顺处理过程中. 
由于 Bézier 曲线应用的广泛性和代表性,国内外许多学者研究了 Bézier 曲线的降阶问题.其方法大致可以

分为 3 类:基于控制顶点的几何方法、基于基转换的代数方法及以上两种方法的混合使用.Forrest、Farin 等利

用升阶的逆过程来求降阶曲线的控制顶点[2,3];Watkins 和 Worsey 利用 Chebyshev 基转换实现 Bézier 曲线的降

阶[4];Eck 则取降阶曲线 p(t)的顶点为 
II
ii

I
iii ppp λλ +−= )1( , 

然后利用降阶逼近误差公式计算 iλ ,以求得降阶曲线[5];胡事民从 Bézier 曲线的退化条件出发,利用扰动控制顶

点和约束 小二乘法来实现降阶,并将这种方法推广到其他曲线曲面降阶问题[6];陈国栋和王国瑾利用 Bézier
曲线本身的几何性质并结合广义逆矩阵、 佳一致逼近和 小二乘理论,给出了 3 种不同的降阶方法,同时讨

论了保端点插值问题[8~10].对于有理 Bézier 曲线的降阶,目前公开并能被找到的只有 Sederberg 和常庚哲以

Chebyshev 多项式理论为基础,寻找 高次为 n 的摄动多项式集 
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使得分子与分母具有一个 佳线性公因子来达到有理 Bézier 曲线的降阶[11].但文献[11]给出的方法计算繁琐,
涉及到符号运算和多项式方程求根,且没有讨论降多阶的问题及保端点的情况.本文给出有理 Bézier 曲线降阶

的退化条件,并应用遗传算法实现了有理 Bézier 曲线保端点插值的多次降阶. 

1   问题的描述 

给定一组控制顶点{ 及相应的权因子{ ,由其定义的 n 次有理 Bézier 曲线为 3
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其中, 是 n 次 Bernstein 基函数. inii
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所谓有理 Bézier 曲线 x(t)的 m 次降阶,是指找一组控制顶点 3
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有理 Bézier 曲线的降阶分为退化和非退化两种形式.退化的形式是曲线的分子和分母有相同的 次公因

式

m
[11],或分子分母的 高项系数同时为 0,即 0min = . 

不失一般性,本文只讨论平面有理 Bézier 曲线降阶的非退化形式,所给出的方法可推广到空间曲线中.上述

问题可以转化为如下的带约束优化问题[12]: 

))(),((maxmin),,,,(
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其中 P, P 分别为降阶前后的控制顶点向量, ωω, 分别为降阶前后的权因子向量, t 为参数. 
传统解优化问题是基于迭代原理的各种数值方法,如单纯形法、共轭方向法、罚函数法等[14],但传统的优
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化方法存在以下缺点:1) 一般对目标函数都有较强的限制要求,如连续、可微、单峰等.大多数优化方法都是根

据目标函数的局部展开性质来确定下一步搜索的方向,这与求函数的整体 优解的目标有一定的抵触.2) 在实

现算法之前,要进行大量的准备工作,如求函数的一阶和二阶导数、某些矩阵的逆等.在目标函数较为复杂的情

况下,这一工作是很困难的,有时甚至是不可能的.3) 算法结果一般与初始值的选取有较大的关系,不同的初值

可能导致不同的结果.初始值的选取较大地依赖于优化者对问题背景的认识以及所掌握的知识.4) 算法缺乏简

单性和通用性.针对一个问题,优化方法的使用者需要有相当多的知识去判断使用哪一种方法较为适合,这一困

难是使优化方法得到更为广泛应用的主要障碍之一.5) 对某些约束问题较难处理.近年来,遗传算法等智能计

算中的仿生学方法在优化领域取得了较好的应用.遗传算法是一类以 Darwin 自然进化论与 Mendel 遗传变异理

论为基础的求解复杂全局优化问题的仿生性算法[13~15].它模拟生物进化过程,通过向自然学习来求解问题.它具

有以下独特特性: 
a．算法的基本作用对象是多个可行解的集合而非单个可行解,使算法具有良好的并行性. 
b. 算法只利用函数的适应值信息,而无须应用梯度等其他辅助信息,从而可广泛应用于目标函数不可微及

其复杂或无解析表达式类优化问题. 
c. 算法通过作用于一个初始种群并循环执行复制、杂交、变异、选择等类似生物进化过程的简单随机操

作,具有很强的稳健性和整体优化性. 
关于遗传算法的基本概念和收敛性等理论问题可参考文献[13～15]. 

2   算法描述 

基于遗传算法的有理 Bézier 曲线降阶的算法如下[13～15]: 
(1) 编码的表示 
遗传算法的一个重要的步骤是对所解问题变量的编码表示,主要有二进制编码和实数编码.此处采用实数

编码,这是因为对于大部分实数值优化问题采用实数编码比采用二进制编码时算法的平均效率要高. 
(2) 群体的初始化 
本文中群体由降阶后控制顶点可行解组成.首先产生一个随机数 mnii −=∈ ,...,0],1,0[α ,然后应用 

mnipppp iiii −=−+=−+= ,...,0),(),( minmaxminminmaxmin ωωαωωα  

求得区间 [ 和 [], maxmin pp ], maxmin ωω 上的点.其中 ip 为降阶后的控制顶点分量, 为可取到的 小实数值

和 大实数值 ,
maxmin , pp

maxmin ,ωω 为可取到的 小正实数值和 大正实数值 .为了保证端点的插值性 ,可令 ,00 pp =  

nmn pp =− . 

(3) 适应值函数 

群体的每个个体都有一个适应值,个体的性质越优,适应值越大,其繁殖下一代的可能性也越大.此处适应

值函数选为 
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在算法实现中采用的是适应值函数的离散形式: 
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其中,S 为用户指定的任意非负整数. 
(4) 选择 

选择的目的是为了从当前群体中选择出优良的个体,使它们有机会作为父代繁殖子孙,较大的选择压力会

使 优个体具有较高的复制数目.本文采用常用的转盘方法(roulette wheel selection)来进行选择. 
(5) 杂交 

双亲的染色体以杂交的方式产生出子代染色体,从而使子代个体继承了双亲的遗传特性.这里采用算术杂
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交,即设两个父向量为 
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其中αi,βi 为[0,1]上的随机数.在实际应用时,把降阶后的控制顶点分量、权因子分别带入上式进行计算. 
(6) 变异 

在实数编码时 ,变异算子的作用主要体现在搜索上 .这里采用一般的随机对应法 ,即从 [ 和], maxmin pp

],[ maxmin ωω 中选择 ib ′和 iω ′ ,替换子解向量中的对应位置的 ib 和 iω . 

(7) 收敛条件 

当满足下列条件之一时,遗传算法结束:(a) 已经处理完所有代群体;(b) 已经达到需要的误差范围. 
(8) 控制参数 

在遗传算法中,有群体的大小、遗传运算的终止进化代数、交叉变异及变异概率等 4 个控制参数需要预先

给定.通过实验,本文采用的参数值分别为 80~120,180~250,0.5~0.9,0.02~0.15. 

3   实现步骤 

Step 1. 输入降阶前的有理 Bézier 曲线的次数及控制顶点 nipi ,...,0, = . 

Step 2. 绘制降阶前的控制多边形及曲线. 
Step 3. 初始化群体代数和控制参数及误差. 
Step 4. 产生初始群体. 
Step 5. 计算群体的每个个体的适应值. 
Step 6. 若迭代次数小于群体代数或每个个体的适应值大于给定误差,转 Step 7;否则,转 Step 8. 
Step 7. 进行选择杂交产生新的子代,返回 Step 6. 
Step 8. 绘制降阶后的有理 Bézier 曲线的控制多边形及曲线. 

4   误差分析 

将降阶后的有理 Bézier 曲线 )(tx 进行 m 次升阶,设所得曲线为 ,相应的控制顶点及权因子分别为

,则可得降阶误差为 
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5   数值实验 

本文就所给出的算法进行了大量的数值实验,选用的运行环境为 PC:P4,2.4GHz;内存:256MB;操作系统为

WINDOWS XP;编程语言 Borland c++ 6.0,Visual c++ 6.0;遗传运算的终止进化代数:250 代;运行一次的时间小

于 400ms(参考时间). 
例 1:降 1 阶. 
给定有理四次 Bézier 曲线,其控制顶点及权因子为{450,350,10},{400,200,20},{300,120,30},{130,200,10}, 

{60,350,20}.降一阶后所得有理三次 Bézier 曲线的控制顶点及权因子为{450.000000,350.000000,402.711521}, 
{353.085432,114.051547,691.457254},{184.098890,125.425135,258.046418},{60.000000,350.000000,407.827224
},降阶前后两曲线的误差是 =ε 4886215. (像素),如图 1 所示. 

例 2:降 1 阶. 
给定控制顶点及权因子为{550,400,10},{480,200,20},{400,150,30},{300,200,10},{200,350,20},{50,150,25}
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的有理五次 Bézier 曲线.降一阶后所得有理四次 Bézier 曲线的控制顶点及权因子为{550.000000,400.000000, 
299.922898},{450.042804,138.632371,491.137616},{367.966453,74.840404,438.756569},{315.332215,480.69216
7,410.238285},{50.000000,150.000000, 843.177156},降阶前后两曲线的误差是 5241027.=ε (像素),如图 2 所示. 

            
         Fig.1  Degree reduction from 4 to 3        Fig.2  Degree reduction from 5 to 4 
              图 1  四次降为三次                     图 2  五次降为四次        
例 3:降 2 阶. 
图 3(a)是例 2 所给有理五次 Bézier 曲线降二阶的实例,降二阶后所得有理三次 Bézier 曲线的控制顶点及权

因 子 为 {550.000000,400.000000,341.256995},{409.654379,42.116821,632.992364},{340.038401,551.168467, 
269.585331},{50.000000,150.000000,527.167999},降阶前后两曲线的误差是 2780328.=ε (像素). 

例 4:降 2 阶. 

图 3(b)是有理五次 Bézier 曲线降为有理三次 Bézier 曲线的另一实例.这里,有理五次 Bézier 曲线的控制顶

点及权因子为{450,350,10},{400,200,30},{350,130,15},{230,180,20},{130,200,10},{60,350,10}.降二阶后所得有

理三次 Bézier 曲线的控制顶点及权因子为{450.000000,350.000000,160.635002},{390.006001,185.370648, 
614.811225},{193.199043,64.049354,301.068772},{60.000000,350.000000,355.684720},降阶前后两曲线的误差

是 0760106.=ε (像素). 
 

              
(a)                                           (b) 

Fig.3  Degree reduction from 5 to 3 
图 3  五次降为三次 

6   结  论 

从遗传算法的运行机制出发,可知整个算法执行过程中隐含着对有理 Bézier 曲线的重新参数化.本文利用

有理 Bézier 曲线的几何性质,并结合智能计算中的仿生学方法和程序设计,给出了有理 Bézier 曲线降阶的一种

新方法.本文的思想和方法可以方便地推广到参数曲面上的降阶逼近. 
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