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基于小波域局部高斯模型的图像复原
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Abstract: The aim of image restoration is to recover the original uncorrupted images from noisy, blurred ones. A 
linear image restoration algorithm based on a wavelet-domain local gaussian model is proposed in this paper. The 
wavelet-domain local gaussian model approximates the local probability distribution of the wavelet coefficients 
with a single gaussian function. Because the wavelet-domain local gaussian model adaptively characterizes the local 
statistic properties of real-world images, the algorithm presented in this paper specifies the prior distribution of the 
real-world image through the model and converts the restoration problem to an constrained optimization one which 
can be solved with the conjugate gradient method. Experimental results show that the algorithm can properly 
retrieve various kinds of edges, and the PNSR (peak signal to noise ratio) and subjective visual effect of the restored 
images are improved significantly. 
Key words: image restoration; wavelet transform; local Gaussian model; conjugate gradient method 

摘  要: 图像复原的目的是将原始图像从观测到的降析图像中恢复出来.提出了一种基于小波域局部高斯模

型的线性图像复原算法.小波域局部高斯模型采用高斯函数刻画子带系数的局部概率分布,由于这一模型具有

很好的局部自适应性,并能正确地反映图像的局部结构信息,因此算法以此作为自然图像的先验模型,把图像复

原问题转化为一个约束优化问题并用共轭梯度法对其进行求解.实验结果表明,基于小波域局部高斯模型的图

像复原算法较好地再现了各种边缘信息,复原出的图像在信噪比和主观视觉效果方面都有显著的提高. 
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由于受到物理条件的限制,观察到的图像通常都经过了一个退化降析过程.图像复原的目的是将原始图像

从观察到的降析图像中恢复出来.实际的降析函数总是形成一个低通滤波器,使输入图像的高频成分受到抑制

甚至丧失,这使得图像复原问题成为一个典型的病态反问题[1,2].这种病态反问题通常通过归整化技术加以解

决,即利用关于解的先验知识构造附加约束或改变求解策略,使得反问题的解变得确定和稳定. 
在图像复原的归整化策略中用得最多的先验假定是图像的平滑性约束[2],但这种归整化策略通常导致复

原图像边缘的模糊.为了克服这种边缘退化问题,最近几年,不少学者对于各种“边缘保持”的归整化方法进行了

比较深入的研究,提出了一些减少边缘退化的归整化策略.这些策略通常需要引入非二次归整化泛函,从而使得

问题的求解成为一个非线性问题.沿着这一思路,Geman 和 Yang[3]提出了“半二次归整化”的概念来解决这种策

略中出现的非线性优化问题.其后,Charbonnier 等人[4]在此基础上研究了一种新的半二次归整化方法,从而可以

用确定性算法来得到问题的最优解.另一较新的进展是 Vogel 等人[5]提出的基于全变差模型的图像复原算法.
尽管这些算法都在一定意义上提高了复原图像的质量,但边缘模糊的问题并未得到理想的解决. 

基于小波[6]的图像复原方法是当前的研究热点.Belge 等人[7]以广义高斯模型作为小波系数的先验分布,提
出了一种小波域边缘保持归整化方法,同时给出了小波域图像复原的一般框架,但其复原结果相对于传统方法

提高得并不显著.赵书斌等人[8]以混合高斯模型逼近小波系数的分布,并引入小波域隐马尔可夫树模型作为自

然图像的先验概率模型对图像超分辨率复原问题进行规整化,取得了不错的效果,但该方法存在着计算量大的

缺点. 
其他更一般的图像复原方法包括 :Banham 等人 [9]提出的基于空间自适应小波的多尺度图像复原算

法;Neelamani等人[10]提出的基于频域归整化的小波域阈值法.另外还有基于 EM和类 EM算法的图像复原方法,
其中有空间域算法、频域算法和小波域算法 3 类,读者可以参考文献[1,11,12].这些方法或者计算复杂度太高,
或者复原效果提高得很有限. 

本文从图像复原的 Bayesian 框架出发,提出一种基于小波域局部高斯模型的线性图像复原算法.虽然自然

图像小波分解后各子带系数在整体上服从广义高斯分布[13],但通过实验我们发现,在各子带的局部区域,小波系

数的统计特性可以通过单一的高斯函数很好地加以描述,因此本文算法以这种小波域局部高斯模型作为未知

图像的先验概率模型,并把图像复原问题转化为一个约束优化问题,最后用共轭梯度法对其进行求解.实验表

明,小波域局部高斯模型可以自适应地刻画自然图像的局部结构信息,基于该模型的图像复原算法简单有效,可
以较好地保持复原图像的边缘细节,并具有令人满意的视觉效果,峰值信噪比也有显著提高. 

本文第 1 节简单介绍图像复原问题的规整化理论.第 2 节给出图像复原问题的小波域描述方法.第 3 节描

述我们提出的小波域局部高斯模型.第 4 节对基于小波域局部高斯模型的图像复原算法进行分析和描述,并给

出模型参数的估计方法.第 5 节是实验结果分析.最后是结论. 

1   图像复原问题的归整化 

对于灰度图像 ,它是连续场景的离散化版本.图像的坐标用 ( 表示.点 处的灰度用

表示.图像复原的目标是从观测到的降析图像

f Jnmnm 2,1),, ≤≤ ),( nm
),( nmf g 中估计原始图像 .用数学模型表述为 f

 η+= Hfg  (1) 
其中, g , 和f η 分别表示按行或按列重新排列而成的观测图像、原始图像和噪声.矩阵 H 代表线性模糊过

程. H 已知并且是病态的,这意味着对式(1)的精确求解 f=H−1g 极易受噪声干扰甚至不可能.通过在式(1)中适当

增加关于 的先验信息,可以得到关于原始图像的惟一并且稳定的估计 f f •.这就是图像复原问题的归整化[2]. 
在 Bayesian 图像复原方法中,关于 的先验知识是通过指定其先验概率密度来确定的.假定式(1)中的f η 为

线性可加的高斯白噪声,则关于 g 的条件概率密度为 

 }
2

1exp{
)2(

1),|( 2

2222 2 HfgfgP
N

−−=
σπσ

σ  (2) 

其中 ,N2=22J 为图像的像素数目 , 为噪声2σ η 的方差 . 如果关于 f 的先验概率分布有如下形式 : 
)),(exp(),|( θΦβθβ ffP −∝ ,则根据贝叶斯公式,原始图像 f 的最大后验估计 f •可以通过最小化下式得到[14]: 
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其中,函数 ),( θΦ f 在贝叶斯估计中称为图像 的能量函数,f θ 是可能的未知参数向量.如果图像特性与给定的

先验假定相符,则其相应的能量就低,否则能量就高.因而,如果我们假定图像是光滑的,则上述的能量函数就是

图像粗糙程度的度量. β 为规整化参数,是式(3)中等式右边两项的权衡因子,它对图像复原的好坏有着直接的

影响,合理地选择 β 可以保证解的全局最优与算法的收敛性.因此对 β 的选择是非常重要的,其大小取决于图

像特性和图像中的噪声. 

2   图像复原问题的小波域描述 

对式(1)两边进行正交小波变换,则可以得到以上复原问题的小波域,描述如下: 

ηWWfWHWWg T += )( , 
~~ η~~ += fHg  (4) 

其中 W 为二维小波变换矩阵, Wgg =~ , Wff =
~

和 ηη W=~ 分别为观测图像、原始图像和噪声在小波变换后的尺

度和小波系数向量. TWHWH =
~

为线性降析算子 H 的小波域表示,这里我们只考虑正交小波变换,因而 WTW=I,
并且η~ 仍然为零均值的高斯白噪声,其方差为 . 2σ

3   小波域局部高斯模型 

对于自然图像,在小波分解后,各子带系数总体上服从广义高斯分布[14].Belge 等人[7]以此作为图像的先验

概率模型对小波域复原问题进行规整化,取得了一定的效果.但这是一种全局概率模型,不具有局部自适应能

力,因而与传统复原方法相比,其效果提高得并不显著.在文献[8]中,汪雪林等人以混合高斯模型逼近广义高斯

分布,并引入小波域隐马尔可夫树模型作为自然图像的先验概率模型,取得了不错的效果,但该方法存在着计算

量大的缺点.通过实验和理论分析我们发现,对于一般的自然图像,在局部区域,小波系数的分布可以很好地利

用单一的高斯函数逼近,这可以通过图 1 形象地加以说明. 
Input image Wavelet coefficients of a subband Distribution of wavelet coefficients near edges  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Wavelet decomposition Distribution of wavelet coefficients in smooth area 

Fig.1  Wavelet transforn of an image and the local statistical properties of a subband 
图 1  图像的小波分解及其子带系数的局部统计特性 

在图 1 所示的分布函数曲线中,实线为子带局部区域小波系数的统计直方图,虚线为以子带局部区域小波
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系数的均值和方差为参数的高斯函数曲线.可以看出,两条曲线吻合得很好.理论上,我们可以将这种单一的局

部高斯模型看作混合高斯模型的一种简化.因为按照混合高斯模型[15]的定义,在已知第 i 个小波系数状态概率

的情况下,其值为 的概率为 iw

  (5) ∑
=

==
M

m
iiSWSi mSwpmpwp

ii
1

| )|()()(

其中, 表示小波系数 处于状态 时取值为 的概率,它服从均值和方差分别

为

),;()|( 2
,,| mimiiiiSW wgmSwp

i
σµ==

m

i m iw

i,µ 和 的高斯分布; 表示小波系数 处于状态 的概率;2
,miσ ()( Spmp iSi

= )
~

| fm= i m M 为小波系数 i 可能的状

态数. 
在 2=M 的情况下,“1”表示小波系数处于方差小的状态,“2”表示小波系数处于方差大的状态.若在图像的

平滑区域,则近似有 0)2(,1)1( ==
ii SS pp ,而在图像的边缘附近,则近似有 1)2(,0)1( ==

ii SS pp ,在这两种情况下,混

合高斯模型都退化为单一的局部高斯模型.在其他局部区域,则处于一种中间状态,但同样可以利用单一的高斯

分布很好地逼近式(5)所给出的混合高斯模型. 
根据以上分析,并将各小波系数视为相互独立的随机变量,则可得到小波系数的联合分布概率为 

 C
2

1
2

2

2
)(exp

2
1)|

~
(

N

i i

ii

i

wfP
=

−−
=

σ
µ

σπ
θ  (6) 

其中, 表示小波系数全体, 为 的第 i 个分量,f
~

iw f
~

iµ 和 分别为以 为中心的局部邻域的均值和方差,N2
iσ iw 2 为

小波和尺度系数个数,参数向量为 . },{ 2
ii σµ=θ

4   基于小波域局部高斯模型的图像复原 

本文提出的图像复原算法的核心是利用图像的小波域局部高斯模型来指定图像在小波域的先验概率密度

)|
~

( θfP ,其形式如式(6)所示.此时关于 的能量函数为 f
~
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至此,我们可以得到与式(3)对应的小波域表达式 
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则原始图像的最大后验估计对应于最小化式(8),即 
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~
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f 作小波逆变换即得到复原图像 . *f
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利用 Vogel 和 Oman[5]提出的定点迭代算法求解式(10),在当前迭代步中参数σ2,β,θ已知(即 P 已知),此时最

小化式(10)将导致方程 

 0
~~~

)~~( bgHfPHH TT αα +=+  (11) 

式中 .因为 无法用循环矩阵来近似,直接用共轭梯度法βσα 22= H~ [2]求解上式需要生成和存储大尺寸的矩阵 ,

有时甚至使得计算无法进行.为了使计算简化,我们将 ,

H~

TWHWH =
~ Wgg =~ ,代入式(11)并化简可得 

~
  (12) bbgWHfPHWWH TTT =+=+ 0)( αα

用共轭梯度法求解上式,迭代中需要处理的关键计算是 

  (13) pPHWWHApq TT )(: α+==
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式中, A 是上式括号中的矩阵, 是尺寸与p f
~
相同的任意数值向量. 的计算需要 2次小波变换-反变换,2次卷积

运算,1 次数组点乘运算和一次数组相加运算.在任何情况下无须生成和存储大尺寸矩阵 W,H 和 . 
q

P

4.1   参数的估计 

为了利用以上模型对图像进行复原,需要估计的参数包括观测图像 g的噪声方差 以及未知图像 f的局部

高斯模型参数 ,其中 . 

2σ
},{ 2

ii σµθ = 2,...,2,1 Ni =

噪声方差 可以用观测图像2σ g 的局部方差最小值来近似[1].因为θ 是未知图像 的参数向量,因此算法只

能迭代进行,我们用前一次迭代所得图像来估计当前迭代步的局部高斯模型参数. 
f

规整化参数 β 通常通过实验来确定,当降析图像的信噪比在 20db~45db 之间时, 3.0=β ~0.1 可以取得比较

令人满意的效果. 
值得指出的是,相对于混合高斯模型,单一的局部高斯模型无须对各小波系数的状态概率进行估计,因为这

部分信息已隐含在小波系数的局部方差之内.这也使得本文的方法与基于小波域隐马尔可夫树模型的复原算

法[8]相比具有简单快速的特点,同时在性能上相差无几. 

4.2   算法描述 

基于小波域局部高斯模型的图像复原算法描述如下: 
第 1 步:估计观测图像 g 的噪声方差 ; 2σ

第 2 步:置迭代计数 k=0,初始化 f0=g,并由 计算0
~
f θ 的初值 ; 0θ

~
第 3 步:用共轭梯度法求解问题(12),求得 ; 1+kf

第 4 步:由 计算 的相应值; 0
~
f 1+kθ

~~

第 5 步:若 ε<
−+

k

kk

f

ff
~

1
,转入第 6 步;否则,置 1+= kk 并转入第 3 步; 

~
第 6 步:对 作小波逆变换,得到复原图像 . 1+kf *f

4.3   Gibbs效应的消除 

通过实验我们发现 ,采用上述算法得到的复原图像存在轻微的 Gibbs 效应 ,主要表现为轻微的锯齿现

象.Coifman等人[16]把Gibbs现象归结为采用的小波变换不具有平移不变性并提出Cyclespinning方法加以抑制.
文献[16]中大量的实例说明,Cyclespinning 方法可以使 Gibbs 现象大大减弱.为应用 Cyclespinning 方法,我们首

先对原始观测图像进行平移得到一系列平移后的图像;然后,对这些图像分别按上述算法进行复原;最后,将这

些复原图像对准后进行平均就可以得到 Gibbs 效应已大大减弱了的复原图像.本文实验表明,选取平移系列图

像中的两幅左右即可取得令人满意的效果. 

5   实验结果分析 

下面,我们以大小为 256×256 的 Lenna 和 Bridge 图像为例来说明本文算法的有效性.所有计算均在 Matlab
平台下进行.小波分解和重建采用长度为 6 的 Daubechies 小波(即 3db).参数估计时采用大小为 7×7 的窗口来

计算各子带小波系数的局部均值和方差,式(10)中的优化过程只需对复原图像最高频的 6 个子带进行,式(12)中
的共轭梯度法迭代次数为 40 次左右,第 4.2 节给出的算法经 2~3 次迭代即可收敛.在利用 Cyclespinning 方法消

除 Gibbs 效应时只需对平移序列图像中的两幅进行复原即可.由此可以看出,与基于隐马尔可夫树模型的复原

算法[8]相比,其计算量已大为降低. 

我们用方差 σ 的高斯卷积核0.1== yx σ










 +
−=

yxyx σσ
yx

σσ
yxh

2
exp

4
1),(

22

对 Lenna 图像卷积,生成实验用的降

析图像.对 Bridge 图像则用半径为 2 的散焦降析函数[2]进行卷积,生成降析图像.图 2(a)和图 2(b)分别为 Lenna
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图像的原图及其降析图像,为对比细节,只给出了局部放大图像.图 3(a)和图 3(b)给出的是 Bridge 的原图及其降

析图像. 
我们用 3 种规整化方法对两幅图像进行复原:基于广义高斯模型的复原算法[7],总变分最小化方法(total 

variation,简称 TV)[5]以及本文提出的基于小波域局部高斯模型的复原算法.这 3 种算法在计算复杂度上大致相

当.图 2 和图 3 中的(c),(d),(e)分别给出了以上方法的复原结果.图像复原的质量用峰值信噪比(peak signal to 
noise ratio,简称 PNSR)衡量,其定义为 

( )∑
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其中 分别为测试图像和复原得到的图像,Nfx, 2 为像素总数.由实验结果可以看出,与另两种方法相比,无论从

峰值信噪比还是从主观视觉效果来看,基于小波域局部高斯模型的复原方法都有了显著的性能提高. 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Test image: Lenna, size: 256×256            (b) Degraded lenna image with a gaussian kernel (σx=σy=1) to 

blur the test image (a), PSNR=26.73dB  

(a) Lenna 测试图像,大小为 256×256       (b) 图(a)经高斯函数(σx=σy=1)卷积所得的降析图像,PSNR=26.73dB 

 
 
 
 
 
 
 

(c) Restored by waveletd-domian generalized    (d)  Restored by the TV model,      (e) Restored by wavelet-domain local 

Gaussian model, PSNR=33.92dB               PSNR＝32.91dB              Gaussian model, PSNR＝36.38dB   

(c) 基于小波域广义高斯模型的复原结果,    (d) 总变分最小化方法复原结果,  (e) 基于小波域局部高斯模型的复原结果, 

PSNR=33.92dB                   PSNR＝32.91dB                     PSNR＝36.38dB 
Fig.2  The Lenna image and its restoration results (amplified locally) 

图 2  Lenna 图像及其复原结果(局部放大) 

6   结  论 

本文提出了一种基于小波域局部高斯模型的线性图像复原算法.利用图像的小波域局部高斯模型作为未

知图像的先验概率模型,从观测图像出发估计未知图像的参数向量,并利用共轭梯度法来求解相应的约束优化

问题.实验表明,该算法复原出的图像较好地再现了图像的边缘结构,在信噪比和视觉效果方面都有显著的性能

提高,具有较强的实用性. 
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(a) Test image: Bridge, size: 256×256      (b) Degraded bridge image with a defocus function (R=2) to blur the test  

image (a), PSNR=22.36dB 

(a) Bridge 测试图像,大小为 256×256     (b) 图(a)经半径为 2 的散焦函数卷积所得的降析图像,PSNR=22.36dB 
 
 
 
 
 

 
(c) Restored by waveletd-domian generalized     (d) Restored by the TV model,       (e) Restored by wavelet-domain local 

Gaussian model, PSNR＝27.65dB               PSNR＝26.34dB                Gaussian model, PSNR=30.24dB 

(c) 基于小波域广义高斯模型的复原结果     (d) 总变分最小化方法复原结果    (e) 基于小波域局部高斯模型的复原结果 

PSNR＝27.65dB                       PSNR＝26.34dB                    PSNR＝30.24dB 

Fig.3  The bridge image and its restoration results 
图 3  Bridge 图像及其复原结果 
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2004 年第 7 届亚洲数字图书馆国际会议 

征 文 通 知 
由上海交通大学和上海图书馆联合举办的 2004 年第 7 届亚洲数字图书馆国际会议——“国际合作与相互发展”(The 7th 

International Conference of Asian Digital Libraries——International Collaboration and Cross-Fertilization)将于 2004 年 12 月 13 日~17

日在上海召开。 

一、论文主题内容(不局限于) 

1) 技术与标准 
·数字图书馆系统:体系结构,移动应用,与数字图书馆相关的代理; 
·分布式异构数字馆藏的存取:互操作性,海量存取,相关信息发现、元信息集成; 
·信息检索和数据挖掘:文本和多媒体信息检索新技术,数据挖掘,跨语种、多语种数据存取和检索,用于信息检索的机器翻译和

机器学习; 
·信息组织和内容管理:元数据,语义 Web,本体,主题图; 
·人-机交互:界面,可视化,门户,个性化; 
·数字图书馆领域的相关技术标准、协议及其实现策略; 
·网格技术与数字图书馆; 
·电子出版. 
2) 服务和管理 
·数字图书馆服务的新形式和新模式; 
·数字图书馆的运营,资源建设,有用性,可用性及其评估; 
·用户研究:数字图书馆的用户群体,用户需求,用户行为,使用模式; 
·相关问题:数字图书馆相关的社会、法律和经济问题,如知识产权,信息安全,可持续性; 
·知识管理及其在数字图书馆中的应用; 
·21 世纪数字图书馆新的机构作用和责任. 
3) 合作和本地化 
·亚太地区成功的全国性、跨地区和国际性数字图书馆合作项目及其影响案例研究; 
·亚太地区特有的本地知识与文化的保藏、组织与分发; 
·亚洲语言数字化信息处理的新方法和工具; 
·亚洲地区数字图书馆跨文化背景的研究及数字图书馆对亚洲社会的影响. 
二、论文语种及要求: 详见 http://icadl2004.sjtu.edu.cn 

三、论文截止日期: 英文文摘:2004 年 6 月 10 日  论文全文:2004 年 7 月 1 日 

四、联系人: 郭晶,陈必武. E-mail: icadl2004@mail.lib.sjtu.edu.cn 联系电话: +86-21-62933223,62933245 

地址: 200030 上海市华山路 1954 号,上海交通大学图书馆 
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