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Abstract: ω-path partition problem is the generalization of path partition problem. It comes of broadcasting 
communication in parallel computer system, computer network and distributed control system. This problem can be 
described by graph theory terminology as follows. Let G=(V,E) be an undirected simple graph with nonnegative 
edge-weights, and ω≥0 be a real. {P1, P2, …, Pm} is called to be an ω-path partition of G if P1, P2, …, Pm are m 

pairwise vertex-disjoint paths of G such that , and W(P)()(
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). The ω-path partition number of G is the smallest cardinality of ω-path partition of G. The ω-path 

partition problem of G is to find a minimum ω-path partition and the ω-path partition number of G. It is evident that 
ω-path partition problem for any graph is NP-complete by the NP-completeness of Hamiltonian path. In this paper, 
some properties of ω-path partition have been investigated for paths, trees and forests with nonnegative 
edge-weights respectively. Linear time algorithms have been presented to solve ω-path partition problem for any 
path and tree with nonnegative edge-weights respectively. Local realization techniques and complexities of these 
two algorithms have been discussed in detail. Based above algorithms, an O(n) algorithm has been designed to solve 
ω-path partition problems for forests with nonnegative edge-weights. The algorithms presented in this paper are 
concise, and require less time and space. 
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摘  要: ω-路划分问题是路划分问题的一般化,它源于并行计算机系统、计算机网络与分布式控制系统等一类

广播通信问题.设置最少的信息源节点,使得在指定的时间内将信息源节点所拥有的信息发送到其余节点,并且

保证不同通信线路之间不得相交.从 Hamilton 路的 NP-完全性不难看出,ω-路划分问题属于 NP-完全问题.通过

构造性证明技术,获得了边赋非负权路径、树和森林的ω-路划分问题的一些性质.分别提出了求解边赋非负权路

径和边赋非负权树的ω-路划分问题的线性时间算法,讨论了算法的局部实现技术,详细地分析了这些算法的复

杂度.以这两个算法为基础,提出了一个线性时间算法求解边赋非负权森林的ω-路划分问题.所提出的算法直观

简明、操作容易,只需要较少的运行时间和较小的存储空间. 
关键词: 广播;路划分;ω-路划分;树;森林;算法;复杂度;NP-完全 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

并行计算机系统处理器之间和计算机网络节点之间的广播通信提出这样一个问题:设置最少的信息源节

点,使得在指定的时间内将信息源节点所拥有的信息发送到其余节点,并且保证不同通信线路之间不得相交,此
即为求解边赋非负权图的ω-路划分问题.在自动化领域也可以找到ω-路划分问题的应用,例如,出于建设和维护

费用方面的考虑,希望在分布式控制系统中尽可能少地选择局部控制中心,使得各局部控制中心的有关数据和

控制信息通过预设的通信线路在规定的时间内传送到全部管理点. 
定义 1. 设 G=(V,E)是一个边赋非负权的无向简单图,顶点数为 n=|V(G)|,ω≥0 为实数.如果 P1,P2,…,Pm 是 G

中 m 条顶点两两不相交的路径,且 ,W(PU
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边的权和),则称{P1,P2,…,Pm}为 G 的一个ω-路划分. 
按照图论中的约定 ,平凡图 (即一个顶点的图 )也是路径 .因此 ,对于任意边赋非负权的无向简单图

G=(V,E),V(G)={v1,v2,…,vn},如果置Pi={vi}(i=1,2,…,n),则有W(Pi)=0;从而不论ω≥0为何实数,{P1,P2,…,Pn}都是G
的一个ω-路划分.可见,对于任意边赋非负权的无向简单图都存在ω-路划分. 

定义 2. G 的含路径数最少的ω-路划分称为 G 的最小ω-路划分,G 的最小ω-路划分所含的路径数称为 G 的

ω-路划分数,记作 pω(G).所谓ω-路划分问题就是求 pω(G)和 G 的一个最小ω-路划分. 
显然有 pω(G)≤n.当 G 是(边)非赋权图且ω≥n−1 时(实际上对路径的长度无限制),ω-路划分问题简称为路划

分问题[1~3];当 G 是(边)非赋权图且ω是一个正整数 k 时,ω-路划分问题就是 k-路划分问题[4];ω-路划分问题的一

般化就是直径有限的子图划分问题[5].ω-路划分问题与路中心等网络选址问题也有很多联系[6~10]. 
从 Hamilton 路的 NP-完全性不难看出,路划分问题属于 NP-完全问题.到目前为止,仅对于区间图[11](interval 

graph)、圆弧图[12](circular arc graph)、树[13,14](tree)、森林[15](forest)、合作图[4](cograph)、二分置换图[16](bipartite 
permutation graph)、块图[16,17](block graph)等获得了线性时间或多项式时间的算法求解路划分问题.对于 k-路划

分问题,仅对树获得了线性时间算法求 pk(G)[4].由于ω-路划分是路划分、k-路划分在赋权图中的一般化,所以ω-
路划分问题与实际问题更加贴近但却更加复杂难解. 

树是一种结构简单但应用最广泛的通信网络拓扑结构,受到了理论研究者和应用系统设计者的重视.森林

是树的超集,即森林的连通片是树.本文研究了边赋非负权路径、树和森林的ω-路划分问题的一些性质,分别提

出了求解边赋非负权路径、树、森林的ω-路划分问题的线性时间算法.理论分析和实际计算表明,所提出的算

法具有运行速度快、需要的存储空间少等特点. 
定义 3. 考虑边赋非负权的无向简单图 G=(V,E). 
(1) 设 H,K 是 G 的两个子图,以 H○－K 表示在 H 中删除 V(K)以及与 V(K)相关联的所有边而形成的子图. 
(2) 设 v∈V(G),G1 是 G−{v}的一个连通片,称导出子图 G[V(G1)∪{v}]为 v(点)的一个分支. 
(3) 设(u,v)∈E(G),以 w(u,v)表示边(u,v)的权. 
(4) 设 v∈V(G),如果 v 的顶点度 dG(V)=1,则称顶点 v 为端顶点. 
(5) 设 u,v∈V(G),以 dG(u,v)表示顶点 u,v 之间的距离,在不引起混淆时简记为 d(u,v). 
(6) 设 x,y,z∈V(G),以(x~z)表示顶点 x 到顶点 z 的一条路径,(x~y~z)表示顶点 y 在路径(x~z)上,顶点 x 也用
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(x~x)表示. 
除非特别声明,以下讨论中所提及的树、路径、森林和图分别指边赋非负权的无向的树、路径、森林和简

单图.文中未定义的术语和记号与文献[18]一致,诸算法采用 C 语言风格设计. 

1   路径的ω -路划分 

引理 1. 设 P=(x~y)是一个边赋非负权的路径,如果 d(x,y)≤ω,则{P}是 P 的一个最小ω-路划分,pω(P)=1. 
证明:因为对于路径 P,W(P)=d(x,y)≤ω,根据定义 1、定义 2 即证引理. □ 
引理 2. 设 P=(x~y)是一个边赋非负权的路径,d(x,y)>ω,取 z∈V(P),使|E(x~z)|最大但 d(x,z)≤ω,则存在 P 的一

个最小ω-路划分Ω,使(x~z)∈Ω,pω(P)=pω(P○－(x~z))+1,P○－(x~z)是一条路径. 
证明:设{P1,P2,…,Pm}为 P 的一个最小ω-路划分,不妨设 P1 包含顶点 x. 
(1) 首先,如果 d(x,y)>ω,则 P 是非平凡的路径,故 x,y 是 P 的端顶点.其次,因为 P1 包含顶点 x,故 P1⊆(x~z),

否则 P1○－(x~z)≠∅,与|E(x~z)|的最大性矛盾.再者,对于一切 i=2,…,m,P1 与 Pi 顶点不相交,因此 x∉V(Pi),即(x~z)⊆/
Pi,故 Pi○－(x~z)或为空或为路径.去掉{P2○－(x~z),…,Pm○－(x~z)}中的空元素,根据定义 1,即知{P2○－(x~z),…,Pm○－

(x~z)}∪{(x~z)}是 P 的一个ω-路划分.由 m=pω(P)可知,{P2○－(x~z),…,Pm○－(x~z)}中不可能有空元素,即{P2○－

(x~z),…,Pm○－(x~z)}∪{(x~z)}是 P 的一个最小ω-路划分. 
(2) 从上述证明过程 (1) 知 ,{P2 ○－ (x~z),…,Pm ○－ (x~z)} 是 P ○－ (x~z) 的一个 ω- 路划分 , 于是 pω(P ○－

(x~z))≤m−1=pω(P)−1,即 pω(P)≥pω(P○－(x~z))+1.另一方面,如果{P′1,P′2,…,P′m′}(这里,m′=pω(P○－(x~z)))是 P○－(x~z)
的一个最小ω-路划分,则{P′1,P′2,…,P′m′}∪{(x~z)}是 P 的一个ω-路划分,于是 pω(P)≤m′+1=pω(P○－(x~z))+1.从而

有 pω(P)=pω(P○－(x~z))+1. 
(3) 因 P○－(x~z)是连通的,故 P○－(x~z)为路径. □ 
定理 1. 算法 1 在线性时间求解边赋非负权路径的ω-路划分问题. 

{ 
取 z∈V(P),使|E(x~z)|最大但 d(x,z)≤ω;  //片段 2 
取 z1∈V(P),z1 与 z 相邻但 d(x,z1)>ω;  //片段 3 

Ω*(P)=Ω*(P)∪{(x~z)}; 
pω(P)=pω(P)+1; 

P=P○－(x~z); 
x=z1;  //注意到 V(P)≠∅ 

}; 
};  //循环结束 
输出 pω(P),Ω*(P); 
结束.

算法 1. 求解路径的ω-路划分问题. 
输入:边赋非负权的路径 P=(x~y),常数ω≥0.  
输出:pω(P)及 P 的一个最小ω-路划分Ω*(P). 
初始:pω(P)=0;Ω*(P)=∅;  //如果是算法 2 调用本算法, 

则 pω(P),Ω*(P)的初始值由算法 2 传递过来

while V(P)≠∅ 
{ 

如果 d(x,y)≤ω  //片段 1 
{ 

Ω*(P)=Ω*(P)∪{P}; 
pω(P)=pω(P)+1; 

V(P)=∅; 
} 

否则  // d(x,y)>ω 

 
 
 
 
 
 
 
 
证明:由引理 1 和引理 2,算法 1 可以正确求解边赋非负权路径的ω-路划分问题.现在分析算法 1 的复杂度.

算法 1 的运行时间主要是循环、判断是否 d(x,y)≤ω(片段 1)、寻找 z 和 z1(片段 2、片段 3)以及计算 d(x,v)的时

间.片段 1、片段 2 与片段 3 和计算 d(x,v)可以通过下述方法实现:从 x 出发,x 的惟一邻居为 x1(如果不存在这样

的 x1,则表明 x=y,也就是 d(x,y)≤ω,这对应于片段 1),d(x,x1)=w(x,x1);如果 d(x,x1)≤ω,则对 x1 的邻居 x2(x2≠x,于是 x2

惟一.如果不存在这样的 x2,则表明 x1=y,也就是 d(x,y)≤ω,此对应片段 1.以下有类似的解释,不再重复说明)有
d(x,x2)=d(x,x1)+w(x1,x2),否则 z=x,z1=x1;如果 d(x,x2)≤ω,则对 x2 的邻居 x3(x3≠x1,于是 x3 惟一 )有 d(x,x3)= 
d(x,x2)+w(x2,x3),否则 z=x1,z1=x2;…;继续进行这一过程直至找到了 xk,xk+1 使 d(x,xk+1)>ω而 d(x,xk)≤ω,取 z=xk, 
z1=xk+1;如果找不到这样的 xk,xk+1,则表明 d(x,y)≤ω.因此,片段 1、片段 2 和片段 3 只搜索了 x,x1,…,xk,xk+1,但在进

行 P○－(x~z)运算后,只留下了 xk+1是搜索过的顶点.考虑到循环,算法 1 在执行过程中类似于 xk+1这样的顶点被重

复搜索 1 次(xk+1 作为下次迭代的开始顶点还要被考虑 1 次),其他顶点恰好被搜索 1 次,但重复搜索的顶点为

pω(P)−1 个,因此算法 1 执行时间为 O(pω(P)+|V(P)|)即 O(n). □ 
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2   树的ω-路划分 

标号 A. 设 T 是一个边赋非负权的树,∆(T)≥3(即 T 不是路径).任选顶点 v0∈V(T),d(v0)≥3.v0 标号为 0;T 中的

每一个顶点 v 标号为 v 到 v0 的路径边数(称为 v 的标号值),即|E(v~v0)|. 
定义 4. 设 T 是一个边赋非负权的树,∆(T)≥3.如果 T 的某个顶点 v 使用标号 A 进行了标号,则称顶点 v 已标

号,或者称顶点 v 是一个已标号的顶点;如果 T 的所有顶点使用标号 A 进行了标号,则称树 T 按标号 A 已标号,
或者简称树 T 已标号,或者称树 T 是已标号树. 

注 1. 标号 A 可在线性时间内完成.事实上,在用标号 A 对树的顶点进行标号时,还可建立一个包含 T 的所

有使 d(v)≥3 顶点 v 的有序集 Q,Q 的元素按其标号值从大到小顺序排列.方法是:初始,从顶点 v0 开始,v0 位于 Q
的末尾;第 1 步,依次将标号值为 0 的顶点(此时只有 v0)的每个邻居 v 标号为 1(已标号的顶点不再标号),如果

d(v)≥3,则将 v 置于 Q 之首;第 2 步,依次将标号值为 1 的顶点的每个邻居 v 标号为 2(已标号的顶点不再标号),
如果 d(v)≥3,则将 v 置于 Q 之首;…;第 k 步,依次将标号值为 k−1 的顶点的每个邻居 v 标号为 k(已标号的顶点不

再标号),如果 d(v)≥3,则将 v 置于 Q 之首.继续这一过程,直至 T 的所有顶点获得标号.因为 Q 的元素个数小于

|V(T)|,因此,可以在 O(n)时间完成标号 A 并获得有序集 Q.此外,标号值最大的且 d(v)≥3 的顶点 v 就是 Q 的第 1
个元素. 

引理 3. 设 T 是一个边赋非负权的已标号树,Δ(T)≥3,则 
(1) 如果 v 是标号值最大的使 d(v)≥3,v≠v0 的顶点,则除含顶点 v0 的分支以外,v 点的其余 d(v)−1 个分支均

为路径. 
(2) 如果 Q 的第 1 个元素是 v0,则 v0 点的所有分支均为路径. 
证明:(1) 设 T1(v)是 v 点的不包含 v0 的分支,如果 T1(v)不是路径,即在 T1(v)中存在顶点 v1 使 ≥3(于是

有 d

)( 11
vdT

T(v1)≥3).注意到 v1≠v(因为 v 在 T1(v)中是端顶点),在 T 中 v1 的标号值为|E(v0~v1)|=|E(v0~v)|+|E(v~v1)|≥ 
|E(v0~v)|+1>|E(v0~v)|,即 v1 的标号值大于 v 的标号值,矛盾. 

(2) 类似于(1)的证明. □ 
注 2. 在一个边赋非负权的已标号树 T(∆(T)≥3)中,如果 v 是标号值最大的使 d(v)≥3,v≠v0 的顶点,则除了包

含顶点 v0 的分支以外,v 点的其余 d(v)−1 个分支均是路径且有一个端顶点为 v;如果标号值最大的顶点的标号值

为 0(对应顶点即是 v0),则 v0 点的所有分支均是路径且有一个端顶点为 v0. 
引理 4. 设 T是一个边赋非负权的已标号树,∆(T)≥3,v 是标号值最大的使 d(v)≥3,v≠v0的顶点,除了包含顶点

v0 的分支以外 ,v 点的其余 d(v)−1 个分支分别记为(v1~v),(v2~v),…,(vk~v).相应地 ,非 v 的端顶点分别记为

v1,v2,…,vk,则 
(1) 如果 d(v1,v)>ω,取 z∈V(v1~v),使|E(v1~z)|最大但 d(v1,z)≤ω,则存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,使(v1~z)∈

Ω,pω(T)=pω(T○－(v1~z))+1,T○－(v1~z)是树; 
(2) 如果对一切 i(i=1,2,…,k)有 d(vi,v)≤ω,则 
(2.1) 如果 k≥3,且 ),(max),(

11 vvdvvd iki≤≤
= ,z 是(v1~v)上与 v 相邻的顶点,则存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,使

(v1~z)∈Ω,pω(T)=pω(T○－(v1~z))+1,T○－(v1~z)是树; 
(2.2) 如果 k=2,且 d(v1,v2)≤ω,则存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,使(v1~v2)∈Ω,pω(T)=pω(T○－(v1~v2))+1,T○－

(v1~v2)是树; 
(2.3) 如果 k=2,且 d(v1,v2)>ω,d(v1,v)≥d(v2,v),z 是(v1~v)上与 v 相邻的顶点,则存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,

使(v1~z)∈Ω,pω(T)=pω(T○－(v1~z))+1,T○－(v1~z)是树. 
证明:设{P1,P2,…,Pm}为 T 的一个最小ω-路划分. 
(1) 不妨设 P1 包含 v1.类似引理 2 的证明,我们有{P2○－(v1~z),…,Pm○－(v1~z)}∪{(v1~z)}是 T 的一个最小ω-

路划分,pω(T)=pω(T○－(v1~z))+1,T○－(v1~z)是树. 
(2-1) 不妨设 P1 包含 v1. 
情形 1.P1 不包含 v,则必有 P1⊆(v1~z),Pi○－(v1~z)(i=2,…,m)是路径,从而{P2○－(v1~z),…,Pm○－(v1~z)}∪{(v1~z)}
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是 T 的一个ω-路划分(因而是 T 的一个最小ω-路划分). 
情形 2.P1 包含 v,记 P1=(v1~z~v~x).注意到(v1~v),(v2~v),…,(vk~v)(k≥3)不可能都在 P1 中(P1 最多只能包含它

们中的两个),不妨设 P1 不包含 v2,P2 包含 v2,因而 P2 不包含 v.设 z2 是(v2~v)上与 v 相邻的顶点.易证:如果 x 在

(v2~z2)上,则{(v1~z),(v2~v),P3,…,Pm}是 T 的一个最小ω-路划分;如果 x 不在(v2~z2)上,此时由于 d(v1,v)≥d(v2,v),故
d(v2,x)= d(v2,v)+d(v,x)≤d(v1,v)+d(v,x)=d(v1,x)≤ω,于是{(v1~z),(v2~v~x),P3,…,Pm}是 T 的一个最小ω-路划分. 

综合情形 1、情形 2,即知存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,使(v1~z)∈Ω.结合上述讨论,类似引理 2 的证明(2)、
(3),易证 pω(T)=pω(T○－(v1~z))+1,T○－(v1~z)是树. 

(2-2) 不妨设 P1 包含 v1. 
情形 1.P1 包含 v.如果 P1 包含 v2,即(v1~v2)⊆P1,因而 P1=(v1~v2),故{(v1~v2),P2,…,Pm}是 T 的一个最小ω-路划

分.如果 P1 不包含 v2,不妨设 P2 包含 v2,则{P1○－(v1~v),P3,…,Pm}∪{(v1~v2)}是 T 的一个最小ω-路划分. 
情形 2.P1 不包含 v.显然 P1 不包含 v2,不妨设 P2 包含 v2.此时必有 P2 包含 v.如果这样,则类似情形 1 的证明,

可得存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,使(v1~v2)∈Ω.否则,如果 P1,P2 都不包含 v,则必有 P1⊂(v1~v),P2⊂(v2~v),取 z1

是(v1~v)上与 v 相邻的顶点、z2 是(v2~v)上与 v 相邻的顶点.易知,Pi○－(v1~z1)○－(v2~z2)(一切 i=3,…,m)是路径,从而

{(v1~z1),(v2~z2),P3○－(v1~z1)○－(v2~z2),…,Pm○－(v1~z1)○－(v2~z2)}是 T 的一个ω-路划分.注意到 k=2,故 Pi○－(v1~z1)○－
(v2~z2)○－{v}= Pi○－(v1~v2)(一切 i=3,…,m)是路径,因此Ω1={(v1~v2),P3○－(v1~v2),…,Pm○－(v1~v2)}是 T 的一个ω-路划

分,但|Ω1|=m−1,矛盾. 
综合情形 1、情形 2,即知存在 T 的一个最小ω-路划分Ω,使(v1~v2)∈Ω.结合上述讨论,类似引理 2 的证明(2)、

(3),易证 pω(T)=pω(T○－(v1~v2))+1,T○－(v1~v2)是树. 
(2-3) 不妨设 P1 包含 v1.因 d(v1,v2)>ω,故 P1 不包含 v2,不妨设 P2 包含 v2.以下类似于(2-1)的证明,从略. □ 
注 3. 设 T 是一个边赋非负权的已标号树,∆(T)≥3,v0 是标号值最大的顶点,记 v=v0,对于 v 点的任意 d(v)−1

个分支(v1~v),(v2~v),…,(vk~v)(k=d(v)−1),相应的,非 v 的端顶点分别记为 v1,v2,…,vk,则引理 4 之(1)、(2)的所有结

论也是成立的. 
注 4. 设 v 是标号值最大且 d(v)≥3 的顶点,建立对应于 v 的临时记忆 Q1,Q1 的元素至多 2 个.如果 v≠v0,则

Q1 的元素为 v 点的不含 v0 的长度不大于ω的最短的 2 个分支(如果存在的话);如果 v=v0,则 Q1 的元素为 v 点的

任意 d(v)−1 个分支中长度不大于ω的最短的 2 个分支(如果存在的话).Q1 的第 1 个元素记作(v′1~v),第 2 个元素

记作(v′2~v). 
算法 2. 求解树的ω-路划分问题. 

 输入:边赋非负权的树 T,常数ω≥0. 
 输出:pω(T)及 T 的一个最小ω-路划分Ω*(T). 
 初始:pω(T)=0;Ω*(T)=∅;Q=∅;Q1=∅; 
 如果∆(T)≥3,则将树 T 按标号 A 标号并构造 Q;  //片段 1 
 while V(T)≠∅ 
 { 

如果 Q=∅  //0≤∆(T)≤2,即 T 是路径 
{ 

调用算法 1; 
结束; 

} 
否则  //Q≠∅,即∆(T)≥3 
{ 

取 Q 的首元素 v; 
如果 d(v)<3 
{ 

Q=Q−{v};  //○－运算如果删去了 v 的邻居将导致 d(v)减少 
Q1=∅; 
continue; 

}; 
如果 v 点存在至少两个不在 Q1 中的分支 
{  

如果 v≠v0,则任取 v 点不含 v0 的分支(vi~v) 
否则任取 v0 点的一个分支(vi~v); 
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如果 d(vi,v)>ω  //对应于引理 4(1),片段 2 
{ 

取 z∈V(vi~v),使|E(vi~z)|最大但 d(vi,z)≤ω;  //片段 3 
Update(vi,z,∅); 
continue; 

}; 
如果|Q1|<2  //以下隐含 d(vi,z)≤ω 
{  

Q1=Q1∪{(vi~z)}; 
continue; 

} 
否则  //对应于引理 4(2.1) 
{ 

如果 ,则将(v),(max),(
21

vvdvvd j
j

i
≤≤

< i~v)把 Q1 中的较大者置换出来,置换出来的元素仍然用(vi~v)表示; 

寻找(vi~v)上与 v 相邻的顶点 z; 
Update(vi,z,∅); 

}; 
} 
否则  //对应于引理 4(2.2,2.3) 
{ 

如果 d(v′1,v′2)≤ω,则 Update(v′1,v′2,v) 
否则 
{ 

在 Q1 中选取(vi~v),使 ; ),'(max),(
21

vvdvvd j
j

i
≤≤

=

在 (vi~v)上寻找与 v 相邻的顶点 z; 
Update(vi,z,∅); 

}; 
Q1=∅; 

}; 
}; 

 };  //循环结束 
 输出 pω(T),Ω*(T); 
 结束. 
 

 function Update(x,y,z)  //更新Ω*(T),pω(T),T 和 Q 的值 
 { 

Ω*(T)=Ω*(T)∪{(x~y)}; 
pω(T)=pω(T)+1; 
T=T○－(x~y); 
Q=Q−{z}; 

 } 
定理 2. 算法 2 在线性时间求解边赋非负权树的ω-路划分问题. 
证明:由引理 4、注 3、注 4 和定理 1,使用算法 2 可以正确求解边赋非负权树的ω-路划分问题.算法 2 的执

行时间主要是循环、标号 A 及建立 Q(片段 1)、判断是否 d(vi,v)>ω(片段 2)、寻找 z(z∈V(vi~v))使|E(vi~z)|最大

但 d(vi,z)≤ω(片段 3)以及计算 d(x,v)的时间.根据注 1,片段 1 具有线性时间复杂度;由定理 1 的证明,片段 2、片

段 3 和计算 d(x,v)可在线性时间内完成. 
结合循环和○－算子(在 Update 函数内),仿照定理 1 的证明,易知重复搜索过的顶点只有 O(pω(T))个,因此算

法 2 执行时间为 O(pω(T)+|V(T)|),即 O(n). □ 

3   森林的ω -路划分 

容易证明: 
引理 5. 设边赋非负权的简单图 G=(V,E)的连通片为 G1,G2,…,Gk,Ω*(Gi)为 Gi 的一个最小ω-路划分 

(i =1,2,…,k),则 

(1) pω(G)= ; ∑
=

k

i
iGp

1
)(ω
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(2) 是 G 的一个最小ω-路划分. )(
1

*U
k

i
iGΩ

=

对于森林 F,我们也可使用标号 A 对 F 中的每个顶点进行标号,方法是对 F 的每个不是路径的连通片分别

使用标号 A 进行标号.类似于定义 4,可定义森林 F 已标号、已标号森林等概念.由定理 2 及引理 5,有如下定理. 
定理 3. 可以在线性时间求解边赋非负权森林的ω-路划分问题. 
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