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Abstract:  The general Mandelbrot sets from the non-analytical complex mapping ( ) czz +← −α  for 2≥α  are 

studied in this paper. The M-sets’ properties of different parameter α are theoretically analyzed and proved. The 
parameter equation of the fixed point region’s boundary when α is a positive integer are strictly given. A 
symmetrical period-checking algorithm, which colors M-sets according to the period of each point in the complex 
C-plane, is put forward for the first time. The new algorithm takes full advantage of the M-sets’ property during the 
rendering process and can greatly reduce the number of iterations in calculating the period of all pixel points in the 
drawing region. The experimental results show that both high quality and high drawing speed of the M-sets’ fractal 
image can be acquired with the new algorithm. Furthermore, the new algorithm can be generalized to the drawing of 
other Mandelbrot sets and Julia sets. 
Key words:  general Mandelbrot set; non-analytical complex mapping; symmetry; integral petal; critical point; 

escape time algorithm; period-checking algorithm; symmetrical calculating region 
 

摘  要:  研究了指数为负实数的非解析复映射 ( ) ( )2≥+← − αα czz 的广义 Mandelbrot 集.分析和证明了α取不同

值时该映射的广义 M 集所具有的性质,严格地给出了α为正整数时复映射周期 1 轨道稳定区域边界的参数方程.
提出了对称周期检测法,根据各参数点的周期值对 M 集进行着色,并充分利用 M 集的对称性来减少绘制过程中

计算周期时所需要的迭代运算.实验结果表明,新算法在获得高质量 M 分形图的同时具有较高的绘制速度.进一

步地,新算法可以推广到其他 M(Mandelbrot)集和 J(Julia)集的绘制. 
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自从 B.B.Mandelbrot 用计算机绘制出第 1 张 M 集图像以来,M 集就以其美妙而精细的复杂结构吸引了许

多科学家的注意.国内外很多学者对 M 集进行了推广.北京大学的黄永念[1]利用自己提出的代数分析法研究了

指数为正整数时复映射 的周期轨道的整体解析特性,给出了计算任意周期的周期轨道个数的一般

公式.U.G.Gujar

czz m
nn +=+1

[2]等人将指数推广为所有实数,构造了复映射 的大量 M 集,并根据实验结果提出了 M
集结构与α值之间关系的多个猜想;文献[3]则对文献[2]中提出的α值为负时的所有猜想从数学上给出了严格的

证明.文献[4,5]将复映射中的指数推广到所有复数,构造了复映射 的广义 M 集,并对这些

M 集的结构和性质进行了较深入的分析和讨论.然而,以上所有这些推广中所用的复映射都是解析的,用非解析

复映射构造分形图的研究遇到了一定的困难.目前仅有文献[6,7]用指数为正整数的复映射

czz +← α

zz w← )( βα iwc +=+

czz
m
nn +=+1 (m 为大

于 1 的正整数)构造了一些广义 M 集,但主要是给出了计算机实验的结果,而未能对这些 M 集的结构和特征进

行深入分析. 
为了进一步探索 Mandelbrot 集的奥秘和规律,本文将非解析复映射的指数推广到实数域,从理论上分析和

证明了复映射 ( ) ( )2≥+← − αα czz 的广义 M 集所具有的性质,并给出了指数为负整数时复映射周期 1 轨道的稳

定区域边界的参数方程.针对该映射不发散的特点,在深入分析其 M 集结构特征的基础上提出了对称周期检测

法.与逃逸时间算法不同,新算法对参数平面上的各点根据其周期值的大小进行着色,从而有效地消除了逃逸时

间算法绘制时因迭代终止条件不确定而产生的随机因素,提高了所绘 M 分形图的质量.同时,新算法充分利用了

M 集结构的对称性来提高绘制速度,节省绘制时间. 

1   复映射 ( ) czz α +← −
的广义 M 集的性质 

令 εα += n ,其中 n 为正整数,ε为分数,且 10 <≤ ε .下面我们将分别讨论 n 和ε取不同值时映射 ( ) czz +← −α

的广义 M 集所具有的性质. 
性质 1. 广义 M 集无界.这一性质是显而易见的. 
性质 2. 当α为任意正实数时,广义 M 集均关于实轴 X 对称. 

证明:设 ( ) czzf += −α)( , czzg += −α)()( , zzh =)( ,则有 

( ) ,)( czczczczzfh +=+=+=+=⋅ −−−− αααα  

.)()( czczzhg +=+=⋅ −− αα  
因此, ) ,即若()( zhgzfh ⋅=⋅ ,Mc∈ 则必有 .Mc ∈  □ 
性质 3. 当α为正奇数即 0=ε 且 Nmmn ∈−=  ,12 时,广义 M 集关于虚轴 Y 对称. 

证明:设 ( ) czzf m += −− )12()( , czzg m −= −− )12()()( , zzh −=)( ,则有 

( ) ( ), )( )12()12()12( czczczzfh mmm +−=





 +−=





 +−=⋅ −−−−−−  

( ) ( ) ( ). )( )12()12()12(
czczczzhg mmm

+−=−−=−−=⋅ −−−−−−
 

因此,当α为正奇数时, )()( zhgzfh ⋅=⋅ ,即若 则必有,Mc∈ .Mc ∈−  □ 
性质 4. 当α为正奇数即 0=ε 且 Nmmn ∈−=  ,12 时,广义 M 集关于原点对称. 

证明:设 ( ) czzf m += −− )12()( , czzg m −= −− )12()()( , zzh −=)( ,则有 
−−( )( ), )( )12( czzfh m +−=⋅  

( ) ( ) ( )( ). )( )12()12()12(
czczczzhg mmm

+−=−−=−−=⋅ −−−−−−  
因此,当α为正奇数时, )()( zhgzfh ⋅=⋅ ,即若 则必有,Mc∈ .Mc∈−  □ 

性质 5. 当α为正整数即 0=ε 时,广义 M 集由 n−1 个旋转对称部分构成.为了叙述方便,我们在下文中称这

些旋转对称部分为完整花瓣. 

证明:设 ( ) czzf += −α)( , czzg
i
1
π2

e)()( −− += αα , zzh
i
1
π2

e)( −= α ,则有 

( )[ ] ,  e)( 1
π2

czzfh
i

+=⋅ −− αα  
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因此, . )()( zhgzfh ⋅=⋅

特殊地,当 n== αε ,0 时,若 Mc∈ ,则必有 2,...,2,1  ,e 1
π2

−=∈− njMc
j

n
i

,也即,此时的广义 M 集由 n−1 个旋转对

称的完整花瓣构成. □ 
设参数 c 辐角取值范围为 ( ]π,π− ,则根据性质 5 中的证明和性质 2 我们又可以得出以下两条性质: 

性质 6. 当ε≠0 且 n 为奇数时,M 集有 n−1 个完整花瓣,它们均匀分布在复平面上 
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n
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n

的扇

形区域内;由ε≠0 所产生的非对称部分则位于辐角为
1

π2
−+ε
ε

n
且关于负实轴对称的扇形区域内. 

性质 7. 当ε≠0 且 n 为偶数时,M 集有 n−2 个完整花瓣,它们均匀分布在复平面上 
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2   复映射 ( ) czz α +← −
的临界点 

由于本文所研究的映射 ( ) czz +← −α
在复平面内不是解析函数,因此,需先将其转化为二维平面上的离散

映射,则使该二维离散映射的雅可比矩阵的特征值为 0 的点为原非解析复映射的临界点[6,7]. 
我们先考虑α为正整数即 0=ε 时的情况,此时复映射可表示为 ( ) )2( ≥+← − nczz n .设 ,

则其所对应的二维离散映射为 
biaciyxz kkk +=+=  , 

  (1) .
),(
),(

  :
1

1





+=
+=

+

+

byxIy
ayxRx

T
kkk

kkk
n

映射 Tn 的雅可比矩阵为 
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定理 1. 复映射 ( ) )2( ≥+← − nczz n

)1() +− n

所对应的二维离散映射 Tn 的雅可比矩阵 Jn 是对称的,且 Jn 的特征多项

式为 . 2222 ( +− kkn yxnλ

证明:用数学归纳法. 
(1) 当 n=2 时,二维离散映射为 
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其雅可比矩阵
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J 是对称矩阵,且其特征多项式为 
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因此,n=2 时定理成立. 
(2) 假设 n时定理成立,则根据柯西-黎曼(Cauchy-Riemann)条件及解析函数与调和函数的关系,应有以下等

式成立: 
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(3) 当 n+1 时,由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) bia
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其雅可比矩阵为 ,其中 
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将式(3)代入式(6)可得, CBDA =−= , ,因此,Jn＋1 是对称矩阵.且其特征多项式为 
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其中, 
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又由式(3)和式(5)可得 
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由式(4)和式(10)可推出 
  (11) .)( 2222 n

kk yxIR −+=+

将式(10)和式(11)代入式(8)可得 

 ( ) ( ) .)(1 )2(22222 +−++=+ n
kk yxnBA  (12) 

将式(12)代入式(7)得 

( ) [ ].)(1 1)1(2222
111

++−
+++ ++−=− n

kknnn yxnEJ λλ  

因此,定理 1 在 n+1 时也成立. □ 

由定理 1 可知,当 ∞→z 时复映射 ( ) czz n +← −
的特征值为 0.因此,当 0=ε 时,映射 ( ) czz +← −α

的临界点

为 ∞→z .此外,我们还可得出以下推论: 
推论 1. 当α为不小于 2 的任意正实数时,复映射 ( ) czz +← −α

的临界点均为 ∞→z . 

3   周期 1 轨道的稳定区域 

在介绍广义 M 集的构造方法之前 ,我们先从理论上进行一下分析 ,当α为正整数 ,即当映射可表示为

( ) czz n +← −
的形式时,周期 1 轨道的稳定区域的情况.此时,复映射的周期 1 轨道满足 

 ( ) ,czz n += −  (13) 
其稳定性由条件 
 1<λ  (14) 

决定,其中λ为 z 处雅可比矩阵 Jn 的特征值.由定理 1 可知,式(14)等价于 

 .1
1
+> nnz  (15) 

因此,当α为正整数 n 时,复映射周期 1 轨道稳定区域的边界由条件 1
1
+= nnz 决定.令 θinnz e1

1
+= ,代入式(13),即可

得到周期 1 轨道稳定区域的边界为 

 ).π20( ee 11
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可用 C 平面上的参数方程表示为 
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这是一条圆外旋轮线(又称为外摆线),它是当一圆周沿另一圆的外部滚动时,动圆周上的一点所描绘的轨迹.其
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中,定圆的半径为 1
1

1
1 +⋅

−
= nn

n
nr ,动圆的半径为 1

2
+
−

= n
n

nr .由于比率 121 −= nrr 是一个整数,因此 ,该曲线是由

n−1 段彼此不交的弧连接而成的,且每拱弧长为 ( )11
1

−+ nn n8 .特殊地,当 n−2 时, 21 rr = ,这时,普通圆外旋轮线是

心脏线,其参数方程为 
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4   复映射 ( ) czz α +← − 的广义 M 集的构造 

4.1   现有算法分析 

根据参考文献[8],通过判定 C 平面上映射临界点的轨道是否有界,可以考察参数 c 是否属于 M 集,即
,其中 z( ){ }{        : 10 ∞→/∈= ∞

=n
n

c zfCcM } 0 为映射的临界点.基于这一思想,传统的逃逸时间算法[9]将绘图区域内的

所有点逐个作为复映射中的参数 c,考察每一点处映射临界点的轨道是否在达到最大迭代数之前进入发散区

域.该算法在生成 M 集的过程中需对绘图区域内的所有点进行迭代计算,因此,其运算量大,绘制速度慢.文献

[10,11]中所提出的对称逃逸时间算法和旋转逃逸时间算法在构造 M 集,前先利用 M 集的特点确定对称计算区

域或旋转计算区域,然后根据计算区域内各点处映射临界点的轨道是否在达到最大迭代数之前进入发散区域

来判断各点是否属于 M 集,整个绘图区域的 M 集则由其对称性得到.这两种改进算法通过减少绘制 M 集时所

需进行迭代的像素点的数目来提高算法的绘制速度,它们与传统的逃逸时间算法具有相同的绘制精度. 
从以上分析我们可以看出,逃逸时间算法所绘 M 集的结构与算法中所给定的迭代终止条件密切相关.如果

给定的最大迭代数太小、发散区域的半径太大,则大量的点被判为非逃逸点,绘制出的 M 集十分粗糙.尤其是当

映射的指数为负时,由于映射不发散,逃逸时间算法所绘 M 集的结构更是取决于算法中具体给定的迭代终止条

件,存在着相当大的随机性.文献[8]将 Lyapunov 指数法[12]和周期检测法[13]应用于 M 集的绘制,有效地解决了该

问题.Lyapunov 指数法将指数为正和负的点分别用两种不同的颜色来绘制,而周期检测法则将参数平面上各点

按其周期值进行着色.值得注意的是,当用周期检测法绘制时,若将所有不同周期的点均用同一种颜色来绘制,
则所得到的 M 集和用 Lyapunov 指数法绘制时几乎是一致的.可见,这两种方法所绘制的 M 集具有相同的精度,
但后者通过采用不同的着色方案可以绘制出更加丰富多彩的 M 集. 

4.2   对称周期检测法 

考虑到复映射 ( ) czz +← −α
不发散,本文采用周期检测法来绘制 M 集,以避免在所绘 M 集中引入随机因素,

并保证其具有较高的精度.同时,为了提高效率,本算法充分利用 M 集的对称性来减少计算各点周期时的运算

量.因此,我们称之为对称周期检测法. 
4.2.1   映射初始迭代点的选取 

由推论 1 可知,复映射 ( ) czz +← −α
的临界点为 ∞→z ,在映射作用下该临界点的轨道为 

 ,...))((,)(,, cccccc +++∞ −−− ααα  (19) 
可见,用∞和 c 作为初始点进行迭代具有相同的效果.为方便起见,本文用参数 c本身作为初始迭代点来确定

c 是否属于 M 集. 
4.2.2   算法描述 

算法 1. 对称周期检测法. 
Step1. 确定复映射中参数 c 的取值范围、绘图区域和最大周期值. 
Step2. 根据α(α=n+ε)不同取值情况下,复映射的广义 M 集所具有的性质确定对称计算区域. 

A. 当ε≠0 时分两种情况: 

(a) 若 n 为奇数,则对称计算区域为 
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(b) 若 n 为偶数,则对称计算区域为 





−+
−

∪





−+
π,

1
π)2(

1
π2,0

εε n
n

n
内的扇形区域; 

B. 当ε=0 时分 3 种情况: 
(c) 若 n=2,则对称计算区域为上半个复平面; 
(d) 若 n=3,则对称计算区域为第 1 象限的复平面; 

(e) 若 n≥4,则对称计算区域为 





−1
π2,0

n
内的扇形区域. 

Step3. 用周期检测法绘制对称计算区域内的广义 M 集. 
Step4. 对称构造整个绘图区域内的广义 M 集. 

4.2.3   实验结果和分析 
本文给出的所有 M 分形图中 c 的取值范围均为 2c Im2 ,2c Re2 ≤≤−≤≤− ,计算机屏幕上的绘图区域为

200×200个像素点,最大周期值为 100,采用 11种颜色对绘图区域内所有点按其周期进行着色.周期值不超过 100
的点被认为是稳定点,用彩色进行绘制.对于那些周期值大于 100 的点,算法不能判断其是否稳定,它们既可能是

周期值很大的稳定点,也可能是周期值不存在的混沌点,在实验中我们将这些点均用白色进行绘制. 
图 1 为α取 2 时的 M 集.图 2 是对应图 1 的 M 集、但只有 35×35 个像素点时绘图区域内各点的实际周期

值,其中没有标明周期值的点的周期大于 100.比较图 1 和图 2,容易看出不同周期点所对应的区域,且当α为 2 时

复映射周期 1 轨道稳定区域的边界是心脏线,这与第 3 节中的分析是完全一致的. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  α＝2, 35×35 Fig.1  α＝2, 200×200  
图 3~图 5 分别是α为正整数 5,6,7 时复映射 ( ) czz +← −α

的广义 M 集,它们分别具有 4 个、5 个和 6 个完

整花瓣,且整个 M 集均关于实轴对称.并且,当α为奇数 5 和 7 时,M 集还关于虚轴和原点对称;当α为偶数 6 时,M
集的 5 个完整花瓣中有一个花瓣本身是关于实轴对称的,但此时这 5 个完整花瓣不再关于虚轴和原点对称.此
外,从这些图中可以看出,当α为正整数 5,6,7 时,周期 1 轨道稳定区域的边界(即各图中所有完整花瓣的整体轮

廓)分别是由 4,5,6 段相互不交的外摆线构成的,这也说明第 3 节中的理论分析是完全正确的. 

Fig.3  α=5 Fig.4  α=6 Fig.5  α=7 

图 6(a)~图 6(f)分别是α取实数 5.3,5.7,5.9,6.2,6.4 和 6.8 时复映射 ( ) czz +← −α
的广义 M 集.从这些图中我

们可以看出,当α为非整数时,M 集仍然关于实轴对称,但不再具有旋转对称性.并且,当α的整数部分 n 为奇数和
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偶数时,M 集结构的变化是不同的. 
当 n 为奇数(如图 6(a)~图 6(c)所示)时,M 集除了 n−1 个均匀分布的完整花瓣以外,在负实轴上出现了一个

关于实轴对称的小花瓣,随着ε从 0 变化到 1,这个小花瓣逐渐长大直至成为一个完整花瓣;当 n 为偶数(如图

6(d)~图 6(f)所示)时,M 集只有 n−2 个均匀分布的完整花瓣,关于负实轴对称的花瓣随ε的不断增大而逐渐分裂,
直至长成两个完整的花瓣.这与第 1 节中性质 6 和性质 7 的描述完全吻合. 

此外,本文提出的算法利用 M 集结构的对称性来提高绘制速度.复映射指数的绝对值α越大,对称计算区域

在整个绘图区域中所占的比例越小,绘制 M 集过程中在给定绘图区域内需要进行复迭代计算周期值的像素点

也就越少,从而在绘制 M 集的过程中所能节省的运算量也就越多,越能体现出算法的优越性. 
 

(a) α=5.3 (b) α=5.7 (c) α=5.9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(e) α=6.4 (f) α=6.8 (d) α=6.2  
 Fig.6  General Mandelbrot sets when parameter α is not integral 

图 6  α为非整数时复映射的广义 Mandelbrot 集  

5   结  论 

本文分析和证明了α不同取值情况下非解析复映射 ( ) ( )2≥+← − αα czz 的广义 Mandelbort 集所具有的性

质.针对α为正整数时的特殊情况,从理论上研究了该映射周期 1 轨道的稳定区域,并精确地给出了稳定区域边

界的参数方程. 
本文提出了对称周期检测法.该算法既可充分利用 M 集的对称性来提高绘制效率,又能有效地消除逃逸时

间算法绘制时因迭代终止条件不确定而无法避免的随机因素,从而在节省时间的同时能够获得高质量的 M 分

形图.由于其他复映射的广义 M 集和 J 集也有类似的结构特征,因此,可将本文提出的算法应用于其他复映射的

广义 M 集和 J 集的绘制,相信可以取得较好的效果. 
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