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Abstract:  Considering the weaknesses of traditional serial feature fusion technique, a novel parallel features 
fusion method is proposed in this paper. The main idea of this method can be described as follows. First of all, two 
sets of feature vectors corresponding to a same sample space are combined together via complex vectors, which are 
used to construct a complex feature vector space. Then, the classical K-L transform and K-L expansion methods are 
developed theoretically to suit for feature extraction in the complex feature space. Moreover, the symmetric 
property of parallel feature fusion is revealed, and, how to combine features effectively is discussed in detail. 
Finally, the proposed method is used to solve the handwritten character feature extraction and recognition problems. 
Experiments are performed on NUST603 handwritten Chinese character database built in Nanjing University of 
Science and Technology as well as the well-known CENPARMI handwritten digit database of Concordia University. 
The experimental results indicate that the recognition rates are improved significantly after parallel feature fusion, 
and the proposed parallel features fusion method is superior to the traditional serial feature fusion one. 
Key words:  feature fusion; feature combination; generalized K-L transform; feature extraction; handwritten 

character recognition 
 
摘  要:  针对传统的串行特征融合方法的弱点,提出了一种新的并行特征融合方法.该方法的基本思路是:首先,
利用复向量将样本空间上的两组特征集组合起来,构成复特征向量空间;然后,从理论上推广了经典的 K-L 变换

方法与 3 种基本的 K-L 展开方法,使其适用于复特征向量空间内的特征抽取.此外,还揭示了并行特征融合的对

称性质,并详细讨论了并行特征组合的策略问题.最后,用所提出的方法来解决手写体字符的特征抽取与识别问

题.在南京理工大学 NUST603HW 手写体汉字库以及 Concordia 大学的 CENPARMI 手写体阿拉伯数字数据库上

的实验结果表明,所提出的特征融合方法不仅较大幅度地提高了识别率,而且识别结果优于传统的串行特征融

合方法. 
关键词:  特征融合;特征组合;广义 K-L 变换;特征抽取;手写体字符识别 
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中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

特征级融合在信息融合过程中占有十分重要的地位.特征级融合既保留了参与融合的多特征的有效鉴别

信息,又在很大程度上消除了信息的冗余,实现了可观的信息压缩,从而有利于信息的实时处理.目前,有关特征

级融合的传统方法是,将两组特征向量首尾相连生成一个联合向量作为新的特征向量[1],然后再进行特征抽取,
我们称其为串行融合方法.尽管这种方法在不少情况下可有效地提高识别率,但其缺点也是明显的.由于特征合

并后的维数是两个原始特征的维数之和,这就导致了合并后新特征的维数急剧增加,从而使组合后的特征抽取

或识别的速度大幅度地降低. 
针对传统的串行特征融合方法的缺点,本文提出了一种新的并行特征融合方法.该方法的基本思想是:利用

复向量将样本空间上的两组特征集组合起来,构成复特征向量空间.那么,现在的问题是,如何在复向量特征空

间内进行特征抽取?众所周知,K-L 变换是特征抽取的最有效的方法之一[2],但经典的 K-L 变换方法只适用于实

特征空间内的情形.由于利用复向量组合后的特征空间为复向量空间,本文从理论上拓展了经典的 K-L 变换方

法,使其完全适用于复特征空间内的特征抽取.本文所提出的方法在手写体字符的特征抽取与识别问题中得到

了成功的应用. 

1   特征并行组合与广义 K-L 变换方法 

设 A,B 为模式样本空间 Ω 上的两组特征.任意模式样本 Ω∈ξ ,其对应的两个特征向量分别为 A∈α 和

B∈β ,我们用复向量 βαγ i+= (i 为虚数单位)来表示 ξ 的并行组合特征.注意,若两组特征α 与 β 的维数不等,

低维的特征向量用零补足.例如, , ,则组合特征为 . Taaa ),,( 321=α T)( 2=β bb ,1
Ta3 +bi 2aba )0i,,i( 211 ++=γ

样本空间 Ω 上的组合特征空间定义为 },|i{ BAC ∈∈+= βαβα .明显地 ,该空间为 n 维复向量空间 ,其

中,n=max{dim A,dim B}.我们定义如下内积: 

 其中YXYX H=),( , ,, CYX ∈ H 为共轭转置符号. (1) 
定义了以上内积的复空间称为酉空间.相应地,酉空间内的类间散布矩阵、类内散布矩阵和总体散布矩阵

分别定义为 
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为第 i 类训练样本的均值, 为全

体训练样本的均值.由式(2)的定义可知, 均为 Hermite 阵,且非负定.当 可逆时,易知 均为正定
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引理 1[3]. Hermite 阵的特征值均为实数. 
由于 均为 Hermite 阵,且非负定,故易得出以下结论: tbw SSS ,,
推论 1. 的特征值均为非负实数. tbw SSS ,,
下面我们以 为例来讨论酉空间内的 K-L 变换方法.不妨设 的特征向量为tS tS nξξ ,...,1 (彼此正交),所对应的

特征值为 nλλ ,...,1 ,且满足 nλλ ≥≥ ...1 .选择前 d 个最大特征值所对应的特征向量 dξξ ,...,1 作为投影轴.由于酉空

间内 的特征值均为非负实数,组合特征(复)向量在轴tS jξ 上投影后的物理意义十分明确,即总体散布量为 jλ .

在酉空间内,以 为产生矩阵的广义 K-L 变换即为 tS

 XY HΦ= ,其中Φ=( dξξ ,...,1 ). (3) 

该变换用于组合特征的抽取. 

与文献[2]中的方法比较可见,以往讨论的实向量空间内的 K-L 变换方法只是本文方法的一个特例,也就是

说,本文在复空间内建立的 K-L 变换方法更具一般意义,它完全适用于实空间内的情形. 
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2   组合的对称性问题 

同一样本的两特征 βα , 组合可以有两种不同的方式: βα i+ 或 αβ i+ ,按照这两种不同的方式组合,再利用

广义 K-L 变换进行特征抽取后,在同一分类器下进行分类,分类结果是否一致?若结果一致,我们认为两特征组

合具有对称性,即并行特征融合后的分类结果与组合次序无关,这也是我们所期望的.幸运的是,我们可以从理

论上证明,酉空间内的并行特征组合满足对称性. 
设样本空间 上的两组合特征空间分别定义为Ω },|i{1 BAC ∈∈+= βαβα , },|i{2 BAC ∈∈+= βααβ .易证

明以下引理成立. 

引理 2. 设矩阵 , ,则HH )i)(i(),( βαβαβα ++= HH )i)(i(),( αβαβαβ ++= ),(),( βααβ HH = .其中 βα , 为 n
维实向量. 

设组合特征空间 内的类内、类间和总体散布阵分别表示为iC i
t

i
b

i
w SSS ,, ( 2,1=i ),由引理 2 易证明它们满足

以下性质: 

性质 1. 12
ww SS = , 12

bb SS = , 12
tt SS = . 

性质 2. 设 ξ 是 ( 或 )的属于特征值2
tS 2

wS 2
bS λ 的特征向量,则 ξ 是 ( 或 )的属于特征值2

tS 2
wS 2

bS λ 的特征 
向量. 

证明: λξξ =1
tS ⇒ λξξ =1

tS ⇒ ξλξ =1
tS ,由性质 1 和推论 1 可知, 12

tt SS = , λλ = ,故 ξλξ =2
tS . □ 

性质 2 说明,两种不同的特征组合方式所对应的广义 K-L 变换的投影轴互为共轭关系.即若 dξξ ,...,1 为组合

特征空间 C 中 K-L 变换的投影轴,则1 dξξ ,...,1 为组合特征空间 C 中 K-L 变换的投影轴. 2

引理 3. 设在组合特征空间 中,样本 在投影方向1C yx i+ ξ 上的投影分量为 qp i+ ,则在组合特征空间 中,

样本 在投影方向

2C

xy i+ ξ 上的投影分量为 pq i+ . 

证明:设 ,则 T
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由引理 3,不难得出以下结论: 

性质 3. 在组合特征空间 内,1C yx i+  → 变换L-K vu i+ ;在组合特征空间 内,2C xy i+  → 变换L-K v ui+ . 

在酉空间内,由式(1)定义的内积引入以下度量(范数): 

 ZZZ H=|||| = )( 2

1

2
j

n
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j ba∑
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+ ,其中  (4) .)i,...,i( 11
T

nn babaZ ++=

在该度量意义下,复向量的实部和虚部具有对称性,即 ||i|| vu + = ||i|| uv + . 

相应地,在酉空间内,两复向量间的距离定义为 

 .)()(|||| 212121 ZZZZZZ H −−=−  (5) 

由此定义,两复向量之间的距离只与实部和虚部的取值有关,而与实部和虚部的次序无关.更具体地讲,即
设 , ; , ,则 || = ||| . 11

1
1 ivuZ += 22

1
2 ivuZ += 11

2
1 iuvZ += 22

2
2 iuvZ += ||1

2
1
1 ZZ − |2

2
2
1 ZZ −

综上所述,我们可以得出以下结论: 
定理 1. 在酉空间内,两特征的组合具有对称性. 
即两特征组合经广义 K-L 变换进行特征抽取后,在酉空间的内积所确定的距离意义下,识别结果与组合次

序无关. 
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3   几种典型的 K-L 展开方法的推广 

3 种经典的 K-L 展开方法[2]为:(1) 从类平均向量中提取判别信息;(2) 包含在类平均向量中判别信息的最

优压缩;(3) 包含在类中心化特征向量中判别信息的提取.这 3种方法均可推广到复向量空间用于组合特征的抽

取.下面,我们分别进行讨论. 
方法 1. 从类平均向量中提取判别信息.我们采用以下准则函数: 

 
j

jb
H
j

j

S
J

λ
ξξ

ξ =)( , (6) 

其中 jξ 为 的特征向量,wS jλ 为所对应的特征值, .由 的非负定性可知, ;当 非奇异时,

特征值

nj ,...,1= bS 0≥jb
H
j S ξξ wS

jλ 恒大于 0,故准则函数(6)可用来表征样本在轴 jξ 上投影后的分类性能,其物理意义与在实空间的情形

完全相同.若满足 )(...)(...)( 1 nd JJ J ξξξ ≥≥≥ ≥ ,取 dξξ ,...,1 作为投影轴即可. 
方法 2. 包含在类平均向量中判别信息的最优压缩.在酉空间内,当 非奇异时,由于 为正定阵,故存在

矩阵 B 使得 .事实上 ,

wS wS

IBSB w
H = 2

1−
= ΛUB ,其中 , ),...,( 1 nU ξξ= , Λ 为所对应的 的特征值对角阵 .令wS

BSBS b
H

b =
~

,易证明, bS
~

为酉空间内的非负定阵,取其 d 个非零特征值所对应的特征向量 v ,构成变换矩阵

,其中,V=( ). 
d1 v,...,

BVW = dvv ,...,1

方法 3. 包含在类中心化特征向量中判别信息的提取.设第 i 类样本的类内散布阵为 ( i ),则第 i
类样本在方向

i
wS c,...,1=

jξ ( 的特征向量)上投影后的方差为 wS

j
i
w

H
jij S ξξγ = , ci ,...,1= ; .,...,1 nj =  

由于各类的类内散布阵 (i
wS ci ,...,1= )均为非负定阵,故方差 ijγ 均为实数,从而,该方法雷同于实空间内的 

情形. 

4   组合的策略问题 

由于特征抽取方法与量纲选择的不同,参与组合的同一模式样本的两组特征α 与 β 之间在数值上可能存

在较大的差异.比如, , .若直接以T)9,11,10(=α T)9.0,1.0(=β βαγ i+= 的方式进行组合,组合后两特征的比重将

明显失调.为了消除参与组合的两特征在数值上的非均衡性所造成的不利影响,我们首先将原始特征α 与 β 分

别进行如下标准化处理: 

 .
σ
µ−

=
XY  (7) 

其中, µ 为训练样本的均值向量,σ 为训练样本的标准差向量在各个分量上的均值. 
另外,当参与组合的两特征α 与 β 的维数不等时,经过标准化以后,维数较高的特征在组合后的优势依然

明显,这是因为在组合后生成的散布矩阵中,维数较高的特征在数值上占据较大比重.为了克服这种影响,当两

特征维数不等时,我们对标准化后的特征采取加权组合的方法.设加权组合的形式为 θβαγ i+= ,其中,权值θ 称

为组合系数.如何精确地估计组合系数θ ,使得组合后的效果达到最好是一个有待研究的问题.在此,我们根据经

验给出θ 的选择区间.令 δ 表示特征α 与 β 的维数之比,则θ 在区间 内选取. ),( 2δδ

5   实验结果与分析 

5.1   实验1 

本实验的目的在于验证第 1 节建立的广义 K-L 变换方法的有效性. 
实验采用南京理工大学 NUST603HW 手写体有限汉字样本库.该汉字库包含银行货币金额大写常用的

“零、壹…”等 19 个汉字的样本.每类样本数为 400 个(共 7 600 个).其中 200 个样本作为训练样本,另外 200 个

样本作为测试样本,这样,训练样本和测试样本总数均为 3 800 个.我们采用文献[4,5]的方法分别抽取汉字的以

下两种特征: 
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Cross_feature: 128 维的交叉数特征,该特征反映汉字的结构特征. 
Peripheral_feature: 128 维的周边特征,该特征反映汉字的字形特征. 
二者的并行组合采用 PeripheraliCross θ+ 的形式.由于两特征的维数相同,取组合系数θ =1即可.用本文第 1

节给出的广义 K-L 变换方法(以 作为产生矩阵),将原始特征及其组合特征压缩到低维的鉴别特征空间内,采

用二次 Bayesian 分类器,由于该实验中各模式类的先验概率相同,我们采用如下定义的 Bayes 鉴别函数: 
tS

 )()(
2
1||ln

2
1)( 1

ll
H

lll xxxg µΣµΣ −−+= − , (8) 

其中, lµ 和 lΣ 分别表示第 l 类的均值与协方差矩阵.若模式样本 x 满足 | |)(|min|)( xgxg llk = ,则 kx ω∈ .分类结果

见表 1. 
另外,我们采用文献[1]提供的方法,分别将 Cross 与 Peripheral 两组特征向量规一化后,合并为一个 256 维的

特征向量,然后采用 K-L 变换进行二次特征抽取,所得到的串行组合特征在二次 Bayesian 分类器下的识别结果

见表 1. 
Table 1  Comparison of error rates based on four sets of features in experiment 1 

表 1  实验 1 中基于 4 类特征的分类错误率对照 

Dimension Cross feature Peripheral feature Parallel 
combination 

Serial 
combination 

20 
22 
24 
26 
28 
30 
32 
34 
36 
38 
40 

0.058 
0.056 
0.055 
0.056 
0.057 
0.060 
0.059 
0.063 
0.067 
0.067 
0.068 

0.053 
0.043 
0.041 
0.037 
0.037 
0.034 
0.034 
0.036 
0.037 
0.036 
0.038 

0.017 
0.016 
0.013 
0.012 
0.012 
0.013 
0.013 
0.012 
0.013 
0.012 
0.013 

0.027 
0.025 
0.022 
0.020 
0.021 
0.021 
0.018 
0.016 
0.015 
0.013 
0.014 

由表 1 可见,两类特征组合经过广义 K-L 变换后,在各个维度上,识别错误率均较大幅度地得以降低.交叉数

特征在变换后的最优识别率(维数压缩为 24)为 94.5%,周边特征在变换后的最优识别率(维数压缩为 30)为
96.6%,并行组合特征在变换后的最优识别率为 98.8%,而且,当维数在 24与 40之间发生变化时,识别结果始终稳

定在 98.7%之上.由表 1 亦可见,并行组合后的分类结果优于串行组合后的识别结果. 

5.2   实验2 

本实验针对参与组合的两组特征维数不等的情况下,验证第 3 节所推广的 K-L 展开方法的有效性. 
采用国际上广泛使用的 Concordia University CENPARMI 手写体阿拉伯数字(0~9)数据库,其中有 4 000 个

训练样本和 2 000 个测试样本.利用文献[6]已提取出的如下两个图像特征: 
Gf: 256 维 Gabor 变换特征;Lf: 121 维 Legendre 矩特征; 

二者的组合采用 的形式.由于两特征的维数不等,组合系数取为fff LiGC θ+= θ =2.8. 

利用推广的 K-L 展开方法 1(从类平均向量中提取判别信息)将原始特征及其并行组合特征压缩到低维的

鉴别特征空间内,采用二次 Bayes 分类器分类,分类结果见表 2. 
另外,我们采用文献[3]提供的方法,分别将 Gabor 与 Legendre 两组特征向量规一化后,合并为一个 377 维的

特征向量,然后采用 K-L 展开方法 1 进行二次特征抽取,所得到的串行组合特征在二次 Bayesian 分类器下的识

别结果见表 2. 
由表 2 可见,在组合前,Gabor 压缩特征的最优识别率为 90.0%,Legendre 压缩特征的最优识别率为 95.3%;

并行融合后,最优识别率达到 96.4%.此外,融合后的识别结果较融合前更为稳定,当维数在 40 与 50 之间发生变

化时,识别率稳定在 96.2%之上.由表 2 亦可看出,并行特征融合的分类错误率大大低于串行特征融合的分类错

误率. 
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Table 2  Comparison of error rates based on four sets of features in experiment 2 
表 2  实验 2 中基于 4 类特征的分类错误率对照 

Dimension Gabor feature Legendre feature Parallel 
combination 

Serial 
combination 

30 
32 
34 
36 
38 
40 
42 
44 
46 
48 
50 

0.107 
0.108 
0.108 
0.109 
0.111 
0.111 
0.106 
0.105 
0.107 
0.100 
0.103 

0.055 
0.056 
0.051 
0.047 
0.051 
0.052 
0.056 
0.057 
0.059 
0.057 
0.059 

0.046 
0.045 
0.043 
0.041 
0.040 
0.037 
0.038 
0.037 
0.036 
0.038 
0.037 

0.088 
0.081 
0.082 
0.080 
0.079 
0.081 
0.083 
0.084 
0.085 
0.083 
0.083 

6   结  论 

本文提出了一种利用复向量进行特征级融合的新方法,从理论上推广了经典的 K-L 变换技术,使其完全适

用于组合(复)特征空间内的特征抽取.事实上,经典的 K-L 变换只是本文方法的一个特例.在 NUST603HW 手写

体汉字库和 CENPARMI 阿拉伯数字库上的实验结果证实了基于并行特征组合与广义 K-L 变换方法的有效性.
本文提出的方法具有一定的实际意义和广泛的应用前景,它为特征级信息融合提供了一条行之有效的途径.今
后的工作一方面是,从理论上进一步完善该方法,比如给出组合系数的精确估计方法等;另一方面是,进一步拓

广该方法的应用范围,将其用于图像的融合及识别问题之中. 
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