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摘要: 在基于模型的诊断中,利用冲突集计算最小碰集是其关键的步骤,因为所有冲突集的最小碰集就是所考
察系统的诊断.在 Reiter 的方法中,要用 HS-树(图)来计算最小冲突集的最小碰集.HS-树的计算量比较大,且又会
因为剪枝的问题而剪掉真实解.提出了用对分 HS-树(binary hitting set-树,简称 BHS-树)计算最小碰集的方法.这
种方法的优点是:(1) 产生的树的节点数明显少于 HS-树,因而效率较高;(2) 解决了因为剪枝而产生的最小碰集
丢失的问题;(3) 在新增加冲突集时不必完全重新计算,只需在原 BHS-树的基础上增加新的分支即可,这种性质
对实际诊断问题是特别有用的.对利用 BHS-树的算法从理论上进行了分析和论证,并通过实际编写程序进行了
检验. 
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基于模型的诊断(model-based diagnosis)[1~3]是人工智能领域近年来发展起来的一个十分活跃的研究分支.
基于模型的诊断的主要思想是,根据系统的组成元件和元件之间的连接建立起系统模型,这种模型通常用一阶
逻辑语句来描述.根据系统的逻辑模型以及系统的输入,通过逻辑的推理理论,人们可推导出系统在正常情况下
预期的行为,如果系统的实际行为与系统预期的行为有差别(discrepancy),就说明系统存在故障.利用逻辑的推
理理论,我们能够确定引发故障的元件集合,这就是诊断.基于模型的诊断一般由 3 个步骤组成,即诊断的产生
(generation)、诊断的测试(test)和诊断的鉴别(discrimination).诊断的产生是根据系统实际行为与预期行为的差
别,利用系统模型,通过逻辑推导得出引发故障的元件集合.在通常情况下,这种元件集合有多个.诊断的测试则
是用推导排除那些不合理的集合,仅留下那些能够解释实际观察的集合.如果留下的集合仍有多个(通常情况下
是如此),则再通过诊断的鉴别,使用附加的信息去鉴别这些诊断. 

所以,要想提高诊断的效率,便可以通过提高计算冲突集或碰集的效率来实现,现在,有许多改进的计算碰
集算法[4~7],可以提高计算碰集的效率. 

1   预备知识 

下面介绍一些基于模型诊断的相关概念和定理[3]. 
定义 1. 一个系统定义为一个三元组(SD,COMPS,OBS),其中 
·SD是系统描述,是一阶谓词公式的集合; 
·COMPS为系统的组成部件,是一个有限的常量集; 
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·OBS为观测集,是一阶谓词公式的有限集. 
一元谓词 AB意味着“abnormal”(反常),当部件 c∈COMPS反常时,AB(c)为真.有些系统用~OK(⋅)代替 AB(⋅). 
定义 2. 冲突集(CS)是一个部件集{c1,c2,…,cn}⊆COMPS,使得 
SD∪OBS∪{∼AB(c1),∼AB(c2),...,∼AB(cn)}不一致,冲突集也称为冲突部件集,记为〈⋅〉;若冲突集的任意子集都

不是冲突集,则称该冲突集为最小冲突集(MCS). 
定义 3. 设 C 是集合簇(set cluster,由集合组成的集合).C 的一个碰集(HS)为 H⊆∪s∈CS,使得对每一个 S∈C

都有 H∩S≠∅,记为[⋅].称 C的一个碰集是最小的(MHS)当且仅当它的任意子集都不是碰集. 
定理 1. D(∆,COMPS−∆)是(SD,COMPS,OBS)的一个基于一致性的诊断,当且仅当∆是(SD,COMPS,OBS)的最

小冲突集的最小碰集. 
由定理 1 可知,若知道了全部最小冲突集,则可以通过计算出最小冲突集的最小碰集得到诊断.Reiter 提出

了用 HS-树来计算,但是某些情况下会因为剪枝丢失最小碰集.Greiner等人给出了修改算法 HS-DAG图,而不是
HS-树. 

这两种方法构造的 HS-树(图),树(图)的节点一般比较多.见例 1. 
例 1:CS={〈2,4,5〉,〈1,2,3〉,〈1,3,5〉,〈2,4,6〉,〈2,4〉,〈2,3,5〉,〈1,6〉},计算 CS 的最小碰集是:[1,2],[2,3,6],[2,5,6],[1,3,4], 

[1,4,5],[3,4,6]. 
用 Reiter 的算法构造的 HS-树如图 1 所示.其中,用√标记出计算最小碰集所用到的终端节点,从根节点到

此终端节点的边上标记的所有元素构成最小碰集,“)(”为剪枝的边. 
 

 
Fig.1  The HS-tree of conflict sets {〈2,4,5〉,〈1,2,3〉,〈1,3,5〉,〈2,4,6〉,〈2,4〉,〈2,3,5〉,〈1,6〉} 
图 1  冲突集为{〈2,4,5〉,〈1,2,3〉,〈1,3,5〉,〈2,4,6〉,〈2,4〉,〈2,3,5〉,〈1,6〉}时的 HS-树 

2   用 BHS-树计算最小碰集 

定义 4(BHS-树). 给定最小冲突集 MCS={C1,C2,…,Cn},BHS-树是如下递归定义的二叉树,每个节点的数据
是两个集合簇,记为 C和 H.根节点的 C=MCS,H={}.左、右子树根节点的数据分别记作 Cl,Hl和 Cr,Hr. 

(1) 若 C={},则 BHS-树就是该节点本身; 
(2) 否则,任取一元素 a∈∪Ci,则 Cl={Ci−{a}|a∈Ci},Hl={a}和 Cr={Ci|a∉Ci},Hr={}. 
BHS-树节点的 C记为〈⋅〉,H记为[⋅].如果初始给定的冲突集 CS不是最小的,则要将其变为最小冲突集MCS,

即将某个冲突集的超集全部删除. 
例 1的BHS-树如图 2所示.其中,BHS-树边上的值即为每次任取的元素 a,用〈⋅〉表示C,用[⋅]表示H,右边有“*”

的集合表示被删除的集合,〈 〉表示 C=∅,[ ]表示 H=∅,边上的标记表示每次任取的元素 a∈∪Ci. 
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Fig.2  A BHS-tree of {〈2,4,5〉,〈1,2,3〉,〈1,3,5〉,〈2,4,6〉,〈2,4〉,〈2,3,5〉,〈1,6〉} 
图 2  {〈2,4,5〉,〈1,2,3〉,〈1,3,5〉,〈2,4,6〉,〈2,4〉,〈2,3,5〉,〈1,6〉}的 BHS-树 

已知最小冲突集 MCS,我们可以通过算法 1来计算它的最小碰集 MHS. 
算法 1. 利用 BHS-树递归计算最小冲突集 MCS的最小碰集 MHS. 
对 BHS-树的每一个节点,建立该节点的 BHS-树的最小冲突集的候选集簇 M(真正的最小冲突集簇比这个

候选集要小,只要删除其他集合的超集,就可以得到最小冲突集簇),然后按照如下算法从叶节点出发自底向上
递归计算. 

(1) 若BHS-树本身就是叶节点(即C为空集),则该BHS-树的最小冲突集的候选集M=H;否则自底向上递归
计算(2)、(3)至根节点, 

(2) BHS-树包含左子树和右子树,M={H,{ml∪mr|ml∈Ml,mr∈Mr}},H与M取自同一个节点,其中Ml为左子树

的候选集,Mr为右子树的候选集. 
(3) 将 BHS-树根节点的 M最小化,删除覆盖其他集合的集合.根节点的 M即为所要求的最小碰集 MHS. 
例 2 (继续例 1):利用 BHS-树计算最小碰集,生成 BHS-树如图 2所示.利用 BHS-树递归计算最小碰集,如图

3所示.其中,[⋅]表示 M.右边有“*”表示删除,“→”表示递归计算 M时的顺序,从终端节点开始. 

 
Fig.3  The minimal hitting sets computed by M recursively 

图 3  利用 M递归计算最小碰集 
用 BHS-树算法得到的最小碰集是:[1,2],[2,3,6],[2,5,6],[1,3,4],[1,4,5],[3,4,6].与 Reiter方法的结果一致. 
定理 2. 如果最小冲突集MCS={C1,C2,...,Cn},用算法 1得到的M一定是最小冲突集MCS的最小碰集MHS. 
证明:对 BHS-树的深度 k用数学归纳法. 
(1) 当 k=1时,即 BHS-树深度=1,这样的情况只有一种:最小冲突集和最小碰集都是空集,显然成立. 
(2) 当 k=2时,即最小冲突集只有一个集合,且是单元素集合,不妨设 CS=〈a〉,则根节点 C=〈a〉,H=[ ],由算法 1

可得:左子树 Cl=〈 〉,Hl=[a],右子树为 Cr=〈 〉,Hr=[ ],得到的最小碰集为 M={H,{a∪∅}}={∅,{a}}={a},假设成立. 
(3) 假设当 k≤n时结论成立,则当 k=n+1时: 
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假设 BHS-树根节点 C={C1,C2,...,Cn},则 M={H,{ml∪mr|ml∈Ml,mr∈Mr}},(ml,mr是集合,Ml,Mr是集合的集合,
且已将 M中为其他集合超集的集合删除). 

任取 a∈∪Ci,可以把 C分成两个不相交的划分:Πl,Πr: 
Πl={Ci|a∈Ci}.Πr={Ci|a∉Ci}. 

显然Πl∩Πr=∅,C=Πl∪Πr. 
构造左子树,根节点 Cl={Ci−{a}|Ci∈Πl},Hl={a}.构造右子树,根节点 Cr={Ci|Ci∈Πr},Hr=∅.显然左右子树的

深度≤n,所以 Ml是 Cl的最小碰集,Mr是 Cr的最小碰集,则 M={H,ml∪mr|ml∈Ml,mr∈Mr}是 Cl∪Cr=C 的最小碰集.
即 BHS-树根节点的 M即是 CS的最小碰集 MHS. □ 

说明:(1) 用 BHS-树计算最小碰集不必进行剪枝,因而不会丢失正确解. 
(2) 在建立 BHS-树时,由根节点的 C和 a决定它的左、右子树根节点的 Cl,Hl与 Cr,Hr,与根节点的 H无关.

取不同的 a值,左、右子树根节点的 Cl,Hl与 Cr,Hr会有所不同,但不影响最终结果的正确性. 
(3) 在建立 BHS-树时,右子树根节点的 Hr=∅,左子树根节点的 Hl是单元素单集合{a}. 
(4) 建立 BHS-树时,终端节点的 C=∅,H为单元素单集合或为∅. 
(5) 递归计算根节点的 M时,由建立 BHS-树时得到的 H及左、右子树根节点的 Ml,Mr决定,与 C,Cl,Cr无关,

所以,得到 BHS-树之后,可以不再保留每个节点的 C. 
(6) 该算法不能直接产生出最小碰集,但能产生全部最小碰集,需要将得到的碰集最小化,即删除为其他集

合的超集的集合. 
例 3:进行最小化处理,计算〈1,2,4〉,〈1,3,4〉的最小碰集,如图 4所示. 

 
Fig.4  The BHS-tree of {〈1,2,3〉〈1,3,4〉}, the results are minimalized, “*” stands for deleted 

图 4  {〈1,2,3〉〈1,3,4〉}的 BHS-树,对结果进行最小化处理,有“*”表示删除 

设最小冲突集合簇 MCS 共有 n 个集合,记为{C1,C2,...,Cn},第 i 个冲突集 Ci含有 mi个元素,ma= nm
n

i
i 






∑ ,

冲突集含元素个数最多为 mλ=max(mi),则建立的 BHS-树有以下性质: 
性质 1. BHS-树的深度(depth)≤|∪Ci|+1,i=1,2,...其中 Ci是冲突集,|⋅|是集合中元素的个数. 
任取∪Ci中的一个元素 a,按算法 1构造 BHS-树,显然,左子树与右子树根节点的 C均不含元素 a,所以,左、

右子树根节点的|∪Cl|,|∪Cr|≤|∪Ci|−1,所以,BHS-树的深度≤|∪Ci|+1. 
性质 2. BHS-树的深度≤n+mλ+1. 
因为每建立一层子树,子树根节点 C 中的集合个数就比根节点的集合个数少 1,或子树根节点集合 C 中的

元素个数比根节点 C中的元素个数少 1.终端节点的 C中集合个数是 1,所含元素个数为 0,所以 BHS-树的深度
≤n+mλ+1. 

由性质 1和性质 2易得性质 3. 
性质 3. BHS-树的深度≤min(|∪Ci|+1,n+mλ+1). 
性质 4. BHS-树的终端节点个数=n.则左子树的集合个数+右子树的集合个数=根节点的集合个数,左子树
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的空集记集合个数为 1,右子树的空集不记数.所以终端节点个数=n. 
性质 5. BHS-树的节点总数≤2×(∑|Ci|)−n+1=2man−n+1=(2ma−1)n+1. 
任意消去 BHS-树根节点 C的元素 a,最多可生成两个新的节点,左子树根节点由原来含 a的集合构成,右子

树根节点由原来不含 a 的集合构成.且在生成终端节点时,只有左子树,没有右子树(少 n 个右子树).所以,BHS-
树的节点总数≤2×(∑|Ci|)−n+1=(2ma−1)n+1. 

由以上性质可知,该算法可以在有限步骤内完成,且可知 BHS-树的空间复杂度 O(nm),而 HS-树的空间复杂
度可能为 O(mn).时间复杂度与空间复杂度成正比关系,当然,它们还与集合中元素的具体取值情况有关. 

3   用 BHS-树计算导出冲突集的最小碰集 

在诊断系统中,得到的诊断有时不满能足要求,需要增加探测(probe),得到新的冲突集,再重新计算新的最小
碰集.用 BHS-树计算新的最小碰集,无须对原 BHS-树作任何改动,只需在原 BHS-树的基础上,增加新的分支 
即可. 

算法 2. 利用导出最小冲突集 Di(i=1,2,...,n)与原 BHS-树,构造新 BHS-树来计算新的最小碰集. 
步骤如下: 
(1) 用算法 1根据全部导出最小冲突集 Di,构造一棵新 BHS-树,树根 C={D1,D2,...,Dn}; 
(2) 用算法 1计算导出 BHS-树根节点的 M.将新 BHS-树作为左子树,原 BHS-树作为右子树,合并成一棵新

的 BHS-树,用算法 1计算出新的 BHS-树根节点的 M即为所求最小碰集. 
例 4(继续例 3):在原有冲突集合簇的情况下增加一个新集合〈5,6〉.生成的 BHS-树如图 5所示,方框中的部分

是原 BHS-树,不必重新计算,〈⋅〉表示 C,[⋅]表示 H,边上的标记表示每次任取的元素 a∈∪Ci.递归生成最小碰集如
图 6所示,增加〈5,6〉之后的最小碰集是:[1,2,5],[1,4,5],[2,5,6],[1,2,6],[2,3,6],[3,4,6]. 

 
Fig.5  The BHS-tree after inserted 〈5,6〉 
图 5  增加〈5,6〉之后的 BHS-树 

定理 3. 导出的最小冲突集 DS={Di}(i=1,2,...)构成的 BHS-树根节点 Ml,原最小冲突集 CS={Cj}(j=1,2,...)构
成的BHS-树根节点是Mr,M={ml∪mr|ml∈Ml,mr∈Mr }是由DS和原冲突集CS构成的冲突集{CS,DS}的最小碰集. 

证明:根据定理 2,Ml 是 DS 的最小碰集,Mr 是 CS 的最小碰集,所以,由 BHS-树算法可知,BHS-树根节点
C={DS,CS},H=∅,M={ml∪mr |ml∈Ml,mr∈Mr }是{DS,CS}的最小碰集.即由算法 2 得到的最小碰集一定是所求最
小碰集. □ 
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Fig.6  The hitting sets after inserted 〈5,6〉. “*” stands for deleted,[⋅] stands for M 
图 6  增加〈5,6〉之后的递归计算最小碰集.右边有“*”号表示删除,[⋅]表示 M 

4   比较与结论 

(1) 在生成 BHS-树时,因为每生成一层,则|∪Ci|−1,即|∪Ci|少一个元素,而|∪Ci|≤nm (n 是最小冲突集的个
数,m是冲突集平均元素个数),即BHS-树是一个深度≤nm+1的二叉树,所以该算法一定能够停止,即BHS-树能够
在有限步骤内建立.且在多数情况下,BHS-树的空间复杂度优于 HS-树(BHS-树空间复杂度为 O(nm),HS-树的空
间度为 O(mn)). 

(2) 在建立 BHS-树时,不必进行剪枝,因而不会丢失解. 
(3) 计算碰集时,不能直接得到“最小”碰集,这样需要在根节点处将最终得到的碰集进行最小化,删除某些

碰集的超集，或在每个中间节点处,将得到的中间结果进行比较,删除“非最小碰集”,这样可以提高计算效率.最
小冲突集个数均为 n=9,取值为〈1,2,...,m〉〈2,3,...,m+1〉,...,〈n,n+1,...,n+m−1〉(Intel Celeron 667M,128M 内存,中文
Windows98,Borland C++ Builder 5.5).见表 1和图 7. 

Table 1  Run-Time comparison between BHS-tree and HS-tree methods 
表 1  BHS-树与 HS-树运行时间比较 

①最小冲突集包含集合个数(n),②每个冲突集均含元素个数(m),③BHS-树节点个数, 

Number of 
conflict sets (n)① 

Element number of 
each conflict set (m)②

Node number 
of BHS-tree③ 

Running time of 
BHS-tree (s)④ 

Node number 
of HS-tree⑤ 

Running time of 
HS-tree (s)⑥  

9 3 36 <0.01 531 0.60 
9 4 45 0.05 896 0.87 
9 5 54 0.22 1220 1.26 
9 6 63 0.27 1512 1.92 
9 7 72 0.32 1785 2.63 
9 8 81 0.39 2048 3.46 
9 9 90 0.43 2304 4.44 

④BHS-树运行时间(秒),⑤HS-树节点个数,⑥HS-树运行时间(秒). 
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Fig.7  Run-Time comparison between BHS-tree and HS-tree methods 
图 7  BHS-树与 HS-树运行时间比较图 

说明:(1) 如果冲突集不变,仅是排列次序不同,当用 BHS-树或 HS-树计算时,所花费的时间及树的总节点数
都可能会有很大的不同.当 n=9,m=8 时,把前 8 个集合分成 4 对,相邻的两个集合互换先后位置,其他都不改变,
则结点数或运行时间都有可能不同.换位置前/换位置后 BHS-树的节点数为 81/77,运行时间为 0.39/0.22秒;HS-
树的节点数为 2048/7880,运行时间为 3.46/4.28. 

(2) 节点数量与冲突集的元素个数有关,也与冲突集的交集的元素个数有关,若冲突集的交集元素较多,则
BHS-树的节点数量相对较少. 

(3) 运行时间不但与节点数量有关,同时也与 BHS-树的深度有关. 
(4) 在某些特殊情况下,HS-树的节点数量可能会更少,例如:当最小冲突集是单集合单元素时,BHS-树有 3

个节点,而 HS-树只有 2个节点. 
Franz Wotawa[8]提出的 HST-树的算法是改进的 HS-树.在建立 HST-树之前,需要对冲突集中的元素进行比

较、判定,选择性地生成子树节点,总的节点数比 HS-树要少.所以,该算法可以提高计算效率,但仍需要剪枝,且插
入新的冲突集需要重新建立 HST-树.而 BHS-树算法则在新插入冲突集时不必重新建立 BHS-树,这一点在实际
诊断问题中是非常有效的. 

综上所述,用 BHS-树计算最小碰集,在空间复杂性与时间复杂性上一般都比较好.同时,也有较好的通用性. 
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Abstract: In the model-based diagnosis, a key step is to compute the minimal hitting sets from the minimal 
conflict sets, because the minimal hitting sets of all the conflict sets are the faults of an investigated system. In 
Reiter’s method, HS-tree is used for computing the minimal hitting sets. However, it will need a heavy work, and 
will result in the fact that the correct hitting sets are probably pruned away. In this paper, a new method is put 
forword for computing minimal hitting sets by the “binary hitting set tree”, in brief, BHS-tree. This method will 
improve Reiter’s approaches in the aspects as follows. (1) The number of BHS-tree nodes is apparently less than 
that of HS-tree; (2) As a result of being pruned, the loss of the minimal hitting sets will not produce; (3) When the 
new conflict sets are inserted, it is unnecessary to rebuild BHS-tree, instead, just adding the new branches to the 
BHS-tree. This property is extraordinarily useful for the actual diagnosis. Thus, the BHS-tree method is analyzed 
and verified in theory and the given programs are tested. 
Key words: model-based diagnosis; minimal conflict set; minimal hitting set; binary HS-tree 
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第 4届并行与分布式计算、应用与技术国际会议(PDCAT 2003) 

征 文 通 知 

 第 4 届并行与分布式计算、应用与技术(PDCAT’03)国际会议将于 2003 年 8 月 27 日~29 日召开,会议地
点为中国四川成都.会议举办单位为美国 IEEE、日本 IEICE、英国 IEE、国家自然科学基金会(NSFC)和西南交
通大学(SWJTU),会议论文集将由美国 IEEE Press 出版社公开出版,所有论文也将全文收录于本领域国际最重
要数据库 IEEEXplore. 

本次会议将在网络与通信、并行与分布式系统体系结构、并行与分布式处理算法与应用等方面,为世界范
围内计算机与通信领域的科学家和工程技术人员提供一个发表最新成果的论坛. 

PDCAT'03国际会议论文截稿日期为 2003年 3月 1日. 
会议网址:http://home.swjtu.edu.cn/~imc/pdcat03/ 
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