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摘要: 利用计算机对图的交叉数进行研究 ,给出了利用分支界限法计算图的交叉数的算法 CCN(calculate 
crossing number),并利用该算法计算出 n≤12的所有四正则图的交叉数以及 n≤16的随机四正则图的交叉数.同时
计算出 n≤12的所有四正则图的平均交叉数 Aac(n)和 n≤16的随机四正则图的平均交叉数 Arc(n),根据计算结果
提出四正则图的平均交叉数为 O(n2)的猜想. 
关 键 词: 交叉数;正则图;同构;平面图;分支界限法 
中图法分类号: TP301      文献标识码: A 

图 G=(V,E)是由顶点集 V与顶点上的无序对的子集 E组成的集合,E中的元素称为边.图 G的交叉数是指把
图 G画在平面上时出现的最少交叉数.下面给出它的定义. 

定义 1. 图 G在表面上的一个画法是指把图的顶点画为表面上的结点,把图的边画为表面上的弧. 
定义 2. 图G在表面上的一个好的画法是指图G在表面上的一个画法,在该画法中,连接同一个结点的任意

两条弧不相交,且任意两条弧至多只有一个交点. 
定义 3. 图 G在表面上的一个最优的画法是指图 G在表面上的具有最少交叉数的好的画法.这个最少的交

叉数目即为图 G在该表面上的交叉数. 
定义 4. 图 G在平面(或球面)上的交叉数称为图的交叉数,记为 cr(G). 
图的交叉数问题是在实际应用中提出来的,它在 CAD领域有着广泛的应用,如: 
(1) 草图的识别与重画问题,具有比手写汉字识别应用更为广泛的应用领域; 
(2) 电子线路板设计中的布线问题; 
(3) 软件开发工具中文档部分的 ER图等的自动生成; 
(4) 生物工程 DNA的图示. 
图的交叉数问题属于 NP-困难问题[1].目前,仅有有限的图的交叉数得到了精确值,主要有: 
(1) 完全图 

,
2

3
2

2
2

1
24

1)( 



 −




 −




 −




≤

nnnnKcr n  

等号对 n≤12成立[1]. 
(2) 完全二分图 
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等号对 min(m,n)≤6,或 m=7且 n≤10成立[1~4]. 
(3) 交图 

cr(Cm×Cn)=(m−2)n, 
其中 3≤m≤n[1,4~6]. 

长期以来,有关图的交叉数的研究主要采用纯数学方法,但随着所研究的图的增大,可能的画法急剧增长,
研究也越来越困难,如对完全图的研究,从 n=10 进展到 n=12,花了整整 30 年的时间.因此,迫切希望有较好的计
算机算法用以计算图的交叉数. 

本文给出了较好的计算图的交叉数算法 CCN(calculate crossing number),这是继图平面性判定算法、二连
通图的平面嵌入算法之后,在图的平面性问题上的又一个最重要的进展.本文还利用算法 CCN 对 n≤12 的所有
四正则图的交叉数以及 n≤16的随机四正则图的交叉数进行计算,并得到了相关的结果. 

1   算法 CCN 

算法 CCN采用的方法是解决 NP-困难问题最有效的方法之一,称为分支界限法. 
令 pm=G−{e1,e2,…,em}为图 G的平面子图,且 pm+ei(1≤i≤m)为非平面子图,则 pm称为图 G的极大平面子图. 
算法 CCN主要实现如下功能: 
(1) 构造图 G的所有不同的极大平面子图; 
(2) 构造上述图 G极大平面子图的所有不同的平面嵌入; 
(3) 计算往上述平面嵌入中添加所删边的不同方式的时候产生的最少交叉数目. 
算法中的分支界限条件为向当前图中继续添加所删边时,如果交叉数目超过已得到的当前最少交叉数目,

则提前回溯. 
把 pm嵌入平面内,把 ei添入图中重构 G.由于 pm是 G 的极大平面子图,则每回添一条 ei,至少增加一个交叉

点,从而有: 
引理 1. 如果 sm0={e1,e2,…,em0}为图 G的最小边集,使得 pm0=G−sm0是图 G的极大平面子图,则 cr(G)≥m0. 
如果图 G包含多个二连通块,可先把 G分成连通分块. 

B={bi:bi是 G的二连通块,且 G=b1∪b2∪…∪bt}. 
由定义 2可知,在每个 G的好的画法中,不同的二连通图分块的边不会相互交叉,从而有 

cr(G)=cr(b1)+cr(b2)+…+cr(bk). 
令 Pm,i={pm,i:pm,i为 bi的极大平面子图,且|E(bi−pm,i)|=m}, 

Dm={dm,i,j:dm,i,j为 pm,i在平面上的第 j种嵌入}, 
Dm,t={dm,i,j+(sm,m−sm,t):sm,m=E(bi−pm,i),sm,t⊂sm,m,且|sm,t|=t}. 

定理 1. 算法 CCN计算图 G的交叉数. 
证明:算法 CCN 把图 G 分成二连通图,由各二连通分块的交叉数之和计算图 G 的交叉数.函数 Crossing 

Number B返回二连通分块 bi的交叉数,函数 Crossing Number D返回图 G的极大平面子图 pm,j的第 j种平面嵌
入方式在所有回添所删边过程中可能产生的最少的交叉数目.函数 Crossing Number E返回平面嵌入 dm,i,j中回

添(sm,m−sm,t)(t=m,m−1,…,0)中的边时所产生的交叉数目.由于算法 CCN在所有极大平面子图的所有平面嵌入方
式中,查找所有可能的回添边过程中所产生的最少的交叉数目,因此,如果不提前回溯,正确性是显然的. 

在函数 Crossing Number E 中,如果当前图中已有的交叉数目已大于等于当前已找到的最少交叉数目
(crossing number),若再继续往当前图中回添边,则只能使交叉数继续增加,不会出现最终交叉数目更少的情况.
因此,可提前回溯,不影响程序的正确性. 

函数 Crossing Number B(i)计算删边数目不超过 Crossing Number−1的 bi的极大平面子图的交叉数.由于在
删边数目 m≥Crossing Number时,若向 pm的平面嵌入回添边时,至少产生 m≥Crossing Number个交叉数,因此最
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终得到 bi 的所有极大平面子图的所有平面嵌入中,所有可能的回添边方式所产生的交叉数目中的最少交叉数
目为 Crossing Number. 

综上所述,算法 CCN正确地计算出了图 G的交叉数. 
算法 1. Algorithm CCN. 
 Procedure CCN; 

Begin 
      Get test graph G; 
      B={bi:bi is a 2-connect block of G and G=b1∪b2∪…∪bt}; 
      cr(G)=0; 
      For every bi∈B Do 
      Begin  

If (G is a Planar graph) Then cr1=0 
Else cr1=Crossing Number B(bi); 
cr(G)=cr(G)+cr1; 

      End; 
    Output cr(G); 

End; 
  

 Function Crossing Number B(bi); 
Begin 

      Crossing Number=n×n×n×n; m=1; S0={bi}; 
      While m≤Crossing Number−1 Do 
      Begin 
        S1=S0; S0=∅; Pm,i=∅; 
        For every G1∈S1 Do 
         For every e1∈E(G1) Do 
          Begin 
           G2=G1−e1; 
           If G2 is a non-planar graph Then S0=S0∪G0 

           Else If For every e1∈E(bi−G2), G2+e1 is a non-planar graph Then  Pm,i=Pm,i∪G2; 
          End; 

If Pm,i≠∅ Then 
         For every G2∈Pm,i Do 
           Begin 
            D2={dj:dj is an embedding of G2 in the plane}; 
            For every dj∈D2 Do 
             Begin 
              Crossing Number1=Crossing Number D(dj);             
              If Crossing Number1<Crossing Number Then Crossing Number=Crossing Number1; 
             End; 
           End; 
        m=m+1; 
      End; 

End; 
 

Function Crossing Number D(dj); 
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Begin 
  t=m; dt = dj; st( dt) = E(bi−G2); crt+1 = 0; Crossing Number D = Crossing Number E(t); 
End; 

 
Function Crossing Number E(t); 
Begin 
  crt=crt+1; 
  rcu,t=the minimum number of crossings while adding eu,t∈st(dt) back to dt; 
  For every eu,t∈st(dt) Do crt=crt+rcu,t; 
  If crt≥Crossing Number Then Return with crt 
  Else If t=1 Then Return with crt 

     Else 
      Begin 
        cr2=Crossing Number; 
        For every eu,t=(vb,ve)∈st(dt) Do 
          Begin 
            eu,t,v={eu,v,w:eu,v,w=(vu,v,w,x,vu,v,w,y) is the w-th edge crosses with eu,t while taking 
            the v-th method to add eu,t∈st(dt) back to dt} 
            Seu,t(dt)={eu,t,v}; 
            For every eu,t,v∈Seu,t(dt) Do 
              Begin 
                st−1(dt−1)=st(dt)−eu,t; crt=crt+1+rcu,t; dt−1=dt; n1=rcu,t; n2=|V(dt)| 
                For k=1 To n1 Do          /* add eu,t∈st(dt) back to dt*/                                
                  Begin 
                    dt−1=(dt−1−eu,v,k)∪{vn2+k}+(vn2+k,vu,v,w,x)+(vn2+k,vu,v,w,y); 
                    If k=1 Then dt−1=dt−1+(vb,vn2+1); 
                    If k=n1 Then dt−1=dt−1+(ve,vn2+n1); 
                    If k<n1 Then dt−1=dt−1+(vn2+k,vn2+k+1); 
                  End; 
                cr3=Crossing Number E(t−1); 
                If cr3<cr2 Then cr2=cr3; 
              End; 
          End; 
        Return with cr2; 
      End; 
End; 

例 1:计算如图 1所示的四正则图 g10的交叉数. 
图 g10只存在一个二连通块,删掉两条边之后,得到的 P2,1中有 1个极大平面子图,删掉 3条边后,得到的 P3,1

中有 3 个极大平面子图,而 D2中有 8 种不同的平面嵌入画法,D3中有 4 种不同的平面嵌入画法,如图 1 所示(其
中 a 代表 10).表 1 列出了算法 CCN 计算交叉数的计算过程,其中(w,x)(y,z)表示向 dt中回添边 e1=(w,x),并与边
e2=(y,z)相交,cr(w,x)表示向 dt中回添边 e1=(w,x)∈st(dt)时,得到的最小交叉数,cr1表示当前最小交叉数. 
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Fig.1  The graph g10 and the imbedding of its planar subgraphs 
图 1  图 g10及其平面子图的嵌入画法 

Table 1  The steps of calculate the crossing number of g10 with algorithm CNN 
表 1  算法 CCN计算图 g10交叉数的计算步骤 

Imbedding① Step② Add edges and present cr2, cr1③ 
 0 cr1=10×10×10×10=10000 

d2−1−1 1 (1,3)((5,9)(10,7))   cr2=2+cr(2,4)=4   cr1=4 
 2 (1,3)((6,9)(8,10))   cr2=2+cr(2,4)=4 
 3 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 

d2−1−2 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d2−1−3 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d2−1−4 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d2−1−5 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d2−1−6 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d2−1−7 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d2−1−8 1 cr2=cr(1,3)+cr(2,4)=2+2=4 
d3−1−1 1 cr2=cr(1,3)+cr(5,9)+cr(8,10)=2+1+1=4 
d3−2−1 1 cr2=cr(1,3)+cr(5,9)+cr(6,9)=2+1+1=4 
d3−2−2 1 cr2=cr(1,3)+cr(5,9)+cr(6,9)=2+1+1=4 
d3−3−1 1 cr2=cr(1,3)+cr(5,9)+cr(7,9)=2+1+1=4 

①嵌入图,②步骤,③回添边及当前 cr2,cr1. 

例 2:计算如图 2所示的四正则图 g10的交叉数. 
图 g12 只存在一个二连通块,删掉 4 条边后,得到的 P4,1中有 5 个极大平面子图,删掉 5 条边后,得到的 P5,1

中有 10 个极大平面子图,D4中有 5 种不同的平面嵌入画法,D5中有 12 种不同的平面嵌入画法,如图 2 所示(其
中 a,b,c 分别代表 10,11,12).表 2 列出了计算过程,由于执行算法过程类似,省略了对平面嵌入 d4−2−1~d5−4−1
的步骤. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  The graph g12 and the imbedding of its planar subgraphs 
图 2  图 g12及其平面子图的嵌入画法 
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Table 2  The steps of calculate the crossing number of g12 with algorithm CNN 
表 2  算法 CCN计算图 g12交叉数的计算步骤 

Imbedding① Step② Add edges and present cr2, cr1③ 
 0 cr1=12×12×12×12=20736 

d4−1−1 1 (1,4)(5,2)   cr2=1 
 2 (1,4)(5,2) (4,10)((8,3)(12,9))   cr2=3 
 3 (1,4)(5,2) (4,10)((8,3)(12,9)) (7,9)(6,10)   cr2=4+cr(2,7)=4+3   cr1=7 
 4 (1,4)(5,2) (4,10)((8,3)(12,9))   cr2=3+cr(7,9)+cr(2,7)=3+1+3=7 
 5 (1,4)(5,2)   cr2=1+cr(4,10)+cr(7,9)+cr(2,7)=1+2+1+3=7 
 6 (1,4)(2,3)   cr2=1 
 7 (1,4)(2,3) (2,7)((1,5)(6,11))   cr2=3 
 8 (1,4)(2,3) (2,7)((1,5)(6,11)) (4,10)((5,8)(11,12))  cr2=5+cr(7,9)=5+1=6  cr1=6 
 9 (1,4)(2,3) (2,7)((1,5)(6,11))   cr2=3+cr(7,9)+cr(4,10)=3+1+2=6 
 10 (1,4)(2,3)   cr2=1+cr(4,10)+cr(7,9)+cr(2,7)=1+2+1+2=6 
 11 cr2=cr(1,4)+cr(4,10)+cr(7,9)+cr(2,7)=1+2+1+2=6 

d5−5−1 1 (1,4)(11,5)   cr2=1+cr(2,4)+cr(2,7)+cr(6,10)+cr(7,9)=1+1+2+1+1=6 
 2 (2,4)(5,8)  cr2=1+cr(1,4)+cr(2,7)+cr(6,10)+cr(7,9)=1+1+1+1+1=5 
 3 (2,4)(5,8) (2,7)(5,8)  cr2=1+1+cr(1,4)+cr(6,10)+cr(7,9)=1+1+2+1+1=6 
 4  (2,4)(5,8) (7,9)(11,12)   cr2=2 
 5 (2,4)(5,8) (7,9)(11,12) (2,7)(5,8)    cr2=3+cr(1,4)+cr(6,10)=3+2+2=7 
 6 (2,4)(5,8) (7,9)(11,12) (6,10)(11,5)  cr2=3+cr(1,4)+cr(2,7)=3+1+2=6 
 7 (2,4)(5,8) (7,9)(11,12) (1,4)(11,5)   cr2=3+cr(2,7)+cr(6,10)=3+2+1=6 
 8 (2,4)(5,8) (6,10)(12,11)  cr2=2+cr(1,4)+cr(2,7)+cr(7,9)=2+1+1+2=6 
 9 (2,4)(5,8) (6,10)(11,5)   cr2=2+cr(1,4)+cr(2,7)+cr(7,9)=2+1+2+1=6 
 10 (2,4)(5,8) (1,4)(11,5)    cr2=2+cr(2,7)+cr(6,10)+cr(7,9)=2+2+1+1=6 
 11 (2,7)(5,8)   cr2=1+cr(1,4)+cr(2,4)+cr(6,10)+cr(7,9)=1+2+1+2+1=7 
 12 (7,9)(11,12)   cr2=1 
 13 (7,9)(11,12) (2,4)(5,8) (2,7)(5,8)    cr2=3+cr(1,4)+cr(6,10)=3+2+2=7 
 14 (7,9)(11,12) (2,4)(5,8) (6,10)(11,5)  cr2=3+cr(1,4)+cr(2,7)=3+1+2=6 
 15 (7,9)(11,12) (2,4)(5,8) (1,4)(11,5)   cr2=3+cr(2,7)+cr(6,10)=3+2+1=6 
 16 (7,9)(11,12) (2,7)(5,8)    cr2=2+cr(1,4)+cr(2,4)+cr(6,10)=2+2+1+2=7 
 17 (7,9)(11,12) (6,10)(11,5)  cr2=2+cr(1,4)+cr(2,4)+cr(2,7)=2+1+1+2=6 
 18 (7,9)(11,12) (1,4)(11,5)   cr2=2+cr(2,4)+cr(2,7)+cr(6,10)=2+1+2+1=6 
 19 (6,10)(11,5)   cr2=1+cr(1,4)+cr(2,4)+cr(2,7)+cr(7,9)=1+1+1+2+1=6 
 20 (6,10)(12,11)  cr2=1+cr(1,4)+cr(2,4)+cr(2,7)+cr(7,9)=1+1+1+1+2=6 

d5−6−1 1 cr2=cr(1,3)+cr(1,4)+cr(4,10)+cr(6,9)+cr(6,10)=1+1+2+1+1=6 
d5−6−2 1 cr2=cr(1,3)+cr(1,4)+cr(4,10)+cr(6,9)+cr(6,10)=1+1+2+1+1=6 
d5−7−1 1 cr2=cr(1,4)+cr(1,6)+cr(2,7)+cr(4,10)+cr(6,9)=1+1+1+2+1=6 
d5−8−1 1 cr2=cr(1,4)+cr(1,6)+cr(3,9)+cr(4,10)+cr(6,9)=1+2+1+1+1=6 
d5−9−1 1 cr2=cr(1,4)+cr(2,7)+cr(3,9)+cr(4,10)+cr(6,9)=1+2+1+1+1=6 

d5−10−1 1 cr2=cr(2,3)+cr(1,4)+cr(2,5)+cr(4,8)+cr(7,9)=2+2+1+1+1=7 
d5−10−2 1 cr2=cr(2,3)+cr(1,4)+cr(2,5)+cr(4,8)+cr(7,9)=2+1+1+2+1=7 

①嵌入图,②步骤,③回添边及当前 cr2,cr1. 

2   四正则图的交叉数 

2.1   n≤12的所有四正则图的交叉数 

首先利用计算机生成 n≤12的所有连通的四正则图,再根据第 1节中的算法计算出每个图的交叉数(见表 3,
其中 t(n,c)表示具有 n 个顶点,且交叉数为 c 的四正则图的个数),从而得到 n≤12 的所有四正则图的平均交叉数
Aac(n). 

Table 3  The distribution of the crossing number of all connect 4-regular graphs for n≤12 
表 3  n≤12的所有连通的四正则图交叉点数分布情况一览表 

n         t(n,c)   
c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 The average crossing number① 

5  1        1 
6 1         0 
7  1 1       1.5 
8 1 2 2  1     1.67 
9 1 4 6 5      1.937 5 

10 3 9 28 15 3 1    2.15 
11 3 30 97 97 31 7    2.54 
12 13 84 411 608 349 64 14  1 2.94 

①平均交叉数. 
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定理 2. Aac(5)=1,Aac(6)=0,Aac(7)=1.5,Aac(8)=1.67,Aac(9)=1.9375,Aac(10)=2.15,Aac(11)=2.54, 
Aac(12)=2.94. 

其中,当 n=5或 6时,各只有 1个四正则图,由于图的个数过少,可将其看做是奇异点,选用 7≤n≤12的平均交
叉数,利用最小二乘法拟合出平均交叉数的规律为 
 y=0.029286x2−0.270071x+1.960141. (1) 
如图 3所示. 
                                                 The average crossing number① 
 

The average crossing number① 
 
 
 
 
 
 
 

The number of vertices② 
 

The number of vertices② 
①平均交叉数,②顶点个数.                               ①平均交叉数,②顶点个数. 

Fig.3  The average crossing number regular of         Fig.4  The average crossing number regular of 
all of the 4-regular graphs for n≤12               some random 4-regular graphs for n≤16 

图 3  n≤12的所有四正则图平均交叉数的规律       图 4  n≤16的随机四正则图平均交叉数的规律 
由于随着顶点个数的增加,图的个数急剧增长,为了得到平均交叉数的规律,我们进一步计算了一定数量的

随机四正则图,用以考查交叉数的规律. 

2.2   n≤16的随机四正则图的交叉数 

首先利用计算机对顶点数不同的四正则图分别生成 100 个随机图,再根据第 1 节中的算法计算出交叉数
(见表 4),从而得到 n≤16的随机四正则图的平均交叉数 Arc(n). 

Table 4  The distribution of the crossing number of some random 4-regular graphs for n≤16 
表 4  n≤16的随机的四正则图交叉点数分布情况一览表 

n          t(n,c)   
c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 The average crossing number① 

5  100        1 
6 100         0 
7  81 19       1.19 
8 14 67 19       1.05 
9 5 49 37 9      1.5 

10 1 21 58 19 1     1.98 
11  12 44 35 8 1    2.42 
12  9 24 53 13 1    2.73 
13  4 16 42 26 10 2   3.28 
14   11 37 38 10 4   3.59 
15   3 14 44 23 11 4 1 4.41 
16   1 7 12 36 32 9 3 5.30 

①平均交叉数. 

定理 3. Arc(5)=1,Arc(6)=0,Arc(7)=1.19,Arc(8)=1.05,Arc(9)=1.5,Arc(10)=1.98,Arc(11)=2.42,Arc(12)=2.73, 
Arc(13)=3.28,Arc(14)=3.59,Arc(15)=4.41,Arc(16)=5.30. 

利用最小二乘法拟合出平均交叉数的规律: 
 y=0.03178x2−0.275371x+1.960141, (2) 
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如图 4所示. 
由定理 3 可知,随机图的平均交叉数比所有图的平均交叉数略小,这主要是由于随机图中交叉数较小的图

比较多,但其平均交叉数的规律(见式(2))与所有图的平均交叉数的规律(见式(1))相似,因此,我们得出如下猜想: 
猜想. 四正则图的平均交叉数为 O(n2). 
图的交叉数问题属于 NP-困难问题,确定图的交叉数是十分困难的.本文给出的算法 CCN 虽然仍是非多项

式时间算法,但由于采用了有效的分支界限技术,对于较小的图,算法 CCN 运行速度还是较快的.本课题组利用
此算法成功地对 n≤8的所有图、n≤16的所有三正则图以及 n≤28的所有广义 Petersen图的交叉数进行了研究,
有关结果将另文介绍. 
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Abstract: The CCN (calculate crossing number) algorithm using branch and bound method to calculate the 
crossing number of graph with small order is put forward to study the crossing number using computer. With the 
algorithm, the crossing number of all of the 4-regular graphs Aac(n) for n≤12 and the crossing number of some 
random 4-regular graphs Arc(n) for n≤16 are calculated. At the end of the paper, the average crossing number is 
shown, and a conjecture is given that the average crossing number of 4-regular graph is O(n2). 
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