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摘  要: 针对现有网格曲面曲线设计方法鲁棒性差、收敛慢、适用范围窄等不足,提出一种基于距离约束的新方

法.该方法将复杂的流形约束转化为距离约束,并与光滑、插值(逼近)约束共同描述成优化问题.求解时,用切平面逼

近局部曲面,并将距离约束松弛成用点到切平面的距离.由于计算距离所用的曲线上的点与其对应的切点相互依赖,
采用“整体-局部”交替迭代的策略,并运用 Gauss-Newton 法的思想控制其收敛行为:整体阶段,通过距离近似将其松

弛成凸优化问题求解迭代步长;局部阶段,采用鲁棒高效的投影法将优化后的曲线映射到曲面以更新切平面;最后,
利用切割平面法将所有处于松弛状态的折线映射到网格曲面.实验结果表明:该方法与现有方法相比,在效率、鲁棒

性、可控性、应用范围等方面均表现出优势. 
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Curve Design Method on Mesh Surface Based on Distance Constraints 
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Abstract:  Existing work of designing curves on mesh surface suffers from issues such as weak robustness, slow convergence, and 
narrow application ranges. To address these issues, a distance constrained approach is proposed, which converts the complicated manifold 
constraint into distance constraint, and formulates the problem as a constrained optimization combining with smoothness and interpolation 
(approximation) constraints. To solve the optimization, the curve is discretized into a poly-line, and the distance constraint is relaxed to 
point-to-plane distance by approximating the local surface patch with tangent plane. Since the curve points and the corresponding tangent 
points involved in the distance calculation are interdependence, a “local/global” alternating iteration scheme is adopted and the idea of 
Gauss-Newton method is used to control the convergence behavior. In the global stage, the iterative step is solved by relaxingthe problem 
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into a convex optimization via distance approximation. In the local stage, a robust and efficient projection method is applied to update 
tangent planes. Finally, each segment of the poly-line is projected onto the surface by cutting planes. Experiments exhibit that the 
proposed method outperforms existing work on various aspects, including effectiveness, robustness, controllability, and practicability. 
Key words:  mesh surface; curve design; distance constraint; alternating iteration 

在网格曲面上进行曲线设计是进行几何处理与编辑的一项重要内容,且有着广泛的应用背景,如网格处理

中的部件分割[1,2]、虚拟手术中的模拟切割[3,4]、制造业中的图案设计[5−7]以及流形上的计算几何[8−11]等.这种曲

线有多种设计方式,其中常见的有插值与光顺两种:用户在网格曲面上输入几个控制点或一条初始曲线,系统便

生成一条附着于曲面的光滑曲线,使之经过这些输入点(插值)或逼近于初始曲线(光顺).换言之,在网格曲面上

设计曲线,需同时满足流形约束(曲线位于曲面上)、光滑约束、插值点约束(若有)等,而其中的流形约束使其较

之于欧式空间的曲线设计问题更为复杂,难度更大. 
现有针对网格曲面的曲线设计方法大致可以分为 3 类:投影法[12−14]、光顺法[1,2,4]以及参数化法[6,15].投影法

通常将光滑的空间曲线迭代地投影到网格流形上,方法简单、高效,但其迭代过程缓慢且投影步骤往往不太鲁

棒.光顺法即对给定曲线在保持流形约束下进行光顺,方法通常较为鲁棒,但其效率较低.参数化法即将局部曲

面参数化到欧式平面,在平面上设计曲线并将结果映射回曲面,方法往往鲁棒、高效且灵活,但其受限于局部区

域,难以进行大范围的曲线设计. 
针对上述不足,本文提出了一种高效且实用的曲线设计方法.该方法的思想是:将流形约束转化为距离约

束,用切平面逼近局部曲面,将距离约束松弛为点到切平面的距离,并与光滑约束、插值点约束共同作为优化目

标进行求解.求解时采用“整体-局部”交替迭代的思想,并借助 Gauss-Newton 法控制其收敛行为.该方法不仅提

高了鲁棒性与计算效率,而且具有形状可控、适用范围更广等特点,能够应用于多种场合. 

1   相关工作 

曲线设计是计算机图形学与计算机辅助设计的一个充满活力且具有较长历史的研究话题,现有的大部分

研究工作着眼于欧氏空间的曲线设计,其相关的理论与算法被深入研究并已趋于成熟[16,17].随着数字几何的广

泛应用以及工业界与学术界需求的增加,在流形空间,尤其是在曲面上进行曲线设计,越来越多地引起人们的关

注.但是,针对这类方法的理论与算法未及前者成熟.根据曲面表示形式的不同,这些方法可分为两大类:针对参

数曲面的方法与针对网格曲面的方法.前者通常采用参数化法:由于参数曲面具有一个天然的参数域,因此通常

可在参数域上设计曲线并将结果映射至原曲面空间[18−20].但是绝大多数方法仅考虑具有单个参数域的参数曲

面,对于形状与拓扑复杂的曲面则不适用.由于在实际应用中网格曲面更为广泛,因此本文仅讨论与研究内容相

关的针对网格曲面的工作. 
网格曲面上的曲线由于其所在的曲面具有分段线性特点,通常表示为一条分段线性的折线段.其中,具有广

泛应用背景的离散测地线便是其中一种,且一直是图形学相关领域的研究热点[9−11].但测地线旨在计算“局部最

短”的曲线,而本文所研究的是离散曲面上的“光滑”曲线,因此本文仅考虑网格曲面上自由曲线的设计.现有方

法大致分为以下 3 类. 
• 投影法 
这类方法将流形约束进行松弛,首先生成经过插值点的光滑曲线,然后将其迭代地投影到流形上.Hofer 等

人[12,13]提出了一种基于能量极小化的样条曲线插值方法,他们将曲线离散成折线,把问题描述成一个带流形约

束的优化问题,其中,目标函数是样条能量与测地能量的组合;并采用投影梯度法进行求解,即将松弛流形约束

得到的空间曲线迭代地投影到曲面上.该方法与流形的表示形式无关,可用于诸如隐式曲面、参数曲面与网格

曲面等,但其投影步骤并不能保证一定能找到理想的投影点,鲁棒性较差.同时,由于投影采用了移动最小二乘

法(MLS)局部拟合法,效率较低.Pottmann[14]随后提出了高阶样条能量,并将该方法进行推广在曲面上拟合曲

线.Wallner 和 Pottmann[21]分别提出两种方法,将欧氏空间中设计细分曲线的线性细分法推广至流形曲面:第 1
种提出用“测地平均法”替代传统的线性平均法,但需计算大量的测地线,较为耗时;第 2 种是在外围空间设计细
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分曲线,然后将结果投影到曲面上,但是投影算法对于复杂曲面并不鲁棒.Morera 等人[22]与 Sarlabous 等人[23]均

采用测地细分策略,分别提出测地 Bézier 曲线与测地圆锥 Bézier 曲线的细分曲线生成算法.该方法虽然鲁棒,但
涉及到测地线的计算,时间复杂度较高.刘斌等人[5]提出了一种测地 B 样条插值方法,通过插值点反求控制点,并
运用最近点投影法将其映射到网格曲面上,然后采用插值误差反向补偿法使曲线逐渐逼近曲面.但该方法同样

耗时且投影算法可能存在多解,从而无法处理复杂曲面.Bock 等人[24]为生成曲边网格,在线性网格边上采样点,
将其投影到曲面上,并对投影点运用高阶样条拟合,其中,投影使用了光滑的 Phong 法向场,但生成曲线并不要求

严格地位于曲面.Panozzo 等人[25]借助 Frechet 均值定义,将欧式空间的加权平均法推广到流形空间,并用于设计

样条曲线.他们把网格曲面嵌入到高维空间并在该空间进行加权平均,然后采用 Phong 法向场将其投影到嵌入

网格.该方法无需迭代且所得曲线光滑性好,但其高维嵌入步骤极为耗时.综上所述,投影法直观且易于实现,但
在计算效率或鲁棒性方面表现较差. 

• 光顺法 
这类方法通常被用于优化特征边,往往首先松弛光滑约束,然后在光滑能量驱动下对初始曲线进行光顺,并

保持曲线始终在曲面上.Jung 等人[26]将图像中的主动轮廓模型用于网格曲面,对分割线进行光顺,通过优化表示

曲线形状的内部能量和网格特征的外部能量迭代地演化曲线.Benhabiles 等人[27]改进了该方法中的外部能量,
对其进行平均和归一化处理,所得到的曲线能够更好地与特征边对齐.Kaplansky 等人[2]采用测地流方程光顺封

闭曲线,通过修改扩散准则(方程)以适应不同需求.Wu 等人[28]与 Zhang 等人[29]基于测地曲率流方程演化曲线形

状,得到了较好的结果,但其效率难以达到交互要求.由于这些方法所生成的曲线均沿着网格边,虽然对于提取

特征边有益,但难以设计一般的光滑曲线.Ji 等人[1]也采用了主动轮廓模型,通过构造新的蛇形能量,并结合曲线

节点分裂、移动和移除等拓扑操作使曲线能够穿越网格面片,所构造的曲线更为光滑.Lawonn 等人[4]提出了一

种网格域曲线的拉普拉斯光顺算子,通过降低曲线的测地曲率以平滑曲线.该方法能够控制曲线的光滑度以及

与初始曲线的贴近度,但是由于采用了局部光顺策略,需要较多的迭代次数且无法插值控制点.总而言之,这类

方法鲁棒性较好,所设计的曲线通常具有良好的光滑性,但是由于在严格的流形约束下进行光顺,导致其效率低

下,且难以用于设计插值曲线. 
• 参数化法 
这类方法运用平面局部参数化方法,在参数域进行曲线设计,并将结果映射到原曲面.Lee等人[15]提出了“几

何蛇形”法演变曲线形状:他们对初始曲线所在的局部区域进行参数化,并在参数域上运用蛇形能量演化曲线,
并将结果映射回网格空间.进而基于极小化原则与局部显著性提出“智能剪刀”法,并用于网格切割[30].朱文明等

人[31]采用保角映射构造参数域,并在参数域上生成细分曲线,最终将结果映射回网格曲面.刘斌等人提出了基于

指数映射的测地 B 样条曲线设计方法[6,32],他们将源曲线控制顶点映射到切空间,根据曲线迁移前后控制顶点

法保持坐标不变的原则,建立曲线迁移前后控制顶点的对应关系,实现曲线的几何变换与样条曲线阵列的构造.
但该方法仅限于局部区域,且需频繁更新参数域.这类方法可照搬欧式空间的曲线设计方法,简单且灵活,然而

现有方法大多考虑局部参数化方法,难以设计大范围的曲线,且未曾考虑参数化形变误差对结果的影响. 
本文提出的方法属于投影法,但它将流形约束松弛为点到切平面的距离约束进行求解,克服了上述 3 类方

法存在的缺点:相比于传统的投影法,该方法同时优化光滑与流形能量,使曲线能够逐步光顺的同时,稳步地贴

近曲面,从而使投影步骤的鲁棒性和可靠性大为提高;相比于光顺法,该方法由于松弛了流形约束,优化自由度

更大,且计算效率更高;相比于参数化法,该方法能够处理局部参数化法难以适用的具有复杂拓扑的网格曲面. 

2   曲线设计方法 

2.1   问题描述 

给定一个嵌入于三维欧氏空间 R3 的光滑曲面 S 以及一堆有序点阵{pj}⊂S,要求一条位于该曲面上且插值于

{pj}的光滑曲线 c∈S.若采用参数方程表示曲线:c(t)→R3,并运用 3次样条能量度量曲线的光滑度[12,15],则求解曲面上

的光滑插值曲线问题可转化为计算如下位置与流形约束下的优化问题: 
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其中,x(t)∈S 表示位于曲面 S 的曲线, x″(t)为曲线关于位置参数 t 的二阶导,其几何意义与曲线的曲率正相关. 
当S为网格曲面时,其上的曲线可表示为分段线性的离散曲线c=〈V,E〉,其中,V={q1,q2,…,qn}⊂S为曲线上的顶点

集,E 为形成曲线的边集. 

• 当曲线为开曲线时, 1{ | 1,2,..., 1}i iE i n S+= = − ⊂q q ; 

• 当其为闭曲线时, ( 1)%( 1){ | 1,2,..., }i i nE i n S+ += = ⊂q q (%为取模运算). 

由于曲线是离散的,公式(1)中曲线的二阶导数 x″(t)并不存在,因此需首先对该公式进行离散化,并采用数值

方法进行求解. 

2.2   流形约束转化 

对于离散网格曲面 S,由于其没有解析表达式,导致公式(1)中的流形约束难以显式表示,从而给求解该带约束

的优化问题带来较大的困难.为此,本文引入一个距离函数D:R3×S→R,用于度量空间中任意点到流形 S的距离,从而

将流形约束转化为距离约束,即等价地表示为曲线上任意点 q∈x(t)到曲面 S 的距离为 0: 
 D(q,S)=0,∀q∈x(t) (2) 

而距离函数 D 则可定义为点到局部曲面的最短距离: 
 D(q,S)=||q−q′||,q′=argmins∈S∩B(q,r)d(q,s) (3) 
其中,d 为点到点的欧式距离函数,B(q,r)为 q 的半径为 r 的球形邻域. 

2.3   离散化 

公式(1)中带约束的优化问题可用数值方法求解,但首先需进行离散化.为方便对二阶微分表示的 3次样条能量

进行离散化,类似文献[12],本文采用弦长参数化方法计算采样密度,即对相邻两个插值点所形成的线段 pi pi+1,确定

其采样点个数 Ni 为 
 Ni=⎣||pi−pi+1||/D+0.5⎦−1 (4) 
其中,D为离散步长,亦即每条线段的长度(默认情况下设置为网格平均边长的五分之一),用于控制曲线的采样密度. 
由此,该曲线可离散成折线段,其有序采样点为{qj},其中,

ik i=q p (ki 为插值点在采样点中的序号).由于该离散方式 

使得曲线上的采样点能近似均匀分布,因此公式(1)的目标函数可近似地离散化表示为均权拉普拉斯能量[33]: 

 2
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其中,对于开曲线,M 表示折线段中除却首尾端点的离散点个数;而对于闭曲线,M 表示所有离散点个数.于是,公式

(1)可改写为如下离散表达式: 
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为求解该问题,本文运用罚函数法,结合距离公式(3),并将公式(5)中硬约束表示的插值点约束与流形约束分别

作成软约束,则公式(5)进一步转化为如下优化问题: 

 3 3 1 1,
2 2 2

1 1 1,
min ( ) min || 2 || || || || ||

jj j j j
j j j k j j jR

M N M
jS j jS R

E q ω λ− += = =′ ′∈ ∈ ∈ ∈
= − + + − + − ′∑ ∑ ∑q q q q

q q q q p q q  (7.1) 

 ( , )s.t.  arg min ( , )
jj S B r jd∈ ∩′ = s qq q s  (7.2) 

其中, 
• 参数ω默认取作大的数值(108),使之近似满足插值约束; 
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• λ由用户控制,用于平衡光滑性与流形约束的满足程度. 

2.4   数值求解 

由公式(7.1)、公式(7.2)所定义的优化问题可知:每一对 qj 与 j′q 都是彼此相关的,其非线性程度较高,因此直 

接求解难度较大.为此,本文计算相邻插值点之间的 Dijsktra 路径作为初始曲线,根据公式(4)所得的采样点数量 
在曲线上均匀采样离散点{qj},并设置 { } { }j j′ =q q ;然后借鉴局部/整体交替迭代的优化策略[34]进行求解,即将该 

两组优化变量进行分离,并把每次迭代分解为整体阶段和局部阶段,直至前后两次计算得到的曲线差异很小为

止,其计算过程如下. 
整体阶段.固定 { },j′q 求解{qj}.此时即计算能量函数(7.1)的极小值.由于该式是关于{qj}的二次函数,因此可 

转化为矩阵方程组 AQ=B,其中,A 为常系数矩阵. 
局部阶段.固定{qj},求解 { }.j′q 此时对每一个 qj,求解问题(7.2),即在 qj 的球形邻域与网格曲面的交集中搜索 

最近点.由于计算球体与网格的交集以及在该交集处的最近点较为耗时,因此可采用拓扑邻域替代球体几何邻 

域,即将前一次迭代得到的投影点 1n
j
−′q (n 为迭代次数)所在三角形面片 f0 的 r-环拓扑邻域的面片集合 F 作为交

集.在该交集中,搜索 qj 到该局部区域的最近点距离: 
 arg min ( , ) arg min min ( , )

i i ij f F j i f F f jd f d∈ ∈ ∈′ = = sq q q s  (8) 

其中,点到三角形的距离 d(qj,fi)可采用文献[35]中介绍的方法.具体地,以 f0 作为种子点,以广度优先的方式遍历

F,对每个面片计算该点在面片上的法向投影:若投影点在其内部,则将其作为投影点并结束搜索;否则,计算点

到面片的距离并更新最近点,直至遍历完所有面片.当局部区域非凸时,有可能存在多个最近点,此时可选取使 

局部拉普拉斯能量,即 1 1 2
1 1|| 2 ||n n n

j j j
− −
− +′ ′ ′− +q q q 最小的最近点作为候选点. 

易证,上述交替迭代的优化策略可使能量函数(7.1)单调下降,从而收敛.具体地,在每一次迭代中,其整体阶

段求解能量函数极小值能获得比当前能量更低的值;而在局部阶段,由于固定{qj},能量函数(7.1)的前 2 项为常 
数,第 3 项由于 ( , ) || ||,j j jD S ′−≤q q q 因此也能得到更低的值.从而对于每一次迭代,该策略均将使能量值下降. 

但由于 j′q 由前一阶段曲线采样点计算得到,而非当前 qj 的投影点,直接用欧式距离 || ||j j′−q q 度量点到曲面 

的距离并不精确.因此,上述算法虽能收敛,但收敛速度较为缓慢.本文采用该方法在骆驼头模型上设计一条经

过 3 个插值点的闭合曲线,如图 1 所示.随着迭代的进行,曲线变得越来越光滑,但其变化过程缓慢,迭代次数过

多.虽然该算法在理论上是收敛的,且其整体阶段仅需高效地回代计算更新曲线坐标,但由于其局部阶段的投影

计算耗时相对较多,若迭代次数过多将严重影响计算效率.在本实验中,达到最大迭代次数(1 000)依然未能收敛. 

       

(a) 骆驼头模型上的迭代曲线                           (b) 能量函数变化图 

Fig.1  Iteration results and its energy graph with point-to-point distance constraints (λ=0.1) 
图 1  基于点到点距离约束的迭代结果与能量图(λ=0.1) 

为此,本文借鉴用于曲面配准的迭代最近点(ICP)[36]的算法思想,用对应点处的切平面逼近局部曲面,并采 
用点到切平面的距离近似度量点到曲面的距离.设 j′q 处的切平面为 Tj,其对应的法向为 ( ),jN ′q 则 qj 到曲面 S 的 

距离可近似表示如下: 
 ( , ) | ( ) ( ) |j j j jD S N′ ′= − ⋅q q q q  (9) 
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其示意图如图 2 所示. 

 

Fig.2  Illustration of the distance from a point to its tangent plane 
图 2  点到切平面距离的示意图 

从而,公式(7.1)可近似转化为如下优化问题: 

 3 3
2 2 2

1 1 11 1min ( ) min || 2 || || || || ||( ) ( )
jj j

M N M
j j j k j j j jR j jR j

NE ω λ− += =∈ =∈
= − + + − ′ ′−+ ⋅∑ ∑ ∑q q

q q q q q p q q q  (10) 

相对于点到点的距离约束,点到切平面的距离约束由于约束曲线采样点在近切平面上移动,使得一方面

给予其足够的自由度进行光顺,另一方面又能贴近网格曲面,因此能够较快地实现曲线的光顺. 
类似基于点到点距离约束的数值方法,本文同样采用“整体-局部”交替迭代的策略求解公式(10).然而,若

直接采用该策略,将可能导致曲线在整体阶段“过度”光顺而偏离曲面,且不能保证算法收敛——虽然能量函数

值在整体阶段得到下降,但在局部投影阶段可能上升.为此,本文借助 Gauss-Newton 法[37]的思想,采用局部线搜

索控制其收敛行为.利用公式(10)的 Hessian 矩阵 H(E(q))计算当前曲线顶点的迭代方向,并结合线性回溯搜索

法控制迭代步长.即:当能量函数值大于当前值时,采用对步长折半的方式保证能量函数在迭代过程中单调下

降,从而使算法能够稳定收敛.由于公式(10)确定的能量函数为平方和形式,其对应的 Hessian 矩阵是对称正定

的,因此其每次迭代的“整体”阶段均可转化为凸问题进行求解,无需进行正则化.其迭代求解的每一步通过如

下公式更新曲线顶点位置: 

 1( ( )) ( ),  E E ω−= ∇ = −s H q q q q s  (11) 
其中,ω∈(0,1]为迭代步长,通过折半线性回溯法确定大小. 

为了提高计算效率,本文分别从整体和局部阶段两方面进行考虑.整体阶段需求解一个线性系统,利用公

式(11)中 Hessian 矩阵的结构在迭代中始终保持不变的性质,通过对矩阵结构进行预分解以加速.局部阶段需

搜索最近点,本文用切平面法向量与局部邻域面片的交点进行近似,一旦找到交点则结束,不必遍历剩余面片.
由于交点不一定存在,此时可采用最近点替代. 

由上述算法得到的曲线,其每一段离散的折线将非常接近曲面但往往不严格位于曲面上(对位于不同面

片的相邻两个点形成的线段).为此,本文采用文献[38]中介绍的投影法将其映射到曲面上:对于每一条未处于

网格表面的线段,由一个端点(起始点)向另一个端点(终止点)逐步构造切割平面,与相关的网格边进行求交,并
将交点更新为起始点,逐步往前传播.如此循环,直至起始点与终止点重叠.具体细节可参考文献[38]. 

综上所述,本文提出的基于距离约束的曲线优化算法可描述如下. 
算法 1. 基于距离约束的曲线优化算法. 
输入:顺序输入位于曲面 S 的若干插值点{pi},软约束权重λ和ω,最大迭代次数 N,误差阈值ε; 
输出:位于曲面 S 且插值于所有{pi}的光滑曲线. 
1:  采用第 2.3 节中介绍的方法将曲线离散化为{qj}. 
2:  将{ }j′q 初始化为分段 Dijsktra 路径的采样点. 

3:  n=0. 
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4:  repeat 
5:    整体:计算公式(7)的梯度 g 与 Hessian 矩阵 H; 
6:      计算迭代方向 s=−H−1g; 
7:      运用线性回溯法计算迭代步长α; 
8:      更新点集,q=q+ωs; 
9:    局部:将新点集{qj}投影到曲面并得到 { }.j′q  

10:   n=n+1. 

11: until ||g||2<ε或 1max{| |}n n
j j ε−− <q q 或 n≥N. 

12: 将所有未处于曲面上的折线段 1{  }j j+′ ′q q 投影到曲面. 

3   实验结果与讨论 

本文用 C++语言实现了上述算法,并在 8 核 Intel i7-7700U 处理器、8G 内存的 Linux 虚拟机环境下运行.其中,
算法所涉及的线性方程组的求解采用 Eigen 库[39]提供的稀疏 Cholesky 分解法——LLT 算法.下面,本文通过一系列

实验展示该算法的特点. 

3.1   算法的收敛性实验 

本文在人脸模型上设计了一条经过 3个插值点的开曲线.该曲线在迭代 20次后收敛,图 3给出了迭代的中间结

果.由图可见:随着迭代次数的增加,曲线在曲面上滑动而趋于光滑,最终收敛并达到稳定状态.大量实验结果表明:本
算法在步长控制策略的作用下均能稳定地收敛,且在绝大多数情况下均在梯度条件下收敛. 

         

(a) 初始曲线      (b) 2 次迭代      (c) 4 次迭代      (d) 6 次迭代      (e) 8 次迭代 

         

(f) 10 次迭代      (g) 12 次迭代     (h) 14 次迭代     (i) 16 次迭代     (j) 20 次迭代 

Fig.3  Sampled curves on the face model generated during the iterations (λ=0.1) 
图 3  人脸模型上插值曲线的迭代序列(λ=0.1) 

图 4 所示为 3 个迭代曲线图,分别为能量函数值(公式(10))、对应的梯度模长的平方(施加了 log 函数)以及平

均距离的变化.随着迭代的进行,能量函数值逐步下降;其梯度值尽管在局部跳动,但总体亦呈现下降趋势;曲线到网

格的平均距离值也较为稳定地下降,且当算法收敛时,其平均距离也达到较小值.此时利用投影法将其映射到曲面

上,对曲线光滑度的影响较小. 
本文算法较为耗时部分为迭代中局部阶段的投影点计算.该算法在前次迭代的投影点所在面片的 r-环拓扑邻

域搜索投影点.为加速起见,本文采用法向与邻域的交点替代最近点以过滤部分面片方式,并比较了两种策略(r=2),
实验结果如图 5(a)所示.由图可见:两者所设计的曲线形状较为相似,几乎重合,但法向交点策略迭代 88 次,耗时
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104ms,而最近点策略迭代 101次,耗时 431ms.因此,前者能在不影响结果的前提下有效地提升效率.本文同时比较了

不同邻域大小对结果的影响,如图 5(b)所示(其中的红点为插值点,下同).由图可见:1-环邻域结果与其他结果有一定

差异,而 2-环与 3-环邻域的结果几无区别,三者的迭代次数分别为 126、95 与 88 次.由此说明,r 对算法收敛快慢有

一定影响.这是由于 r 较小时,曲线移动的步长相应减少,因此需要更多的迭代次数到达极小值点;而当 r≥2 时,其结

果差异较小,虽然能在一定程度上加快收敛,但同时也意味着将增加局部搜索次数.综合权衡算法效率,本文将 r 默

认设置为 2. 

     

(a) 能量函数值的迭代变化                 (b) 梯度值的迭代变化                  (c) 平均距离的迭代变化 

Fig.4  Generated curves during the iteration on the face model 
图 4  人脸模型上曲线的迭代变化过程 

         

(a) 最近点与法向交点结果比较                (b) 不同局部邻域结果比较 

Fig.5  Comparison results with different strategies of local neighboring search 
图 5  采用不同局部邻域搜索策略的结果比较 

3.2   可控参数λ 

在公式(10)中,参数λ用于平衡曲线的光滑度与流形约束的满足程度.当λ过大时,流形约束能量将占主导.此时,
算法行为将与光滑法(例如文献[4])类似.曲线在迭代时易陷入局部极小值,即曲线得不到充分光顺,同时也将增大

方程条件数,使得数值性质变差.当λ过小时,光滑约束能量将占主导,此时,算法行为将与传统的投影法(如文献[12])
相似.虽然曲线得到了充分的光顺,但是距离曲面较远,投影将破坏曲线的光滑度.当λ取值适宜时,算法将兼具两类

方法的优势.图 6 展示了插值点相同但λ取值不同情况下,人脸模型上的插值曲线. 

                 

(a) 初始曲线         (b) λ=0.01           (c) λ=0.1            (d) λ=1            (e) λ=10 

Fig.6  Interpolatory curves on the face model with different values of λ 
图 6  λ取不同值时,人脸模型上的插值曲线 
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由图可见:当λ取值为 1 和 10 时,曲线偏离初始曲线较近,未能得到充分光顺;当其取值为 0.1 和 0.01 时,曲线偏

离初始曲线较远,但光滑度得到了改善.为了定量比较各曲线的光滑度,本文采用表示曲线曲率的离散拉普拉斯能

量,即公式(5)进行度量.λ从 0.01 变化到 10,各曲线的光滑度分别为[0.0200,0.0133,0.0237,0.0247].通过大量实验发

现,λ=0.1 时获得的曲线能够取得较好的光滑度.因此,本文实验中将参数λ默认取作 0.1. 

3.3   比较实验 

相比于经典的基于能量极小化的投影法[12],本文算法具有众多优点.本文实现了文献[12]中描述的算法(部分

参数原文未给出,其结果可能与原文有差异),并与本文方法进行了比较. 
• 首先,本文方法效率较高.文献[12]中的方法首先松弛流形约束,然后逐步将其投影到流形上,其中,投影步

骤采用了耗时的移动最小二乘法(MLS)估算局部曲率,使得效率大为降低.图 7(a)所示为两种方法在雕像

上的曲线设计结果,其中,本文方法(右图)耗时 117.2ms,文献[12]中的方法(左图)耗时 281.9ms(迭代 22 次 
收敛); 

• 其次,两者采用同样的离散拉普拉斯能量作为优化目标,但本文方法得到的结果通常比文献[12]的结果更

为光滑.文献[12]在逐步投影时并未考虑光滑约束,且最终还需将隐式曲面上的曲线投影到网格上,因此在

一定程度上影响了其光滑性;而本文方法中光滑步骤与投影步骤交替进行,且由于曲面上大部分采样点落

在网格面上,很多时候实际投影点即为该点本身,因此能够有效地保持光滑性.图 7(a)所示结果的光滑性在

视觉上的差异并不明显,为此本文采用公式(5)来度量光滑度并对其进行比较:左图的光滑度值为 2.49−6,右
图的光滑度值为 2.76−6; 

• 再次,本文方法更为鲁棒.文献[12]在具有尖锐边特征边的模型上设计曲线时,可能因法曲率估算不够准确

使其步长估算不正确,从而导致投影错误,使曲线出现较明显的锯齿状(如图 7(b)左所示),而本文方法不受

特征边影响(如图 7(b)右所示). 

         

(a) 雕像模型上的曲线                                    (b) Fandisk 模型上的曲线 

Fig.7  Comparison results of the algorithm[12] and our method 
图 7  文献[12]算法与本文算法的结果比较 

本文同时比较了文献[24]中提出的基于 Phong 投影的 B 样条设计方法. 
该方法首先运用多维尺度变换法(multidimensional scaling)将网格曲面嵌入到八维欧式空间,然后在该空

间设计 B 样条曲线,并运用 Phong 投影法将其映射到嵌入网格上,最后将所得曲线映射回原网格.文献[24]仅给

出了 B 样条的正向设计方法,即根据控制点设计曲线.为方便比较,本文实现了 B 样条的逆向算法设计插值曲线

(采用夹持端点条件)[40],并与本文方法进行比较,其结果如图 8 所示.由图 8 可见:两者结果虽然在曲线外形上存

在一定差异,但视觉上均较为光滑.就曲线设计步骤而言,文献[24]由于无需迭代,效率较高,在该实例中(曲线的

离散点数目相同)仅耗时 1ms;而本文算法耗时 6ms.但是该方法需计算点点测地距离与网格的高维嵌入,计算复

杂性很高,在实际应用中可能会带来不便. 
相比于最新的基于局部拉普拉斯光顺的曲线设计算法[4],本文算法亦具有较大优势.文献[4]的算法有一个参数

t∈(0,1],用于控制与初始曲线的逼近程度.为使其具有近似插值效果,将 t统一取为1,与本文算法进行比较.首先,本文

算法可设计插值曲线与闭合曲线,而文献[4]算法则不能,其比较结果如图 9 与图 10 所示.图 9 比较了两种方法在瓶

子与梨模型上所生成的开曲线.前者算法得到的曲线没有经过所有控制点,而本文算法则能插值于控制点;图 10 比
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较了两种方法在脚与狗头模型上所生成的闭曲线.前者算法由于采用了局部拉普拉斯光顺算法,无法处理闭合曲

线,因此所生成的曲线在首尾连接处出现尖角,而本文算法得到的曲线则在视觉上处处光滑.同时,前者算法所生成

曲线的采样点均在网格边上,无法做到自适应细分,因此其光滑度受到网格分辨率的影响,如图 9(b)、图 10(b)所示,
曲线上的“折角”较为明显.此外,在多数情况下,本文算法效率较高.对于图 9、图 10 中的 4 个例子,本文算法的运行

时间分别为 27.8、25.4、28.4 与 44.0(ms),而文献[4]算法则分别需要 123、27、68、14(ms). 

         

(a) 文献[24]中算法设计的曲线   (b) 本文算法设计的曲线     (c) 两条曲线叠加的结果 

Fig.8  Comparison results of the algorithm[24] and our method on the wings of the gargoyle model 
图 8  文献[24]中算法与本文算法在怪兽翅膀模型的结果比较 

             

(a) 瓶子模型上的开曲线                        (b) 梨模型上的开曲线 

Fig.9  Comarison results for open curves of the algorithm[4] and ours 
图 9  文献[4]中算法与本文算法所设计的开曲线的比较结果 

         

(a) 脚模型上的闭曲线                                      (b) 狗头模型上的闭曲线 

Fig.10  Comarison results for close curves of the algorithm[4] and ours 
图 10  文献[4]中算法与本文算法所设计的闭曲线的比较结果 

相比于基于参数化的曲线设计方法[6,15],本文算法适用范围广泛.本文实现了文献[15]中提出的基于参数化

的几何蛇形算法,该方法通过优化内部能量和外部能量的组合演化给定曲线.其中,内部能量表示为曲线一阶导

与二阶导能量的线性组合,外部能量与网格特征相关;而其二阶导能量即为本文所采用的能量函数(见公式(5)),
区别在于该算法在参数域,而本文算法直接在曲面上计算曲线.为在同等条件下进行比较,本文对该算法进行简

化,仅运用二阶导能量优化曲线,采用最小二乘共形映射(LSCM)[41]在初始曲线的 5-环邻域计算局部参数域.由
于该优化方程没有外部能量,因此可简化为线性方程组进行高效求解.图 11 给出了具有 2 个亏格的“8 字”模型上
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所设计的曲线的比较结果.由图 11(a)与图 11(b)的结果可以看出,两者均能在曲面上设计光滑曲线.文献[15]中算法

由于无需迭代,在效率上比本文算法更有优势,其仅耗时 9ms,而本文算法耗时 85.3ms.但是文献[15]无法处理图

11(c)所示曲线——其局部邻域需经过切割才能进行参数化,而在切割线处难以保证曲线的连续性.而本文算法

可在任意亏格的曲面上自由地设计曲线,与模型的拓扑复杂性无关. 

               
(a) 曲线 1(文献[15]中算法)   (b) 曲线 1(本文算法)          (c) 曲线 2(本文算法) 

Fig.11  Interpolatory curve on the eight model 
图 11  “8 字”模型上的插值曲线 

3.4   应  用 

本文方法不仅能够设计插值曲线,且能光顺给定的曲线.该问题即等价于设计逼近于初始曲线 c0∈S 的光滑曲

线.因此仅需对插值曲线模型稍加改造,即将公式(10)中的插值点约束修改成数据拟合项,并以软约束的形式加入到 

目标函数,使得曲线在得到光顺的同时,尽可能逼近初始曲线,即 0 2|| ||M
j jj

α −∑ q q .其中, 0
jq 为采样自 c0 与 qj 对应的 

点;α可根据实际需求(逼近程度)确定,默认设置为 0.01.图 12(a)所示为鸭子脖子部位的初始分割线,由于其分割边界

由网格边依次相连而成,其曲线形状的锯齿状较为明显;而经过本文算法光顺后,可得到图 12(b)所示的曲线,视觉效

果上变得更为光滑. 

       
(a) 初始分割线           (b) 光顺后的分割线 

Fig.12  Curve smoothing result on the duck model 
图 12  鸭子模型分割线的光顺结果 

本文曲线设计算法可用于多种场合,图 13 给出了几个应用实例.其中,图 13(a)展示了在鱼身模型上交互勾勒五

角星图案的例子;图 13(b)给出了在牛模型的身体部位切割孔洞的例子,可用于虚拟手术,观察器官内部环境;图
13(c)所示为部件切割的例子,可用于交互分割模型部件. 

     
(a) 勾勒图案                    (b) 切割孔洞                      (c) 切割部件 

Fig.13  Applications of our curve design method 
图 13  曲线设计的应用实例 
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本文算法最为耗时的部分为迭代中所涉及的线性方程组的求解与局部投影计算.由于该算法在整体与局部阶

段均采用了加速策略,因此求解效率相对较高.表1列出了在各个模型上设计曲线的运行时间.由表1可见:算法效率

与网格模型的规模相关度较小,而主要取决于曲线的离散采样点的数目,且总体效率可满足交互应用的要求. 

Table 1  Cost time of generating curve on various models 
表 1  各个模型上曲线的生成时间 

网格模型(顶点数/面片数) 离散点数目(初始/最终) 运行时间(ms)
人脸(1415/2752) 229/312 24.3 

兔子(14290/28576) 518/756 104 
雕像(50002/100000) 783/914 117.2 
Fandisk(7229/14454) 325/401 30.5 
怪兽(6752/13500) 173/303 6.0 
瓶(50002/100000) 320/488 27.8 
梨(10754/21504) 400/587 25.2 
脚(10010/19974) 304/419 44.0 
狗头(3716/7428) 328/466 60.9 

8 字-1(3070/6144) 570/790 85.3 
8 字-2(3070/6144) 165/258 12.5 
鸭(9640/19276) 240/359 55.0 
鱼(6787/13456) 240/356 65.1 
牛-1(4315/8626) 185/221 15.4 
牛-2(4315/8626) 120/181 16.3 

4   结  语 

本文提出了一种针对网格曲面的高效且实用的曲线设计方法,该方法将流形约束松弛为点到切平面距离的约

束,并将所有约束共同描述成一个优化问题进行求解.该方法鲁棒、高效,适用范围广,可用于任意复杂拓扑(如多亏

格)的网格曲面.此外,相比于前沿算法,本文方法不仅能够设计闭合与开曲线、插值与光顺曲线,而且在效率上占有

明显优势,能够满足交互响应要求. 
本文方法通过采用局部线搜索策略控制迭代步长,能够保证算法收敛,但是该策略由于对步长进行了限制,有

时未能充分松弛曲线形状,从而可能陷入局部最优解.在今后,我们将探索更好的收敛策略,在保证收敛性的同时,更
好地控制曲线形状.此外,本文算法的复杂度与曲线采样点的个数相关,对于设计采样密度较大的曲线,其效率将成

为一个瓶颈.因此,这也是未来需要研究的工作. 
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