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摘  要: 程序终止性问题是自动程序验证领域中的一个研究热点.秩函数探测是进行终止性分析的主要方法.针

对单重无条件分支的多项式循环程序,将其秩函数计算问题归结为二分类问题,从而可利用支持向量机(SVM)算法

来计算程序的秩函数.与基于量词消去技术的秩函数计算方法不同,该方法能在可接受的时间范围内探测到更为复

杂的秩函数. 
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Abstract:  Synthesizing ranking functions of polynomial loop programs is the dominant method for checking their termination. In this 

study, the synthesis of ranking functions of a class of polynomial loop program is reduced to the binary problem. The support vector 

machine (SVM) technique then is applied to solve such the binary problem. This naturally relates detection of ranking functions to SVM. 

Different from the CAD-based method for synthesizing ranking functions, the proposed method can get more expressive polynomial 

ranking functions in an acceptable time. 
Key words:  program termination, SVM, machine learning, ranking functions 

循环程序的终止性分析是程序验证的一个重要研究分支.在现代程序设计中,几乎所有的程序都会含有循

环.然而,即使是简单的循环程序,也很容易出错.循环中的很多错误往往需要执行多次或在某些特定情况下才

能被发现.因此,确保循环程序是可终止的是保障软件能够可靠运行的一个必要条件.尽管程序终止性问题早已
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被证明是一个不可判定问题[1,2].但是人们发现,具有某些特征的循环程序的终止性是可判定的.如:Tiwari 在

2004 年证明了一类线性循环程序在实数域上的终止性是可判定[3].这类程序的终止性在文献[47]中被重新考

虑.此外,Zhan 等人在文献[8]中考虑了循环条件为等式的多项式程序的终止性问题,并给出了该类程序可终止

和不可终止的充分判准.在文献[9]中,Zhang 等人建立了针对程序终止性验证的高级自动机算法.在循环非终止

研究方面,Zhang 给出了一种能够检测出简单循环中出现死循环的充分条件[10].针对确定型线性赋值循环程

序,Leike 等人在文献[11]中给出了 GNTA 条件去探测这类循环的不可终止性. 

秩函数法是证明循环程序可终止性的主要方法.给定一个循环程序,倘若它的秩函数被找到,则表明该循环

是终止的.为计算秩函数方便起见,人们往往计算多项式型的秩函数.根据多项式秩函数的次数可以将多项式秩

函数分为线性秩函数和非线性多项式秩函数. 

在线性秩函数研究方面,已有大量工作.譬如,2001年,Colón和 Sipma通过凸多面体理论以及 Farkas’ Lemma

给出了一种计算线性秩函数的方法[12,13].2004 年,Podelski 和 Rybalcheko 提出了一种完备的方法来构造线性约

束的单分支循环程序的线性秩函数[14].2012 年,Bagnara 等人[15]研究了线性程序的线性秩函数的计算复杂度问

题.在 2013 年,他们提出了最终的线性秩函数(eventual ranking function)这一概念[16],并通过合成最终的线性秩

函数来证明单分支线性约束循环程序的终止性.该方法首先利用一个单调增函数对循环程序的状态空间进行

划分,然后利用 Farkas’ Lemma 来合成最终的秩函数.文献[17]将最终的线性秩函数进行了推广,提出了深度为 L

的最终线性秩函数.2014 年,Leike 等人针对线性循环程序,给出了包括多阶段秩函数在内的多个秩函数定义[18]. 

2017 年,Ben-Amram 等人[19]对多阶段秩函数进行了进一步的研究,给出了一个能够在多项式时间内合成多阶段

秩函数的方法.同时,他们还指出了多阶段秩函数和线性字典序秩函数(lexicographic linear ranking function)、嵌

套秩函数(nested ranking function)之间的相互联系.相较于线性秩函数的研究,非线性多项式秩函数合成方面的

工作较少,主要有以下几篇文献讨论了非线性多项式秩函数的计算.Chen 等人[20]利用柱形代数分解(CAD)算法

给出了一种合成非线性多项式秩函数的方法.该方法首先设定循环程序的非线性秩函数模板,然后将秩函数合

成问题转化为半代数系统求解问题,从而可利用符号计算工具 DISCOVERER 和 QEPCAD 来求解半代数系统,

最终得出非线性秩函数模板中参数的解.此外,文献[21,22]等人通过利用半正定规划 SDP 工具来计算非线性多

项式秩函数. 

但程序的秩函数未必是多项式的.也即,可以构造一个循环程序,它并没有多项式秩函数但具有其他形式的

秩函数[23].因此,当给定程序没有多项式秩函数时,我们还不能说它是不可终止的,因为它有可能有其他形式的

秩函数.在本文中,我们主要研究下面给出的单重无条件分支的循环程序: 

 



 
                     while ( ) 0 do

                    {  :  ( )} 

                      endwhile

x

P x F x

p

 (1) 

其中, 1 2( , , , )T n
nx x x L x R  是循环程序的变量, ( )xp 为关于 x 的多项式向量,即   

1( ) ( ( ),..., ( )),sx p x p xp 其中,   


1( ,..., ), { , }, ( ) 0m i x    ≥ p 为循环程序 P 的循环条件, : ( )x F x 为赋值语句,其中,    ( ) ( ( ), ( ),..., ( )),F x f x f x f x  

( ) [ ].jf x R x 既然程序中的所有表达式均是多项式的,因此,程序 P 被称为多项式循环程序.令 ( ){ : },0xS x p

我们称程序 p 是不可终止的,如果存在一点 * ,nx R 使得对任意的非负整数 k,有  *( ,)( )xx Sp 如果这样的点不

存在,则称程序 P 在实数域上是可终止的.这里,    ... .
k

F F F F    一般地,程序 P 中的多项式表达式 
ip ,  if 并非

是关于 x 的齐次多项式.但是,通过增加新的变量 z,我们可将非齐次多项式 
ip ,  if 变为齐次多项式.令 , in dH 为所

有 n 元齐 di 次实系数多项式的集合,则易知对任意给定的非齐次多项式程序 P ,其总可被转换为齐次多项式程 

序 P. 
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这里 , 1 1( , ) ( ( , ),..., ( , )), ( , ) ( ( , ),..., ( , )),s nx z p x z p x z F x z f x z f x z p 且对任意的 1,[1, ], ( , ) ,
ii n di s p x z H   对任意

的 1,[1, ], ( , ) .i n dj n f x z H   这里,对任意两个整数 ,a b 且 ,a b≤ 记 [ , ] { , 1, , 1, },a b a a b b    由文献[3,22]中的定

理可知,程序 P 与程序 P 在终止性上是等价的. 

因此,不失一般性,本文主要分析下列齐次多项式循环程序终止性. 

 

                while ( ) 0  do

                 { : ( )}

                endwhile

Q x M x
C x

  

这里, 1 1, ( ) ( ( ),..., ( )), ( ) ( ( ),..., ( )),n
s nx R C x c x c x M x m x m x   且对任意的 ,[1, ], ( ) ,

ij n di s c x H  对任意 [1, ],j n  

, 1( ) , ( ,..., ), { , },j n d s im x H       ≥ 且必须存在某个 j,使得 j   .也即,在程序 Q 中,其循环条件中每个多项式 

都是齐次的且次数未必都相同.此外,至少有一个不等式是严格的不等式.同时,程序 Q 的迭代映射 M(x)中的各

个分量均是齐次多项式且具有相同次数.既然 C(x)的分量均是齐次多项式,故有:若 ( ) 0C x ,则对任意正数 

0  有 ( ) 0 C x .程序 Q 能被其对应的变迁系统刻画: Q ( ) 0 ( ).x M x   C x 其中,x 表示当前状态,x表示

下一个状态.不失一般性,下文中,我们提到的程序 Q 均是指其对应的变迁系统.令 { : ( ) 0}.nx   C x 根据上

述程序 Q 的定义,既然 ( ) 0C x 中至少存在一个严格不等式,那么原点 .O 对程序 Q 而言,秩函数的存在表明 

程序 Q 必定是终止的. 

在下文中,我们将建立新的方法去探测程序 Q 的秩函数.该方法的主要思路是:将秩函数计算问题归结为二

分类问题,然后利用机器学习中的支持向量机(SVM)算法[24,25]来合成所需秩函数,最终验证合成的秩函数是否

满足秩函数定义.相较于当前的基于 CAD 或 SDP 的多项式秩函数计算方法,本文的主要贡献在于提出的基于

SVM 的方法用于计算非多项式型秩函数——代数分式型秩函数,从而将秩函数的研究从多项式型秩函数扩展

到代数分式型秩函数,扩大了可计算秩函数类型的范围. 

本文第 1 节介绍秩函数、支持向量机等相关概念.第 2 节建立基于 SVM 的秩函数探测算法,并通过实例详

细阐述该算法.第 3 节给出更多实验.第 4 节总结全文. 

1   预备知识 

1.1   秩函数 

定义 1. 记号同上.给定齐次多项式循环程序 Q.令(x)为一个 n 元函数.(x)被称为程序 Q 的秩函数,如果下

列条件被满足: 

(a) . ( ) 0 ( )x x d  ≥C x (d 为常数); 

(b) . ( ) 0 ( ) ( ) ( ) 1.x x x M x x x         ≥C x  

上述条件中,(b)能被简化为 . ( ) 0 ( ) ( ( )) 1.x x M x    ≥C x 因此,等价地,如果(x)满足下列条件: 

(a) . ( ) 0 ( ) ;x x d  ≥C x  

(c) . ( ) 0 ( ) ( ( )) 1,x x M x    ≥C x  

则(x)为程序 Q 的秩函数. 

1.2   支持向量机 

支持向量机是一种性能良好的有监督的学习算法,其核心思想是通过构造超平面将数据进行分离.给定一

组训练样本集 {( , ),..., ( , )}, { 1,1},m m iD y y y  1 1x x 其中,x1 是样本的属性,y1 是对应样本的标签.如果存在某个超

平面将不同标签的样本点分开,我们就称该训练样本集是线性可分的.在训练样本集是线性可分的情况下,能够

将训练样本集分开的超平面有许多,而我们的目的是寻找到泛化能力最强的那一个超平面.如图 1 所示,存在着

多条超平面将图中的样本点分开,但我们需要找到的是中间那条线,也就是最“居中”的那一条. 

在样本空间中,划分超平面可用线性方程 aTx+k=0 来描述,其中,a=(a1,…,ad)是超平面的法向量,k 是截距项.

支持向量机可用于找到最“居中”的那一个超平面.如图 1所示,支持向量机可以找到划分超平面 aTx+k=0,该超平



 

 

 

1906 Journal of Software 软件学报 Vol.30, No.7, July 2019   

 

面将图中的两类样本点划分开,其中,落在 aTx+k=1 和 aTx+k=–1 上的点叫作支持向量.支持向量机的求解通常使

用 SMO 算法[24]来实现.LIBSVM[25]是一个关于 SVM 的集成软件包,由台湾大学的 Chih-Wei Hsu、Chih-Chung 

Chang 以及 Chih-Jen Lin 编写完成.软件的主要部分采用 C 语言编写完成,可在 MATLAB 上调用.本文的主要计

算部分即采用该软件包完成. 

 
Fig.1  Support vector and margin 

图 1  支持向量与间隔 

2   主要结果 

本节阐述如何将型如程序 Q 的秩函数计算问题归结为二分类问题,以便可以利用支持向量机(SVM)工具

来计算得到一个候选秩函数,最后再对该候选秩函数进行验证,以检验其是否满足秩函数的两个条件(a)和(c). 

一般地,计算程序Q的秩函数,需要首先预设一个秩函数模板.秩函数模板形式可以是多种多样的.但为了方

便计算,人们常将秩函数模板设定为多项式模板.但是,由于程序Q是齐次多项式程序,即其中的所有表达式都是

齐次多项式的,因此下面的定理告诉我们,程序 Q 没有多项式秩函数. 

定理 2. 记号同上.程序 Q 没有多项式秩函数. 

证明:假设程序 Q 具有多项式秩函数.那么,不失一般性,设多项式 ( ) Cx C x



   为程序 Q 的秩函数模板. 

这里,=(1,…,n),i 为非负整数, 1 2
1 2 ... ,n

nx x x x      Cα为单项式 xα前的系数.既然 ρ(x)为程序 Q 秩函数,根据 

秩函数定义 1,(x)必然满足条件(a)和条件(c): 

 ( ) 0 ( ) Cx x C x d



    ≥C x  (2) 

 . ( ) 0 ( ) ( ( )) ( ) ( ( ) ) 1C C Cx x M x C x C M x C x M x
  

   
            ≥C x  (3) 

这里, 1 2
1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) .n

nM x m x m x m x       因为 C(x)的所有多项式都是齐次的,则有 

 . ( ) 0 >0 ( ) 0x       C x C x  (4) 

任取 x*满足 ( *) 0x C ,由式(4)可知,对任意的正数,均有 ( *) 0,x C 则有,当 0 ,  时  

 ( * ( *) ) 0 1.C C x M x


 
        

这显然与式(3)矛盾.故程序 Q 没有多项式秩函数. □ 

上述定理表明,程序Q不可能存在多项式秩函数,因此,在计算其秩函数时,不能将其秩函数模板设置为多项

式形式.下文中,我们将表明程序Q的秩函数模板可以设置为代数分式型模板.这里,代数分式是两个代数表达式 

的商,如
4 2

,
3 21

xyx y

x yxy x


  

均是代数分式. 

2.1   程序Q的秩函数计算归结为二分类问题 

既然程序 Q 已被证明不可能有多项式型的秩函数,那么本节将讨论如何将程序 Q 的秩函数计算问题归结
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为二分类问题,从而便于利用支持向量机(SVM)算法去探测程序 Q 的代数分式型秩函数.首先给出一些必要的 

记号.记 1 2( ) ( , ,..., ).kx x x x   这里, ( )x 中的每个分量 xk为关于 x的单项式,且k为非负整数向量.并记 | |k 为

单项式 xk 的次数.若 x=(x1,x2),k=(1,2),则 1 2
1 2 .kx x x  可被看作是 n k  单项式 P 映射.不失一般性,我们可 

以按次数将中的单项式分类排列,即 

 11 1 31 2 1 1 2 2( ) ( , ,..., , ,..., , ,..., ,..., ,..., ).
i ii i i i j j ii i j j j j v kx x x x x x x x x x

            

这里,向量被分割成 v+1 段.其中,第 1 段 1 2 1
1( ) ( , ,..., )

ii i jx x x x
   具有相同的次数,即

1 1
| | ... | |;

ji i   第 2

段 11 2
2 ( ) ( ,...., )i ij jx x x

   具有相同的次数,即
11 2

| | ... | |
j ji i 

  ,…,第 v+1 段 1

1( ) ( ,..., )
i ij jv k

v x x x
 

  具有相同的

次数,即
1

| | ... | | .
j jv k

i i 

  令 2( ( ) )v x  表示将第 v 段 ( )v x 中的所有分量各自平方后相加再开根号.令 

 1 2 1

2 2 2
1 2 1

( ) ( ) ( )
( ) , ,..., ,

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )

v

v

x x x
T x

x x x





    
       

  

显然,T(x)可被看作是 n k  映射.并且,T(x)各个分量的分子分母齐次且次数相同,故对任意的>0,有 T(x)= 

T(x).令 

 

1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 v+1

2 2
1 1

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
, ,...,

( ( ) ) ( ( ( )) ) ( ( ) ) ( ( ( )) )
( ) ( ) ( ( )) .

( ) ( ( ))

( ( ) ) ( ( ( )) )

v

v v

x M x x M x

x M x x M x
U x T x T M x

x M x

x M x



 

      
              

     

  

同样,U(x)可被看作是 n k  映射,并且由于 U(x)的特殊构造型式,使得对任意的>0,有 U(x)=U(x),即在

同一条射线上的任意两个非零点 x,x,它们在函数 U(x)的映射下的像是相同的. 

下面的命题表明,若 T(x)在上有定义,那么,函数 T(x)为有界函数.也即,存在正数,使得对任意的 x有

|T(x)|≤. 

命题 3. 记号同上.若 T(x)在上有定义,那么,T(x)在上有界. 

证明:既然 T(x)在上有定义,则对中任意一点 x,T(x)中各个分量的分母均不会为 0.考虑 T(x)中第 v 段,即 

11

2 2 2

( )
,..., .

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )

i ij jv v
v

v v v

x x x

x x x

    
       

 

这里, 

112 2 2( ( ) ) ( ) ... ( ) .
i ij jv v

v x x x
       

显然有, 

1 11 1

12 2 2 2 2

( )
,..., ... 1 ... 1 .

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )

i i i ij j j jv v v v
v

v v

v v v v v

x x x x x
j j

x x x x x

     



          
           

≤ ≤ ≤  

因此,
2

( )

( ( ) )

v

v

x

x



 
在 Ω 上有界.既然 T(x)中的每一段都是有界的,故 T(x)在 Ω 上有界. □ 

既然 T(x),U(x)可被看作是 n k  映射,若它们在上有定义,则记 

 ( ) { : ( ), }, ( ) { : ( ), }.k kT t t T x x U u u U x x             

根据命题 3,若 T(x)在上有定义 ,那么 T()是 k 空间中的有界域 .倘若存在某 ka ,使得连续函数

( ) TL u a u  在 U()上有下界 1,即 

 ( ) ( ) 1Tu U L u a u      ≥  (5) 

那么,根据 U()的定义有, 

 ( ( ) ( ( ))) 1Tx a T x T M x    ≥  (6) 
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根据上述向量 a,构造 T()上的连续函数 ( ) .TL t a t   既然 T()有界,故 L(t)在 T()上必有下确界,即存在

c,使得 ( ) ( ) .Tt T L t a t c      ≥ 根据 T()的定义,上式等价于 

 ( )Tx a T x c   ≥  (7) 

令 ( ) ( ) .Tx a T x c    不难看出,上述式(6)对应于秩函数定义中的条件(c),式(7)对应于条件(a).因此,根据式

(6)和式(7)以及秩函数定义,易知 ( ) ( )Tx a T x c    恰好是程序 Q 的秩函数,且是代数分式型的秩函数.从上述 

分析可以看出,若使得式(5)或者式(6)成立的向量 a 被找到,那么式(7)自然成立,从而可以构造得到程序 Q 的秩 

函数 ( ) ( ) .Tx a T x c    因此,计算程序Q的秩函数,我们可以通过计算可满足式(5)或式(6)的向量 a来得到.由此 

可得下列命题. 

命题 4. 记号同上.若存在 aT 使得 ( ) ( ) 1,Tu U L u a u      ≥ 那么程序 Q 有代数分式秩函数.要寻找使得 

式(5)成立的向量 aT,我们可先对的像集 U()进行分析. 

情形(I):OU().不难看出,倘若 k 空间中的原点 O 落在 U()中,即 OU(),那么,对任意固定的向量 aT,

式(5)都不可能成立.这是因为 0 1.Ta O   这等价于,倘若存在点 ,nx   使得 ( ) ( ( )) 0.T x T M x  那么,对任

意固定的向量 aT, ( ( ) ( ( ))) 0 1.Ta T x T M x    而程序 Q 被给定时,像集 U()将依赖于 T(x)的选择.秩函数的计算 

依赖于 T(x)的选择.因此,在选择 T(x)时,需要首先满足下面的限制条件: 

 ( ) ( ( )) 0nx T x T M x      (C1) 

限制条件(C1)成立等价于 ( )O U  . 

命题 5. 记号同上.假设U(x)在上有定义.倘若 k 空间中的原点 ( ),O U  那么,计算使得式(5)成立的向量

aT 的问题就等价于:在空间 k 中寻找可将原点 kO 与像集 ( ) kU   严格分离的超平面. 

证明:若存在 aT 使得式(5)成立,则 ( ) 1 0.Tu U a u      ≥ 令
1

( ) ,
2

Tu a u    则有 

 
1 1 1

( ) 1 ( ) 0.
2 2 2

T Tu U a u a u u             
 

≥   

故
1

( ) ( ) 0.
2

u U u    ≥ 同时,因为选择的 T(x)满足限制条件(C1),故 ( ),O U 
1 1

( ) 0 0.
2 2

O     

故超平面
1

( )
2

Tu a u    严格分离原点 O 与像集 U().反之,若存在超平面 ( ) Tu a u k    严格分离原点 O 与 

像集 U(),则有两种情况: 

(i) ( ) ( ) 0Tu U u a u k        且 ( ) 0;O   

(ii) ( ) ( ) 0Tu U u a u k        且 ( ) 0.O   

下面将证明无论哪种情况发生,满足式(5)的向量 aT 都必然存在.不失一般性,这里仅证明(i),(ii)的证明是类 

似的 .考虑情形(i),即 ( ) ( ) 0Tu U u a u k        且 ( ) 0,O  则有 ( ) 0 0.O k k     因此 , ( )Ta u k     

0 1 0.
Ta

u
k

   


显然,向量
Ta

k
满足式(5).对情形(ii),同理可得,向量

Ta

k
满足式(5). □ 

命题 5 将程序 Q 的秩函数计算问题与两个点集(单点集{O}与像集 U()的隔离问题建立了等价关系.下面

的情形(II)表明,即便原点 ( ),O U  能严格分离单点集{O}与像集 U()的超平面也未必存在. 

情形(II):虽然原点 ( ),O U  但原点 O 却落在 U()的边界上,即 O 与 U()之间没有间隙.譬如: ( )U    
2

1 2 2 1{( , ), 0}.u u u u  显然,原点 (0,0) ( )O U   ,但在边界上.由命题 5 可知,既然寻找使得式(5)成立的向量 aT 等 

价于寻找可将原点 O 与像集 U()严格分离的超平面,那么,当情形(II)发生时,那样的严格分离超平面显然不可

能存在.但是,倘若 U()是个闭的,那么,当 ( )O U  时,原点 O 与 U()具有间隙,因而有可能存在超平面将 O 与

U()严格分开.不幸的是,根据程序 Q 定义及的定义不等式系统可知,既然不等式系统 ( ) 0C x 中至少含有一

个严格不等式,故不是闭的,因而其在 U 映射下的像 U()不是闭的.尽管 U()不是闭的,但 O 与像集 U()之间

的严格分离超平面的探测问题可以放松为去探测 k 空间中可严格分离原点 O 与某个包含 U()的闭集的严格
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分离超平面 π(u)的问题.为此,首先给出一些记号. 

令 { : ( ) 0}, * \ { },nx O      ≥C x 这里,{O}为包含原点 O的单点集.显然, 是包含的闭集.假设 U(x)

在*上有定义 ,即 U(x)中各分量的分母在*上均不为 0,既然 *,   那么 ,U(x)在上也有定义 .不难看

出, ( ) ( *).U U   下面我们将证明 U(*)是有界闭集.  

命题 6. 记号同上.U(*)是 k 中有界闭集. 

证明:既然*在几何上是一个由从原点出发的射线构成的锥,根据此前分析可知,对任意的>0,有 U(x)= 

U(x).这表明,同一条射线上的任意两个非零点在映射 U(x)下的像是相同的.因此,既然同一条射线上的任意两 

个非零点在映射 U(x)下的像是相同的,故可在*中的每条射线上各自寻找代表元.既然 *,O 则那样的代表

元可以设置为 , *.
| |

x
x

x
 该代表元刚好是*中的每条从原点出发的射线与单位球相交的交点 ,即

* .
| |

x

x
  因此 , ( ) ,

| |

x
U x U

x

 
  

 
故而有 ( *) ( * ).U U    此外 ,因为 ( * { }) * .O        显

然,因为是闭的,是有界闭的,故  也是有界闭的.由上式可知 * 也是有界闭的.既然前面已经假设

U(x)在*上有定义,因此 U(x)在*上连续.由连续函数性质可知, * 在 U(x)的像 ( * )U   是有界闭的. 

既然 ( *) ( * ),U U    故有 U(*)是有界闭的.  □ 

如果 ( *),O U  根据命题 6,既然 U(*)是有界闭集,那么在 O 与像集 U(*)之间存在间隙,因而有可能在二

者之间存在严格分离超平面.既然 ( ) ( *),U U   当 ( *)O U  时,如果存在超平面 π(u)能够严格分离原点 O 与

像集 U(*),那么 π(u)也能严格分离原点 O 与 U().类似于命题 5 的证明,我们有下列结论. 

定理 7. 记号同上.假设 U(x)在*上有定义且原点 ( *) .kO U    如果存在超平面 π(u)可将原点 O 与像集 

U(*)严格分离,那么一定存在向量 aT 使得式(5)成立. 

证明:如果存在超平面 π(u)=aT·u+k 可将原点 O 与像集 U(*)严格分离,那么,既然 ( ) ( *),U U   则超平面

π(u)=aT·u+k 也将严格地分离原点 O 与像集 U(*).根据命题 5 及其证明可知,一定存在向量 :
T

T a
a

k



满足式(5),

即 ( ) 1.
Ta

u U u
k

    


≥  □ 

定理 7 表明,当定理的前提假设被满足时,程序 Q 的秩函数计算问题可以最终归结为原点 O 与 U(*)的超 

平面分离问题.倘若那样的超平面被找到,那么 ( ) ( )
Ta

x T x
k

  


就恰好是程序 Q 的代数分式秩函数.而后者显然 

是一个二分类问题 .通常 ,二分类问题可以利用支持向量机(SVM)算法来解决 .这里 ,令 A={O}为一单点集 , 

B=U(*).我们接下来的问题就是如何利用 SVM 算法求得一个可将集合 A 与 B 严格分离的超平面.一般地,在通

常的二分类问题中,涉及到的两个数据集均是有限点集.而这里的二分类问题中,集合 B 显然是一个无穷点集.

因此,为了便于利用 SVM 算法计算 A 和 B 的超平面,我们将采取下面的步骤. 

S1:从 B 集中取出有限个点记为 0 .B B 转 S2; 

S2:调用 SVM 算法计算单点集 A 与有限点集 B0 的分离超平面,记为 π(u)=aT·u+k.转 S3; 

S3:验证式(5): 0( ) ( ) 1
Ta

u U u u
k

     


≥ 是否成立 .若成立 ,则表明程序 Q 有代数分式型秩函数 ,即

( ) ( ).
Ta

x T x
k

  


反之,从 B 集中取出新的有限点集 1 0 1( ).B B B 令 0 1: ,B B 转 S2. 

上述步骤 S1 中,采用打格子的方式进行 B0 的构造.这一点将在下一小节中加以具体介绍.在 S2 中,当调用

SVM 算法计算单点集 A 与有限点集 B0 的分离超平面 π0(u)时,理论上会有失败的可能,即那样的超平面可能不

存在,但在具体的大量实验中我们发现,那样的超平面总存在.在 S3 中,式(5)的验证可归结为验证: x   

( ( ) ( ( ))) 1.
Ta

T x T M x
k
 


≥ 同时,既然 T(x)含有根式表达式,故我们利用强有力不等式验证器 BOTTEMA 来验证 
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上式是否成立.在 S3 中,若划分 A 与 B0 的超平面经过验证不可能对应一个分式秩函数时,我们将通过更加细分

格子的思路来得到含有更多点的有限点集 B1.下面是基于上述 3 个步骤建立的基于 SVM 的秩函数探测算法. 

2.2   有限点集B0的构造 

在上述的 S1 中,需要从 B=U(*)中取出有限个点构成 B0.由命题 8 的证明可知, ( *) ( * ).U U    这

里, * 是一个有界闭集,为单位球.因此,要构造 B0,我们可以先从有界闭集 * 中取出有限点集 C,然后 

通过 U(x)映射得到点集 U(C),从而得到 B0=U(C).显然,直接在球面上通过打格点的方式取点并不方便.但单位 

球总是可以被包含在某个超立方体中.故,为了构造 * 上的点集 C,我们采取如下思路:先在区域 * 

上构造点集 S.这里, [ , ]nm m   为一超立方体.然后对点集 S 中的点进行归一化,得到归一化后的点集 S0.显然, 
0 * .S    最后令 : .oC S 而在超立方体上打格子是相对容易的.因此,在区域 * 上构造点集 S 时我们 

可以通过对超立方体打格子,然后将落入*的格点收集起来构成点集 S.图 2 所示为一个算法化的取点过程. 

输入:程序 Q 对应的*;超立方体=[–m,m]n;程序变量 x=(x1,…,xn);取点间距 h; 
输出:B0. 
过程: 
1:for 1 , , 2 , ,x m m h m h m       do 

2:    for 2 , , 2 , ,x m m h m h m       do  

3:         
4:       for , , 2 , ,nx m m h m h m       do 

5:          if 1( , , ) *nx x x  then 

6:             将 x 放入 S 中; 

7:             将点 x 归一化得到 0 ,
| |

x
x

x
 并将 x0 保存到训练样本集 So 中; 

8:         end if 
9:       end for 

10:        
11:   end for 
12: end for 

13: 令 : oC S  

14:输出 0 ( )B U C  

Fig.2  The algorithm of getting the sample points 

图 2  取样本点算法 

在上述算法中,需要设置 m 的值.在我们的实验中,m 被取为 100.此外,取点的间距 h 需要根据计算机的计算

能力进行适当的调整,在计算机的实际计算能力范围内,间距越小,取得的样本点越多,最终计算出的代数分式

函数经过验证成为真正秩函数的可信度就越高. 

2.3   例  子 

本节将通过一个例子来阐述上文提出的方法. 

例 1:考虑下列循环: 

 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2     while    4 16 16 6 4 5      doQ x x x x x x x     ≤ ≥   

 2 2
1 1 2 2 1 2{ = ; = +1;}x x x x x x     

该循环若使用 RegularChains[26]或者 redlog[27]来求解线性或者非线性秩函数,均会因复杂度太高,而无法在

有效的时间内得出结论.接下来将演示如何通过上文提出的基于 SVM 的方法来探测循环程序 P1的代数分式秩

函数. 

(a) 首先将循环程序 Q1 进行齐次化处理,变成终止性等价的循环程序 1 ,Q 如下所示: 

 2 2 2 2 2
1 1 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 2 3 3      while    4 16 16 6 4 5 >0   doQ x x x x x x x x x x x x x x       ≤ ≥   

 2 2 2 2
1 1 2 2 1 3 2 3 3 3 3{ = ; = + ; = ;}x x x x x x x x x x x      
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其中, 2 2 2 2 2
1 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 2 3 3={ : 4 16 16 6 4 5 >0}x x x x x x x x x x x x x x x       ≤ ≥ 是齐次循环程序 1  Q 的循环条件所围

成的空间,它是一个锥,也即,针对任意的 ,x 都有 , 0.x   令 
2 2 2 2 2
1 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 2 3 3={ : 4 16 16 6 4 5 >0}.x x x x x x x x x x x x x x x       ≤ ≥ 令 *= \{ }.O  这里,O 为原点(0,0,0).

对该例,我们可令 1 2 3( ) , , .
| | | | | |

x x x
T x

x x x

 
  
 

T(x)的每一个分量的奇点均为原点 O,而*中并不包含原点,故 T(x)在*

上连续 .这里 , 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , ,),| | .x x x x x x x x    令 1 2 3( ) , , ,

| | | | | |

x x x
T x

x x x

         
其中 , 1 2 3( , , ).x x x x    既然 ( )x M x    

2 2 2 2
1 2 1 3 2 3 3 3( , , ),x x x x x x x x   因此, 

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) , , .
| | | | | | | | | | | |

x x x x x x
U x T x T x T x T M x

x x x x x x

              
  

这里, 2 2 2
1 2 3| | ( ) ( ) ( ) .x x x x      因此,U(x)将原三维空间(原像空间)中的点映射到了另外一个三维空间(像 

空间).根据定理 7,我们可通过支持向量机 SVM 的方法在像空间中去探测可将原点 O 与像点 U(*)严格分隔开 

的超平面 π(u)=aT·u+k.若那样的超平面被找到,则 ( ) ( )
Ta

x T x
k

  


就恰好是程序 1Q 的代数分式秩函数.但是,我 

们需要事先验证该例是否满足定理 7 的前提条件,即判断:U(x)在*上是否有定义且是否原点 ( *).O U   

(i) 判断 U(x)在*上是否有定义.这等价于判断是否存在使得 | | 0 | | 0x x   成立的点会落入到*中.利用

Maple 中的命令 solve 不难验证,使得 | | 0 | | 0x x   成立的点仅有原点 O=(0,0,0).而*并不包含原点.故 U(x)在 

*上有定义. 

(ii) 判断是否原点 ( *).O U  这等价于判断下列系统是否有解: 

 

2 2 21 1 2 2 3 3
1 1 2 2 1 3 2 3 3 3

2 2 2 2
3 1 2 3

1 3 2 3 1 3 2 3

2 2
2 3 3

1 2 3

0 0 0 = +
| | | | | | | | | | | |

                = 4 16

16 6 4

5

0 ( 0 0 0) | |

x x x x x x
x x x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x x

x x x x

  
               

  

  
  

 
      

        ≤

        ≥

        ≥

2 2 2
1 2 3                = ( ) ( ) ( )x x x












    

 (8) 

若式(8)无解,则表明 ( *).O U  由于代数分式以及根式的出现使得我们直接计算上述系统是否有解较为

困难,因此,我们采取了一些化简措施.比如,将上述系统中的代数分式化为多项式,利用平方手段消除根号等.由

此我们得到下列多项式系统: 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 3 1 2 3

(( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ) )

                                         ( ) ( ) (( ) ( ) ( ) )

                                         

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

             

        

 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 1 2 2 1 3 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 2 3 3

( ) ( )

                                         4 16 16 6 04 5

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x






             
       ≤ ≥ ≥

 (9) 

显然,式(8)的任何一个解也必是式(9)的解.调用 Maple 中的命令 solve 计算可得式(9)仅有零解(0,0,0).显

然, (0,0,0) *. 因为零解不可能是式(8)的解,故式(8)无解.这表明原点 ( *).O U   

综上所述,该循环程序满足定理 7 的前提条件.因此,根据定理 7,秩函数计算问题可归结为 O 与 U(*)之间

严格分离超平面的计算问题. 

(b) 取样本点. 

采用第 2.2 节介绍的取点算法,并将该算法中的参数 m=100.在本例中我们令取点间距 h=1.由于在约束

条件中有 x3≥0 的条件,故 x3 不必从100 开始取点.通过取点算法,我们得到 U(*)中的有限点集 B0=U(C).将 B0

中的点的标签置为 1,而令单点集 A=(O)的标签为1.接下来调用 SVM 算法计算 A 与 B0 的严格分离超平面
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π0(u)=aT·u+k. 

(c) 使用 LIBSVM 软件包计算出像空间中的划分超平面. 

本文采用 MATLAB 调用 LIBSVM 软件包的方式来计算一个“硬分隔”的超平面.令 0.D A B  在求得划分

超平面之后,需要对 D 中的点进行一次完整的测试,测试结果必须是 100%完全精确才能进行下一步操作.对该 

例通过计算得到划分超平面中 aT 和 k 的值, 

 (2.798739925884132, 6.058645127373750,6.167554957795089), 1.000000 .000061875a k      

由上述计算得到的 aT 和 k 的值可确定一个严格分离超平面 π0(u)=aT·u+k,它将 A={O}与 0 ( ( *))B U  严格 

分离.即: 

(i) 0 0 ( ) 0TB u a u ku      且 0 ( ) 0;O   

(ii) 0 0 ( ) 0TB u a u ku      且 0 ( ) 0.O   

由类似于命题 5 的证明可知,无论哪种情形发生,都将有 

 0 1 0.
Ta

B u
k

u    


    

接下来将验证超平面 π0(u)是否能将 A={O}与 B=U(*)严格分离.为此,就需要验证下列两种情形之一是否

成立. 

(i) 0( *) ( ) 0Tu U u a u k        且 0 ( ) 0;O   

(ii) 0( *) ( ) 0Tu U u a u k        且 0 ( ) 0.O   

既然像点 uU(*)且由 U(*)的定义可知 ( *) { : ( ), *},kU u u U x x     那么验证上述(i),(ii)两式就等 

价于验证: 

(i*) * ( ) [ ( ) ( ( ))] 0Tx x a T x T M x k       且 k<0; 

(ii*) * ( ) [ ( ) ( ( ))] 0Tx x a T x T M x k       且 k>0. 

这是因为,显然地,若(i)(或(ii))成立,那么(i*)(或(ii*))也必成立.反之亦然. 

(e) 使用 BOTTEMA 软件包进行验证. 

既然 k=–1.000000000061875<0,那么我们需要验证: 

 * ( ) [ ( ) ( ( ))] 0Tx x a T x T M x k         

是否成立.由于最终需要验证式(5)或式(6)是否成立,所以,在本例中,我们直接验证: 

 ( ) [ ( ) ( ( ))] 0Tx x a T x T M x k        

是否成立.BOTTEMA 是一款强有力的不等式证明软件.它可以验证带复杂根式的代数表达式的不等式是否成

立.我们可以在 Maple 上调用 BOTTEMA 中的各类函数.通过验证发现, 

 ( ) [ ( ) ( ( ))] 1 0
Ta

x x T x T M x
k

     


  

的确成立.故, 

 1 2 3(2.798 739 925 884132, 6.058 645127 373 750,6.167 554 957 795 089)
( ) ( ) , ,

1.000 000 000 061875 | | | | | |

T Ta x x x
x T x

k x x x


 
       

  

是该程序的代数分式型秩函数.因此循环程序是可终止的. 

3   实  验 

下面给出基于 SVM 的多项式循环程序秩函数探测的具体算法. 

实验是在一台装有 7.86GB 的可用内存、处理器频率为 2.59GHz、操作系统 64 位的 Windows 操作系统的

计算机上进行的.下面我们选取了 4 个循环程序用于对比.每个循环程序具体的计算方法可以参照前文中的例 1. 

针对表 1 中的 6 个循环程序,我们先后用量词消去工具 Redlog 和 Maple 中的 RegularChains 软件包来计算
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各自的线性秩函数,从表 2 可以看出,除了循环程序 P4和 P5外,其他 5 个循环程序都不能通过量词消去方法来证

明其是终止的.原因在于,量词消去算法的复杂度太高,当循环程序的赋值语句或循环条件中含有非线性项时,

无法在有效的时间内给出计算结果.在表 2 中,unknown 表示计算时间超过 10 个小时仍未得出结果.Terminating

表示相应的线性秩函数或代数分式秩函数被成功找到,故表明循环是终止的.特别地,在 Terminating 后面的括号

中给出了计算秩函数所花费的时间.显然,当循环中的表达式是线性时,基于量词消去的工具即能有效地计算它

们的线性秩函数.但,当表达式中含有非线性项时,实验结果表明,量词消去工具较难在可接受的时间内计算线

性秩函数.此外,本文提出的基于 SVM 的方法所涉及的时间开销包括:样本点集的构造所需时间、SVM 计算时

间以及用 BOTTEMA 验证代数分式是否为秩函数所需时间.在实验中我们发现,本文方法最主要的时间开销在

于样本点集的构造.譬如,循环 P3,样本点集的构造花费了 76 分钟.当然,我们也可以尝试使用量词消去的方法来

合成非线性秩函数,但是,非线性项的引入同样会带来高复杂度的问题.从表 2 中可以看出,本文提出的基于

SVM 的秩函数探测方法能够探测出上述 6 个循环程序的确具有代数分式型秩函数,从而证明了这 6 个程序均

是可终止的.上述 6 个循环程序在使用 SVM 的方法时,各自的取点间距 h 以及所产生的划分超平面 aT·u+k 中的

参数 aT 和参数 k 的计算值见表 3. 

输入:单分支循环程序 ;P  

输出:如果验证通过输出相应的非线性秩函数和 Terminating;否则,输出 Unknown. 
过程: 
1: 将循环程序齐次化为 P.记其循环条件围成的区域为,赋值语句为 M(x); 
2: 根据循环程序 P 中 x 的维数设置相应的单项式向量 T(x),令 U(x)=T(x)–T(M(x)); 

3: 将P的循环条件中的严格不等式全部替换成非严格的不等式得到  .令 *= \ { }.O  验证U(x)在*上是否有定义

且原点是否 ( *);O U   

4: 选择合适的取点间距 h,并利用上述取样本点算法从 U(*)选取训练样本集 B0; 

5: 将原点 O 添加进去构成 0{ } ,D O B  并将原点 O 的标签设置为1,设置 B0 中点的标签为 1; 

6: 调用 LIBSVM,在 D 中计算一个超平面 π0(u)=aT·u+k,将 B0 中的点与原点 O 分隔开; 

7:  利用工具 BOEETA,验证向量
Ta

k
是否满足公式(6); 

11:   if 验证通过 then 

12:     ( ) ( )
Ta

x T x
k

  


是该程序的代数分式型秩函数.输出 ρ(x)和 Terminating; 

13:   else 
14:      输出 Unkown; 
15:   end if 
16: end if 

Fig.3  Ranking function detection of polynomial loop programs based on SVM 

图 3  基于 SVM 的多项式循环程序秩函数探测 

Table 1  More examples 

表 1  更多实例 
2 2

2

1

1

:  while  ( 10 6 6 4 )

;

1;

P y x y x x y

x x y

y y

    

 
  

≤ ≤

 

2 2
3

2
1

2
1

while  ( 1)

1;

1;

:P x y

x x y

y y x



   


  

≤

 

4

1

1

: while  ( 1 1 10)

;

1;

P x y x y x

x y

y y

   


  

≥ ≥ ≤

 
5

1

1

: while  ( 0 1)

;

1;

P x y

x x y

y y

 

 
  

≥ ≤

 

6

1

2
1

: while  (4 5 1 2)

;

+1;

P x y

x x

y xy y






  

≤ ≤ ≤ ≤

 

7

2 2
1

1

: while  ( 0 2 1)

4 1;

1;

P x y x

x x y

y xy

 

    


  

≥ ≥

 

从表 3 可以看出,循环程序 P3 和 P4 所采用的取点间距为 0.5,而循环程序 P2 采用的取点间距为 0.2.从理论

上来说,取点间距越小,所选取的样本点越多,最终计算出的代数分式函数被成功验证为秩函数的可能性就越
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大.但是考虑到计算机的实际计算能力,针对不同的循环程序,取点间距要作适当的调整. 

Table 2  Comparison of several tools 

表 2  几种工具的比较 
循环程序 Redlog RegularChains SVM 

P2 unknown unknown Terminating(53.9min) 
P3 unknown unknown Terminating(79.5min) 
P4 Terminating(0.24s) Terminating(125min) Terminating(74.3min) 
P5 
P6 
P7 

Terminating(0.2s) 
unknown 
unknown 

Terminating(6.156s) 
unknown 
unknown 

Terminating(41.7min) 
Terminating(2.7min) 
Terminating(1.5min) 

Table 3  The parameters generated using the SVM method 

表 3  使用 SVM 的方法所产生的参数 
循环程序 取点间距 h aT k 

P2 0.2 [–2.323273254461750,3.655297165341511,0.743880981998555] –0.999 999 997 404 251
P3 0.5 [–5.303998785021788,5.303967565999045,4.733548642017029] –1.000 213 463 236 426
P4 0.5 [114.542235487223684,136.417264854622173,–199.707636874516821] –0.999 859 927 713 084
P5 
P6 
P7 

0.5 
0.01 
0.5 

[82.9547,194.7744,1.8830] 
[–0.4922,5.1377,2.5196] 
[0.9720,1.0254,0.2133] 

–0.999 8 
–1 

–0.999 9 
 

4   总  结 

本文提出了一种基于支持向量机(SVM)理论的求解单重无条件分支多项式循环程序秩函数的方法.该方

法将秩函数计算问题归结为二分类问题,然后利用 SVM 工具计算出一个候选的代数分式型函数,最后借助不等

式自动验证工具BOTTEMA对其进行验证,以确定该代数分式型函数是否为循环程序的秩函数.由于 SVM方法

内部采用数值计算,因此相较于现有的基于量词消去的秩函数计算方法,本文方法能在可接受时间内探测形式

较为复杂的秩函数.实验结果表明,针对某些循环程序,传统的量词消去方法不能在合理时间内判断出它们是否

有线性秩函数,但通过本文提出的方法却可以找到其代数分式型秩函数. 
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