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摘  要: 最短路径查询是图数据管理中非常重要的一类问题.研究了基于规则的最短路径查询,它是一类特殊的

最短路径查询问题.给定起点和终点,基于规则的最短路径查询是指找到一条从起点到终点的最短路径,使得此路径

经过用户指定点集中的所有点,并且某些点的访问顺序满足一定的偏序规则.该问题被证明是一个 NP-hard 问题.目
前已有的工作侧重于空间数据集(两点之间的最短距离用欧氏距离表示)上基于规则的最短路径问题,它采用穷举

的方式列出所有满足规则的路径,然后选择长度最小的路径作为问题的解.然而在实际的道路交通网中,两点之间的

距离等于两点之间的最短路径的长度,它往往大于两点之间的欧氏距离;此外,采用穷举的方式会造成大量重复的计

算.因此,设计了一种前向搜索算法以及一些优化技术来求解该问题.最后,在不同的真实数据集上设计了大量的实

验来验证算法的有效性.实验结果表明,该算法可以快速给出问题的解,而且算法的效率在很大程度上超过了现有的

算法. 
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Abstract:  The shortest path query is very important in the related applications of graph data. The problem studied in this work is the 
rule-based shortest path query, which is a special kind of shortest path problem. Given the starting vertex and the ending vertex, the 
rule-based shortest path query is that finding a shortest path from the starting vertex to the ending vertex, which passes through all 
vertices in the user-specified set, and the access order of some vertices meets certain partial order rules. It has proved that this problem is 
NP-hard problem. The existing work focuses on the rule-based shortest path problem on spatial datasets (the shortest distance between 
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two vertices is expressed by Euclidean distance), which exhaustively lists all paths those satisfy the rule, and selects the path with the 
smallest length as the solution to the problem. However, in an actual road network, the distance between two vertices is equal to the length 
of the shortest path between two vertices, which is often greater than the Euclidean distance between two vertices. In addition, using an 
exhaustive approach always results in a lot of repetitive calculations. Based on this, this study designs a forward search algorithm and 
some optimization techniques to solve such problems. Finally, this study designs a large number of experiments on different real datasets 
to verify the effectiveness of the algorithms. The experimental results show that the algorithms described in this paper can quickly give 
the solution to the problem, and the efficiency of the algorithms greatly exceeds the existing algorithms. 
Key words:  graph data; shortest path; rule; optimal sub-permutation; contraction hierarchy 

近年来,随着信息技术和互联网的飞速发展,图数据作为一种重要的数据模型变得愈加重要.在很多领域,
图数据刻画了不同实体之间的相互关系,例如社交网络[1,2]、道路交通网[3]、生物信息网[4]、计算机网络[5]和

Web 网络[6]等. 
其中,最短路径查询是图数据管理中的一类非常重要的研究问题.在社交网络中,每个人都构成了图中的一

个顶点,人与人之间的联系则形成了边.社交网络中的最短路径是网络顶点影响力评判的重要因素,小世界网络

中,直径的计算一般也是通过计算最长最短路径得到的[7];在 Web 网络中,数据转发时每个路由器使用路由协议

和链路状态信息来识别从自己到其他路由器的最短路径,网络拓扑通常随时间而变化,因此,一个高效的最短路

径算法在路由计算中显得尤为重要[8];在道路交通网中,经常需要计算两个地点之间的最短路径,有时因为一些

特殊的需求还要计算最小的前 k 条最短路径[9−11]. 
在实际应用中,用户往往需要查询带有约束条件的最短路径.例如,某游客去一座城市旅行,他计划首先前

往某餐馆就餐,然后分别参观景点 A~景点 C,最后返回酒店.特别地,该游客计划在参观景点 B 之前先参观景点

A.因此,如何设计一条满足用户约束且代价最小的观光路径成为一个重要的问题.在该例中,道路交通网被建模

为一张图 G(V,E),则上述问题可形式化描述为:给定起点 vs 和终点 ve,寻找一条从 vs 到 ve 的最短路径,使得此路

径经过用户指定点集 Vs⊆V 中的所有点,且某些点的访问要满足一定的先后顺序.在本文中,该问题被称为基于

规则的最短路径查询问题. 
目前,存在少量工作研究了最优路径查询问题 optimal route queries(ORQ).ORQ 将图 G 中全部顶点划分为

多个不同的类别,用户查询时,给出起点 vs 和一个访问顺序图 GQ.这里,GQ 是一个有向无环图,GQ 中的每个点都

对应于 G 中的一个类别信息,GQ 中每条有向边(c,c′)表示 G 中类别 c 优先于类别 c′访问.查询结果是一条以 vs

为起点且满足 GQ的最优路径.例如,某游客计划去餐馆、酒吧和电影院,每个类别都有多个具体的地点可供选择,
而且游客希望在去酒吧之前要先去餐馆吃饭,因此,他需要制定一条路线使得在满足约束条件的前提下路线的

总距离最短.目前,解决 ORQ问题的精确算法的基本思想是:首先计算 GQ中所有类别的全排列(每个类别在排列

中的顺序代表此类的访问顺序),并删除访问顺序不满足约束条件的排列;然后对于每一个排列,依次从排列的

每个类中选择一个点构成一条路径;最终枚举出满足约束条件的所有路径,并返回具有最短距离的路径.然而这

些方法在面对基于规则的最短路径问题时,主要存在以下两个缺点:(1) 针对基于规则的路径查询问题,对图 G
进行划分所得的每个类仅包含一个顶点,即任意两点对应的类都不相同,已有的算法求解此类问题相当于枚举

出所有满足约束条件的排列,然而大部分排列对于求解最短路径来说是冗余的;(2) 目前已有的解决 ORQ 问题

的算法面向的是空间数据库,这些算法均通过计算两点之间的欧氏距离加速查询,然而本文所解决的问题是基

于普通的图模型,两点间的最短距离即为最短路径的长度,而存储全部顶点对之间的最短距离空间开销过高.因
此,本文设计了一种前向扩展算法来快速求解基于规则的最短路径问题,其主要思想是,尽可能早地过滤掉不能

构成最短路径的子路径.真实数据集上的实验结果证明了本文提出的算法的效率远远优于传统 ORQ 算法. 
本文的主要贡献如下: 
(1) 提出了广义规则树的概念,设计了生成广义规则树的算法,并利用广义规则树来判断算法是否找到一

条基于规则的最短路径; 
(2) 设计了基于最优子路径的前向扩展算法,该算法可以快速求解基于规则的最短路径问题,并设计了前
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向扩展算法的改进算法——基于最短优先策略的前向扩展算法; 
(3) 在真实的数据集上设计了大量的实验,并与已有的性能最好的算法比较,实验结果验证了本文算法的

有效性. 
本文第 1 节给出基于规则的最短路径查询问题的形式化定义,并证明此类问题是 NP-hard 问题.第 2 节介绍

广义规则树的概念,并设计生成广义规则树的算法.第 3 节介绍一种图数据的预处理技术,可以用来快速求解两

点之间的最短路径.第 4 节和第 5 节分别介绍前向扩展算法以及基于最短优先策略的前向扩展算法,并分别对

它们的算法复杂度进行分析.第 6 节在真实的数据集上验证本文算法的高效性.第 7 节介绍相关工作.最后一节

对全文进行总结. 

1   问题定义 

有向加权图可以表示为 G(V,E,w)(简称 G),V 表示图 G 中全部顶点的集合,E 表示全部边的集合.任意一条有

向边 e∈E 可以表示为 e=(vi,vj),其中,vi,vj∈V,e 称为 vi 的出边或者 vj 的入边,vj(vi)被称为 vi(vj)的出边(入边)邻居.w
是一个权重函数,并且对图 G 中的每条边都赋予一个非负的权重,本文使用 wi,j 来表示有向边(vi,vj)∈E 的权重,
即 wi,j=w(vi,vj).图 G 中的路径 p 是一个顶点序列,即 p=(v1,v2,…vk),其中,(vi,vi+1)(1≤i≤k−1)是图 G 中的一条 
有向边,路径 p 的权重用 w(p)表示,表示 p 中全部有向边的权重之和,即 , 1

1 1
( ) i i

i k
w p w +

−

= ∑
≤ ≤

.路径 p 是一条简单路 

径当且仅当 p 中没有重复的顶点.对于无向图,一条无向边(vi,vj)等价于两条有向边(vi,vj)和(vj,vi),因此,本文提出

的方法也可应用到无向图上的同类问题. 
本文主要研究基于规则的最短路径查询问题 ,首先介绍什么是路径查询规则 ,然后给出基于规则的路 

径定义.本文中,路径规则用R表示,被定义为二元组R=(I,R),包含两个元素. 

(i) I 是 V 的一个顶点子集,即 I⊆V; 
(ii) R 是一组偏序关系〈vi,vj〉的集合,其中,vi,vj∈I.〈vi,vj〉表示 vi≺vj. 

需要注意的是:偏序关系集 R 中不存在环,即 R 中不存在一个偏序关系子集{〈v1,v2〉,…,〈vk−1,vk〉,〈vk,v1〉},其中,
顶点 v1,v2,…,vk∈I.下面给出基于规则的路径定义. 

定义 1.1(基于规则的路径). 给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),如果路径 p 满足以下两个条

件,则被称为由 vs 到 ve 的基于规则R的路径. 

(1) 对每一个顶点 vi∈I,都有 vi∈p; 
(2) 对每一个偏序关系〈vi,vj〉∈R(或者 vi≺vj),路径 p 中都存在一个从 vi 到 vj 的子路径 vixvj. 

在定义 1.1 中,条件(1)是指:若路径 p 基于规则R=(I,R),则 p 需要包含 I 中的所有点;条件(2)是指:对 R 中的

任意偏序关系 vi≺vj,在路径 p 中都存在一条从顶点 vi 到顶点 vj 的子路径. 

给定图 G 中的两个顶点 vs,ve 以及规则R,从 vs 到 ve 的基于规则R的最短路径表示为 *
, ,s ep R ,是指从 vs 到 ve

的基于规则R的所有路径中权重 w(p)最小的路径.表 1 列出了本文常用的符号. 

Table 1  List of notations 
表 1  符号列表 

符号 含义 符号 含义 
G(V,E,w) 有向加权图 vs,ve 起点,终点 
wi,j,w(p) 边(vi,vj)的权重,路径 p 的权重 R 规则 

*
, ,s ep R  基于规则R的最短路径 IR 规则点集 

TR  广义规则树 π 点集的排列 

p|π 排列π对应的路径 l
Vπ 子排列πl 对应的点集

例 1.1:给定有向图 G(V,E,w),如图 1(a)所示,已知规则R=(I,R),I={v2,v4,v5,v6},R={v2≺v4,v2≺v5},其中,起点为 v1,
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终点为 v3,可得此图基于规则R的最短路径为 *
, , 1 3 2 4 6 5 3( , , , , , , )s ep v v v v v v v=R ,如图 1(b)中的虚线箭头所示. 

         

(a) 有向图                           (b) 路径 

Fig.1  Rule-based shortest path 
图 1  基于规则的最短路径 

定理 1.1. 基于规则的最短路径查询问题是一个 NP-hard 问题. 
证明:本文通过将其归约到哈密尔顿路问题(NPC 问题)证明.给定一个有向图 G,令 vs 和 ve 分别表示起 

点和终点.G 中每条边的权重都设为 1,规则R=(I,R)被设置为 I=V−{vs,ve},R=∅.显然,图 G 中存在一条从 vs 到 ve

的哈密尔顿路当且仅当从 vs 到 ve 的基于规则R的最短路径的长度为|V|−1(|V|表示 V 中顶点的个数),而且对于一 

条给定的路径,不能在多项式时间验证它是否是基于规则的最短路径,因此,基于规则的最短路径问题是一个

NP-hard 问题.证毕.  □ 

2   广义规则树 

若 p 为一条基于规则R的路径,由第 1 节可知:在规则R中,偏序关系集 R 中的偏序关系 vi≺vj(vi,vj∈I)表示在 

路径 p 中存在一条从 vi 到 vj 的子路径.显然,对 I 中的任意一点 vi,p 中存在一条从起点 vs 到 vi 的子路径,也存在 
一条 vi 到终点 ve 子路径.由于 vs 和 ve 分别为 p 的起点和终点,因此集合 IR=I∪{vs,ve}中的任意点都在基于规则R 

的路径 p 中,称集合 IR 为规则点集,IR 中的点称为规则点.本节提出了广义规则树的概念,广义规则树并非真正的

树,其将规则点集 IR 中的全部顶点组织成类似树的结构,并通过树中的祖先后代关系来表示两个规则点之间的 
偏序关系,即:若 vi≺vj,则在广义规则树中,结点 vi 是结点 vj 的祖先结点.与普通树区别在于,广义规则树中的结点 

可能具有多个父亲结点.利用广义规则树,本文提出的算法可以高效判断搜索到的路径 p 是否是一条满足规则

的路径.下面首先给出广义规则树的定义,然后给出广义规则树的生成算法. 
定义 2.1(广义规则树). 满足规则R的广义规则树是一棵由规则点集 IR 中全部顶点构成的广义树,记为 TR ,

其满足以下两个条件. 
(1) 起点 vs 为根结点、终点 ve 为唯一叶结点; 
(2) 对 TR 中除根结点和叶结点外的任意两个结点 vi,vj,若 vi 是 vj 的一个父亲结点,当且仅当 vi≺vj;且不存

在另外一个顶点 vk∈I,使得 vi≺vk 和 vk≺vj 同时成立. 

广义规则树满足以下两个性质. 
性质 2.1. 给定起点 vs、终点 ve 和规则R,广义规则树 TR 存在且唯一. 

证明:当给定起点 vs 和终点 ve, TR 的根和唯一叶结点即已确定.给定规则R, TR 中结点的父亲-孩子关系也已

确定,故 TR 存在且唯一.证毕. □ 

性质 2.2. R 中蕴含的任意一个偏序关系都对应广义规则树中的一对祖先后代结点. 
证明:若 R 中蕴含 vi≺vj,由广义规则树定义中的条件(2)可知:在 TR 中,vi 是 vj 的祖先结点.证毕. □ 

显然,在广义规则树中,起点是所有其他点的祖先结点,终点是所有其他点的后代结点.规则点 vi∈IR 的全部 

父结点集合表示为 p
iS ,子结点集合表示为 c

iS ,祖先结点集合表示为 a
iS ,后代结点集合表示为 d

iS .例 2.1 给出了 

广义规则树的示例. 
例 2.1:给定有向图 G,如图 1(a)所示,其中,起点为 v1,终点为 v3,规则R=(I,R),I={v2,v4,v5,v6},若 R=∅,则基于规

则R的广义规则树如图 2(a)所示;若 R={v2≺v4,v2≺v5},此基于规则R的广义规则树如图 2(b)所示. 
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(a)                                    (b) 
Fig.2  Generalized rule tree 

图 2  广义规则树 

下文中,规则点 vi∈IR 的父结点、子结点、祖先结点和后代结点均指广义规则树中对应树结点 vi 的父结点、 

子结点、祖先结点和后代结点.例如在图 2(b)中,规则点 v2 的父结点集合 2 1{ }pS v= 、子结点集合 2 4 5{ , }cS v v= 、祖

先结点集合 2 1{ }aS v= 、后代结点集合 2 3 4 5{ , , }dS v v v= . 

算法 1展示了构造广义规则树的伪代码.初始阶段,算法将所有的规则点初始化一棵广义树(第 1行),广义树

的根设为起点 vs,唯一叶结点设为终点 ve,I 中的所有顶点都互为兄弟结点,且它们的父结点和祖先结点都设为

vs,子结点和后代结点都设为 ve,因此,vs的子结点集合和 ve的父结点集合均为 I.算法 1 的主要思想是:依次处理 R
中的每一对偏序关系,并逐步构造广义规则树.在每次迭代中,对每个〈vi,vj〉∈R,算法判断在 TR 中 vi 是否是 vj 的祖

先:若是,则忽略〈vi,vj〉并跳出本轮迭代(第 3 行~第 3 行);否则,根据〈vi,vj〉更新广义规则树 TR .更新过程如下. 

• 首先,对 TR 中 vi的每个子结点 c
k iv S∈ ,若 vk是 vj的后代结点,则将 vk从

c
iS 中删除(第 6行~第 10行);对 TR

中 vj 的每个父结点 p
k jv S∈ ,若 vk 是 vi 的祖先结点,则将 vk 从

p
jS 中删除(第 11 行~第 15 行); 

• 然后,将 vi 加入 vj 的父结点集合,将 vj 加入 vi 的子结点集合(第 16 行); 
• 最后,对 vj 的每个祖先结点 vk,将 vk 的后代结点集合更新为 d d

k jS S∪ (第 17 行~第 19 行);对 vi 的每个祖

先结点 vk,将 vk 的祖先结点集合更新为 a a
k iS S∪ (第 20 行~第 22 行).当 R 中的全部偏序关系处理完毕,

算法结束并返回 TR . 

算法 1. GeneralizedRuleTree(G,vs,ve,R). 
输入:图 G,起点 vs,终点 ve,规则R=(I,R); 
输出:广义规则树 TR . 

1.  用所有的规则点初始化广义树,即:广义树的根结点为 vs,叶结点为 ve,I 中的所有顶点都互为兄弟结 
点,并且它们的父结点和祖先结点都设为 vs,子结点和后代结点都设为 ve; 

2.  for each 〈vi,vj〉∈R do 
3.    if a

i jv S∈  then 

4.      continue; 
5.    end if 

6.    for each c
k iv S∈  do 

7.      if d
k jv S∈  then 

8.        { }, { }c c p p
i i k k k iS S v S S v← − ← − ; 

9.      end if 
10.   end for 

11.   for each p
k jv S∈  do 

12.     if a
k iv S∈  then 

13.       { }, { }p p c c
j j k k k jS S v S S v← − ← − ; 
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14.     end if 
15.   end for 

16.   { }, { }p p c c
j j i i i jS S v S S v← ∪ ← ∪ ; 

17.   for each a
k jv S∈  do 

18.     d d d
k k jS S S← ∪  

19.   end for 

20.   for each d
k iv S∈  do 

21.     a a a
k k iS S S← ∪  

22.   end 
23. end for 
24. return TR  

例 2.2:接例 1.1,利用算法 1构造其对应的广义规则树.首先,初始化广义规则树,结果如图 3(a)所示;当偏序关 
系 v2≺v4插入到广义树中后,结点 v2的子结点集合修改为{v4},结点 v4的父结点集合修改为{v2},结点 v1的子结点

集合修改为{v2,v5,v6},结点 v3 的父结点集合修改为{v4,v5,v6},结果如图 3(b)所示;当偏序关系 v2≺v5 插入到广义树 

中后,结点 v2 的子结点集合修改为{v4,v5},结点 v5 的父结点集合修改为{v2},结点 v1 的子结点集合修改为{v2,v6},
结果如图 3(c)所示. 

 

(a)                        (b)                          (c) 

Fig.3  Construction of generalized rule tree 
图 3  广义规则树的构造过程 

广义规则树 TR 中,结点 vi 被某路径 p 合法访问是指:若 vi 为根结点,则 p 包含 vi;否则,p 包含 vi 且 vi 在 TR 中

的所有父结点都已被 p 中从起点 vs 到 vi 的子路径合法访问.定理 2.1 给出了路径 p 是否满足规则R的判断条件. 

定理 2.1. 路径 p 为一条从起点 vs 到终点 ve 的路径,若终点 ve 被路径 p 合法访问,则路径 p 为一条基于规则 
R的路径. 

证明:由规则点被路径合法访问的定义可知,集合 I 中的点都在路径 p 中.下面证明偏序关系集 R 中的所有

偏序关系均已满足.假设存在一个偏序关系〈vi,vj〉∈R,使得 p 不满足此偏序关系,即 p 中不存在一条从 vi 到 vj 的子

路径,因此,规则点 vj 没有被合法访问且 vj 的所有子结点也没有被合法访问.由于终点 ve 是所有规则点的后代结

点,可得终点 ve 没有被路径 p 合法访问.这与已知条件矛盾.因此,所有的偏序关系均已满足.综上可得,路径 p 为 
一条基于规则R的路径.证毕. □ 

由定理 2.1 可知:可以依据一个查询的终点是否被一条路径合法访问,来判断此路径是否为基于规则的路

径.在下文介绍的前向扩展算法中,本文依据定理 2.1 来判断是否已找到一条基于规则的路径. 

3   分层收缩技术 

分层收缩(contraction hierarchies,简称 CH)[12]是一种简单有效的图数据预处理技术,它可以提高最短路径
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的查询效率.CH本质上是预先存储一些最短路径信息,从而实现加速最短路径查找的目的.本文采用 CH技术进

行预处理,以使算法能更高效地计算两点之间的最短路径.给定图 G(V,E,w),CH 首先给 V 中所有顶点分配一个

序号,任意两个顶点的序号都不相同;然后依据序号的大小,按照从小到大的顺序对点进行收缩.顶点 vi被收缩是

指:把 vi 以及与 vi 相连的边从 G 中删除,并且添加一些新的边到 G 中.具体地,对每一对 vi 的入边(vj,vi)和出边

(vi,vk),如果路径(vj,vi,vk)是连接 vj和 vk的唯一的最短路径,则往G中添加边(vj,vk),并且将边(vj,vk)的权重设为(vj,vi)
和(vi,vk)的权重之和.所有顶点收缩完成之后,CH将原图G分为两个新图,分别为前向图Gu和后向图Gd;然后,CH
利用 Gu 和 Gd 计算最短路径.CH 技术的具体细节见文献[12]. 

4   FE 算法 

本节提出前向扩展算法(forward expanding,简称 FE)来求解基于规则R的最短路径.接下来,首先介绍最优 

子排列,然后详细介绍 FE 算法,最后分析了算法的时间和空间复杂度. 

4.1   最优子排列 

给定有向图G(V,E,w)、规则R=(I,R)以及起点 vs和终点 ve,可得规则点集 IR,令 r表示 IR中点的个数,即 r=|IR|.IR 

的一个排列π是一个点序列 v1v2…vr,对任意点 vi(1≤i≤r)都有 vi∈IR,且排列π中不包含重复的点.显然,一个规则

点集 IR 总共有 r!个排列.对于一个排列π,本文用规则点在π中的次序来表示此规则点在路径 p 中的合法访问顺

序,即:若 vi∈IR 在π中处于第 i 个位置,则在 p 中,vi 是第 i 个被合法访问的.给定排列π=v1v2…vr,如果路径 p 满足下

面 3 个条件,称 p 为一条对应于π的路径,记为 p|π. 
(1) 对π中任意点 vi,p 中都包含点 vi; 
(2) 若π中点 vi 的位置在 vj 之前,则 p 中包含一条从 vi 到 vj 的子路径; 
(3) 路径 p 的起点和终点分别为 v1 和 vr. 
给定路径 p|π,它可以被π中的所有点划分为 r−1 条子路径 v1xv2,v2xv3,…,vr−1xvr.每条子路径 vixvi+1(1≤ 

i≤r−1)都被称为 p|π的一个路径片段.本文使用 Sp|π来表示 p|π的所有路径片段. 

在例 1.1 中,路径 *
, , 1 3 2 4 6 5 3( , , , , , , )s ep v v v v v v v=R 是一个对应于排列π=v1v2v4v6v5v3 的路径,此时,Sp|π={(v1,v3,v2), 

(v2,v4),(v4,v6),(v6,v5),(v5,v3)}.下面给出基于规则的排列定义. 
定义 4.1(基于规则的排列). 给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),π是规则点集 IR 的一个排列.

已知条件:(1) π起始位置和末尾位置的顶点分别为 vs 和 ve;(2) 对每一个偏序关系〈vi,vj〉∈R(或者 vi≺vj),π中 vi 的

位置都在 vj 之前.若排列π满足上述两个条件,则称π为从 vs 到 ve 的基于规则R的排列.所有基于规则R的排列构

成的集合记为 , ,Π
s ev v R ,即, , ,Π

s ev v R中所有排列都以 vs 为起始位置顶点、ve 为末尾位置顶点且满足规则R. 

由定义 4.1 可知:若π为一个基于规则R的排列,则 p|π为一个基于规则R的路径.如果路径 p 是对应于排 

列π的路径,且 p 中的所有路径片段均为最短路径,本文称 p 为对应于排列π的最短路径,记为 p*|π.由此可以得到

下面的定理: 
定理 4.1. 给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),若 p*是 IR的所有基于规则的排列所对应的 p*|π

中权重最小的一条路径,则 p*即为基于规则R的最短路径. 
证明:给定 IR的一个基于规则R的排列π,因为 p*|π中的所有路径片段都是最短路径,因此 p*|π的权重不大于π 

所对应的每一条路径 p|π的权重;又因为 p*是所有基于规则的排列所对应的 p*|π中权重最小的一条路径,而且所 
有的 p*|π都是基于规则R的路径,因此,p*为基于规则R的最短路径.证毕.  □ 

由定理 4.1 可知:对于一个基于规则的排列π,只有当π所对应的路径 p|π中的所有路径片段都为最短路径时,
即 p|π为 p*|π,此路径才有可能成为基于规则的最短路径.因此,本文后续部分所提到的任意排列π所对应的路径

都特指 p*|π,即所有的路径片段都为最短路径. 
对于点集 Vs⊆V,可以逐步扩展点序列的长度来得到 Vs 的排列,其中,点序列中的每个点都属于 Vs,且点序列

中不包含重复的顶点.如果点序列中包含 l 个顶点,本文称此点序列为 Vs的 l-子排列(特别地,本文规定:规则点集
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IR 的所有子排列均以起点 vs 作为起始位置的顶点),记为πl,其中,1≤l≤r(r=|Vs|).包含πl 中 l 个顶点的点集合称为 
子排列πl 对应的点集,记为

l
Vπ .给定一个排列π,π⊕v 表示π扩展一个顶点后形成的新排列,这称为排列的扩展操

作,其中,⊕是一个连接符,即,把点 v 添加到π的末尾.若
1l

π 和
2l

π 分别为 Vs 的 l1-子排列和 l2-子排列,已知条件: 

(1) l1≤l2;(2) 
2l

π 经由
1l

π 扩展 0 个或多个顶点得到.如果
1l

π 和
2l

π 满足条件(1)和条件(2),则称
1l

π 为
2l

π 的前缀. 

例如,v1v2 是 v1v2v3v4 的前缀.下面本文给出子排列满足的规则的定义. 
定义 4.2(子排列满足的规则R′=(I′,R′)). 给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),πl 为 IR的 l-子排

列(1≤l≤|IR|)且πl 起始位置的顶点为 vs.R′=(I′,R′),其中,I′⊆I,R′⊆R,已知条件:(1) πl 是 I′的一个排列;(2) 对任意偏

序关系〈vi,vj〉∈R′,都有 vi,vj∈I′且πl 中 vi 的位置在 vj 之前;(3) 不存在偏序关系〈vi,vj〉∈R−R′,使得 vi,vj∈I′.若规则R′

满足上述 3 个条件,则称R′为子排列πl 满足的规则. 

利用定义 4.2,可以很容易地给出最优子排列定理. 
定理 4.2. 给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),若 IR的排列π对应的路径 p|π为基于规则R的最

短路径,πl 为π的包含 l(1≤l≤|IR|)个顶点的前缀,πl 满足的规则为R′=(I′,R′),v*是πl 末尾位置的顶点,对任意排列

*, ,sv vlπ Π
′

′ ∈
R

,都有 ( | ) ( | )
l l

w p w pπ π′ ≥ ,本文称πl 为 IR 的一个最优子排列. 

证明:假设存在一个 *, ,sv vlπ Π
′

′ ∈
R
且 lπ ′ 不等于πl,使得 ( | ) ( | )

l l
w p w pπ π′ < ,将π的前缀πl 替换为 lπ ′ 得到 IR 的一

个新的排列π′,显然,π′同样为基于规则R的排列且 w(p|π′)<w(p|π).这与 p|π为基于规则R的最短路径矛盾,假设不

成立.因此,对任意的排列 *, ,sv vlπ Π
′

′ ∈
R

,都有 ( | ) ( | )
l l

w p w pπ π′ ≥ .证毕. □ 

给定有向图 G(V,E,w)如图 1(a)所示,已知规则R=(I,R),I={v2,v4,v5,v6},R=∅,起点为 v1,终点为 v3,可得排列

π=v1v2v4v6v5v3 对应的路径 p|π=(v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3)为基于规则R的最短路径,π4=v1v2v4v6 为π的包含 4 个顶点的前

缀,v6 是π4 末尾位置的顶点,π4 满足的规则为R′=(I′,R′),其中,I′={v1,v2,v4,v6},R′=∅,
1 4 4 1 2 4, , 6 4{ ,v v v v v vΠ π π′ ′= = =R  

v1v4v2v6},π4 和 4π ′ 分别对应的路径为
4 1 3 2 4 6| ( , , , , )p v v v v vπ = 和

4 1 3 2 4 5 3 2 4 6| ( , , , , , , , , )p v v v v v v v v vπ ′ = .显然, 

4 4
( | ) ( | ).w p w pπ π ′<  

推论 4.1. 给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),已知 IR的长度为 l(1≤l≤|IR|)的一个子排列πl,πl

起始位置的顶点为 vs、末尾位置的顶点为 v*,πl 满足的规则为R′=(I′,R′),则扩展操作得到的子排列集合 *, ,sv v
Π

′R

中,存在一个子排列 lπ ′ ,使得对任意的 *, ,sv vlπ Π
′

′′∈
R

,都有 ( | ) ( | )
l l

w p w pπ π′ ′′≤ ,IR 的排列π对应的路径 p|π为基于规则

R的最短路径,若π的长度为 l 的前缀属于 *, ,sv v
Π

′R
,将π的长度为 l 的前缀替换为 lπ ′ 得到新的排列π′,则 w(p|π′)= 

w(p|π),本文称 lπ ′ 为 IR 的一个最优子排列. 
推论 4.1 的结论是显然的.因此,对于 *, ,sv v

Π
′R
中的排列,只需保留对应路径具有最小权重的任意一个排列,

即只需保留最优子排列.基于推论 4.1,可以设计一个前向扩展算法来求解基于规则R的最短路径,在第 4.2 节, 

本文将详细介绍此算法. 

4.2   前向扩展算法 

本节提出求解基于规则R的最短路径的前向扩展算法,算法的主要思想是:从规则点集 IR 的 1-子排列逐步 

进行扩展操作直至 IR 的 r-子排列(r=|IR|),并利用最优子排列对生成的子排列进行过滤,最终返回 IR 的 r-子排列

对应的路径中权重最小的那条路径. 
前向扩展算法的伪代码见算法 2. 
算法 2. FE(G,vs,ve,R). 
输入:图 G,起点 vs,终点 ve,规则R=(I,R); 

输出: *
, ,s ep R . 

1.  TR ←GeneralizedRuleTree(G,vs,ve,R); 

2.  利用 NN 算法得到路径 pg; 
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3.  θ←w(pg); 
4.  π1←vs; 
5.  

11 { | }R p π← ; 

6.  for l=2 to r=|IR| do 
7.    Rl←∅; 
8.    依据点集

1l
Vπ −

将 Rl−1 划分为不同的集合; 

9.    for each v∈IR−{vs} do 
10.     for each 划分 Rl−1 得到的集合 1lR −′  do 

11.       R′←∅; 
12.       for each 

1 1|
l lp Rπ − −′∈  do 

13.         if πl−1 不包含 v 且 v 的所有父结点均已被
1

|
l

p π −
合法访问 then 

14.           πl←πl−1⊕v; 
15.           { | }

l
R R p π′ ′← ∪ ; 

16.         end if 
17.       end for 

18.       查找 R′中具有最小权重的路径,记为 * |
l

p π ; 

19.       if *( | )
l

w p π θ≤  then 

20.         *{ | }
ll lR R p π← ∪ ; 

21.       end if 
22.     end for 
23.   end for 
24. end for 

25. 查找 Rr 中具有最小权重的路径,记为 *
, ,s ep R ; 

26. return *
, ,s ep R ; 

给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),FE 首先调用算法 1 得到广义规则树 TR (第 1 行);然后,

利用下文相关工作部分介绍的启发式算法 NN 求解得到基于规则R的路径 pg,令θ等于 pg 的权重(第 2 行、第 2 

行);第 4 行~第 24 行,FE 逐步扩展规则点集 IR 的 1-子排列直至 IR 的 r-子排列(r=|IR|).在构建 IR 的 1-子排列时,
因为只有π1=vs 这一个 1 子排列满足规则,因此,FE 将 R1 初始化为{vs}(第 4 行、第 5 行);第 6 行~第 24 行,FE 循

环得到 IR 的 2-子排列至 r-子排列.下面将详细介绍 FE 求解 IR 的 l-子排列的过程,其中,2≤l≤r. 
FE 用 Rl 来存储 IR 的 l 子排列所对应的路径:首先,将 Rl 初始化为空集(第 7 行);然后,FE 对长度为 l−1 的子

排列进行扩展操作,并利用最优子排列理论过滤不可能成为基于规则的最短路径所对应排列的前缀.依据子排 
列πl−1 对应的点集

1l
Vπ −

,FE 将 Rl−1 划分为不同的集合,即属于同一集合里的路径拥有相同的点集
1l

Vπ −
,属于不同

集合的路径拥有不同的点集
1l

Vπ −
(第 8 行).接下来,FE 依次遍历规则点集 IR 中除 vs 之外的其他所有点(第 9 行),

并对每一个 v∈IR−{vs}做如下操作:遍历划分 Rl−1 得到的每一个集合 1 1,l lR R− −′ ′ 中的每一条路径都与一个长度为

l−1 的子排列所对应,对于 1lR −′ 中的每一条路径
1

|
l

p π −
及相应的πl−1,如果πl−1中不包含点 v 且 v 的所有父结点均已

被
1

|
l

p π −
合法访问,那么将 v 添加到πl−1 的末尾构成长度为 l 的子排列πl 并且生成相应的路径 |

l
p π ,若 1lR −′ 中的每

一条路径均已完成上述操作,则从新生成的路径中选择一条权重最小的路径,记为 * *| , |
l l

p pπ π 即为一个最优子

排列,如果 * |
l

p π 的权重不大于θ,则将 * |
l

p π 添加到 Rl 中(第 10 行~第 22 行). 

FE 求得 IR 的 r-子排列所对应的路径之后,由于 IR 的 r 子排列所对应的路径的最后一个顶点为终点 ve,由定 
理 2.1 可知,IR 的 r 子排列所对应的路径都为基于规则R的路径,显然,基于规则R的最短路径即为 IR 的 r 子排列 
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所对应的路径中权重最小的一条.第 25 行、第 26 行,FE 首先遍历 Rr 得到具有最小权重的路径,然后返回此路径 
作为基于规则R的最短路径. 

例 4.1:接例 1.1,利用 FE 算法求解基于规则R的最短路径的过程见表 2,其中,πl 表示一个子排列,|πl|表示子

排列中包含顶点的个数,
l

Vπ 表示πl 对应的点集,v*表示πl 的最后一个顶点, |
l

p π 表示πl 所对应的路径.用贪心算法

求解得到基于规则R的路径 pg=(v1,v3,v2,v4,v5,v3,v2,v4,v6,v5,v3),θ=w(pg)=12.加删除线的子排列表示被最优子 

排列过滤掉的子排列,从表 2 的结果可得,最优子排列可以减少算法在求解过程中生成的子排列个数,从而降低

算法的求解时间 .FE 算法最终得到的排列为π=v1v2v4v6v5v3,所对应的路径为 p |π=(v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3), 
w(p|π)=8,因此,p|π即为基于规则R的最短路径. 

Table 2  Solving process of FE algorithm 
表 2  FE 算法的求解过程 

|πl| πl l
Vπ  v* 最优前缀 |

l
p π  

1 v1 {v1} v1 v1 v1 
2 v1v2 {v1,v2} v2 v1v2 (v1,v3,v2) 
2 v1v6 {v1,v6} v6 v1v6 (v1,v3,v2,v4,v6) 
3 v1v2v4 {v1,v2,v4} v4 v1v2v4 (v1,v3,v2,v4) 
3 v1v2v5 {v1,v2,v5} v5 v1v2v5 (v1,v3,v2,v4,v5) 
3 v1v2v6 {v1,v2,v6} v6 v1v2v6 (v1,v3,v2,v4,v6) 
3 v1v6v2 {v1,v2,v6} v2 v1v6v2 (v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3,v2) 
4 v1v2v4v5 {v1,v2,v4,v5} v5 v1v2v4v5 (v1,v3,v2,v4,v5) 

4 
v1v2v6v5 

{v1,v2,v5,v6} v5 v1v2v6v5 (v1,v3,v2,v4,v6,v5) 
1 6 2 5v v v v  

4 v1v2v5v6 {v1,v2,v5,v6} v6 v1v2v5v6 (v1,v3,v2,v4,v5,v3,v2,v4,v6) 
4 v1v2v4v6 {v1,v2,v4,v6} v6 v1v2v4v6 (v1,v3,v2,v4,v6) 
4 v1v2v5v4 {v1,v2,v4,v5} v4 v1v2v5v4 (v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3,v2,v4) 

4 1 6 2 4v v v v  
{v1,v2,v4,v6} v4 v1v2v6v4 (v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3,v2,v4) 

v1v2v6v4 

5 
v1v2v4v5v6 

{v1,v2,v4,v5,v6} v6 v1v2v4v5v6 (v1,v3,v2,v4,v5,v3,v2,v4,v6) 
1 2 5 4 6v v v v v  

5 1 2 6 4 5v v v v v  
{v1,v2,v4,v5,v6} v5 v1v2v4v6v5 (v1,v3,v2,v4,v6,v5) 

v1v2v4v6v5 

5 
v1v2v6v5v4 

{v1,v2,v4,v5,v6} v4 v1v2v6v5v4 (v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3,v2,v4) 
1 2 5 6 4v v v v v  

6 
1 2 4 5 6 3v v v v v v

{v1,v2,v3,v4,v5,v6} v3 v1v2v4v6v5v3 (v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3) v1v2v4v6v5v3

1 2 6 5 4 3v v v v v v
 

4.3   复杂度分析 

4.3.1  时间复杂度. 
FE 的时间复杂度主要集中在计算 IR 的长度为 1 至 r(r=|IR|)的子排列上,对于长度为 l(1≤l≤r)的子排列,由 

最优子排列可知,FE至多生成 l
rrC 个,其中, l

rC 表示 IR中顶点的组合数.因此,FE至多生成 1
r l

rl
rC

=∑ 个子排列.本文 

采用 CH 技术求解两点之间的最短路径,它的时间复杂度为 O(nlogn+m)(n=|V|,m=|E|),因此,FE 的时间复杂度为

O((nlogn+m)⋅(r⋅2r)). 
4.3.2  空间复杂度. 

FE 需要利用长度为 l−1 的子排列来求解长度为 l 的子排列,因为 FE 至多生成 l
rrC 个长度为 l(2≤l≤r)的子

排列,因此在求解长度为 l 的子排列时,内存的总消耗为 1( )l l
r rO n rC n rC−⋅ + ⋅ ;一旦求得长度为 l 的子排列之后,即

可将存储长度为 l−1 的子排列的内存释放.因此,FE 所消耗的内存最大为 1

2
max( ) ( 2 ),

r
l l r
r rl

O n rC n rC O n r−

=

⎛ ⎞⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即,FE 的空间复杂度为 O(n⋅r⋅2r). 
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5   FEBF 算法 

本节提出 FE 算法的改进算法——基于最短优先策略的前向扩展算法 (forward expanding based on 
best-first searching,简称 FEBF).接下来,本文首先分析如何对 FE 算法进行改进;然后给出基于最短优先策略的

前向扩展算法,并对算法做出详细的介绍;接着,对 FEBF 算法提出了几个优化技术;最后,分析了 FEBF 算法的时

间和空间复杂度. 

5.1   基于最短优先策略的前向扩展算法 

从第 4.2 节可知,FE 算法依次扩展规则点集 IR 的长度为 1 至长度为 r(r=|IR|)的子排列,最后从长度为 r 的子

排列对应的路径中选择权重最小的路径作为问题的解.在求解长度为 l 的子排列时,FE 必须先求得长度为 l−1 
的所有子排列.事实上,某些长度为 l−1 的子排列所对应路径的权重已大于基于规则R的最短路径的权重,因此 

没有必要对这部分子排列进行扩展操作.在例 4.1 中长度为 3 的子排列 v1v6v2 对应路径为(v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3,v2), 
其权重为 9,而基于规则R的最短路径权重为 8,因此,没有必要再对子排列 v1v6v2进行扩展操作.基于此,本文提出 

基于最短优先策略来逐步扩展路径的算法,算法的主要思想是:在对子排列进行扩展操作时, FEBF 首先从已有

的 子 排 列 中 选 择 一 个 对 应 路 径 的 权 重 最 小 的 一 个 子 排 列 , 然 后 对 它 进 行 扩 展 操 作 , 并 得 到 对 
应的路径,所有规则点扩展结束之后,FEBF 删除这个子排列,然后重复上述操作,直至找到一个基于规则R的排

列,它所对应的路径即为基于规则R的最短路径. 

FEBF 算法本质上也是逐步扩展 IR 的长度为 1 的子排列到长度为 r 的子排列,它采用最短优先的策略尽可

能少地计算 IR 的子排列,从而可以尽快找到问题的解.FEBF 算法的伪代码见算法 3. 
算法 3. FEBF(G,vs,ve,R). 
输入:图 G,起点 vs,终点 ve,规则R=(I,R); 

输出: *
, ,s ep R . 

1.  定义一个优先级队列 Q,Q 中的元素为元组〈π,w(p|π)〉且以 w(p|π)的大小进行从小到大排序; 
2.  TR ←GeneralizedRuleTree(G,vs,ve,R); 

3.  利用 NN 算法得到路径 pg; 
4.  θ←w(pg); 
5.  将Ω中的每一个元素的值初始化为∞; 
6.  π1←vs; 
7.  将

11, ( | )w p ππ〈 〉 插入到 Q 中; 

8.  弹出 Q 的队首元素〈π′,w(p|π′)〉,令 v*为π′末尾位置的点; 
9.  while v*≠ve do 
10.   for each v∈IR−{vs} do 
11.     if π′不包含 v 且 v 的所有父结点均已被 p|π′合法访问 then 
12.       π←π′⊕v; 
13.       if , ( | )v V w p

π πΩ >  then 

14.         , ( | )v V w p
π πΩ ← ; 

15.         将〈π,w(p|π)〉插入到 Q 中; 
16.       end if 
17.     end if 
18.   end for 
19.   弹出 Q 的队首元素〈π′,w(p|π′)〉,令 v*为π′末尾位置的点; 
20. end while 
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21. *
, , |s ep p π ′←R ; 

22. return *
, ,s ep R ; 

给定图 G(V,E,w),起点为 vs,终点为 ve,规则R=(I,R),FEBF 利用优先级队列实现从已有子排列中选出具有 

最小权值的路径及其相应的子排列.算法首先定义优先级队列 Q,Q 中存储的元素为二元组,记为〈π,w(p|π)〉,其
中 , π为 I R 的子排列 ,并用 w ( p | π )的值进行优先级比较 ,以实现对 Q 中的元素从小到大进行排序 
(第 1 行).接下来调用算法 1 得到广义规则树 TR (第 2 行),然后用 NN 算法求解得到基于规则R的路径 pg,令θ等 

于 pg 的权重(第 3 行、第 4 行).为了利用最优子排列过滤子排列,FEBF 逐步构建最优子排列表(记为Ω)来存储

已得到的最优子排列 .当扩展得到子排列π l 时 ,FEBF 首先查找最优子排列表中对应位置的元素 (记为 
* , lv Vπ

Ω ,其中,v*为πl 末尾位置的顶点,
l

Vπ 为子排列πl 对应的点集),然后对 * , lv Vπ
Ω 和 ( | )

l
w p π 进行比较:若 * , lv Vπ

Ω >  

( | )
l

w p π ,则将 * , lv Vπ
Ω 的值设为 ( | )

l
w p π 且保留子排列πl 并对其进行后续操作;否则,删除子排列πl.FEBF 将最优子

排列表中每一个元素的值都初始化为∞(第 5 行).接下来,FEBF 将逐步扩展子排列直至找到基于规则R的排 

列(第 6 行~第 20 行). 
在构建 IR 的 1-子排列时,因为只有π1=vs 这一个 1 子排列满足规则,因此,FEBF 将

11, ( | )w p ππ〈 〉 插入到优先级 

队列 Q 中(第 6 行、第 7 行),然后弹出 Q 的队首元素〈π′,w(p|π′)〉,令 v*为π′末尾位置的点(第 8 行).如果 v*=ve(第 9 
行),则表示π′是一个基于规则R的排列(由定理 2.1 可得),又因为 Q 每次弹出的位于队首的元素都具有最小的路

径权重,因此,p|π′即为基于规则R的最短路径,FEBF 返回此路径作为问题的解(第 21 行、第 22 行);否则(v*≠ve), 

执行以下循环操作(第 10 行~第 19 行).首先,FEBF 依次遍历规则点集 IR 中除 vs 之外的其他所有点(第 10 行),然
后对每一个 v∈IR−{vs}做如下操作:如果π′中不包含点 v 且 v 的所有父结点均已被 p|π′合法访问,那么将 v 添加到 
π′的末尾构成新的子排列π,若 , ( | )v V w p

π πΩ > ,则将 ,v Vπ
Ω 的值设为 w(p|π),并将〈π,w(p|π)〉插入到 Q 中(第 11 行~第 

17 行).若 IR−{vs}中的每个点均已完成上述操作,则 FEBF 弹出 Q 的队首元素〈π′,w(p|π′)〉,令 v*为π′末尾位置的点

(第 19 行),然后开始下一轮循环. 
例 5.1:接例 1.1,利用 FEBF 算法求解基于规则R的最短路径. 

FEBF 首先生成〈v1,0〉并把它插入到优先级队列 Q 中,接下来的操作是: 
从 Q 中弹出〈v1,0〉,利用它扩展得到〈v1v2,2〉,〈v1v6,5〉并分别插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2,2〉,利用它扩展得到〈v1v2v4,3〉,〈v1v2v5,4〉,〈v1v2v6,5〉并分别插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v4,3〉,利用它扩展得到〈v1v2v4v5,4〉,〈v1v2v4v6,5〉并分别插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v5,4〉,利用它扩展得到〈v1v2v5v4,7〉,〈v1v2v5v6,9〉并分别插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v4v5,4〉,利用它扩展得到〈v1v2v4v5v6,9〉并插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v6,5〉,利用它扩展得到〈v1v6v2,9〉并插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v6,5〉,利用它扩展得到〈v1v2v6v4,10〉, 〈v1v2v6v5,7〉并分别插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v4v6,5〉,利用它扩展得到〈v1v2v4v6v5,7〉并插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v5v4,7〉,利用它扩展得到〈v1v2v5v4v6,9〉并插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v6v5,7〉,利用它扩展得到〈v1v2v6v5v4,10〉并插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v4v6v5,7〉,利用它扩展得到〈v1v2v4v6v5v3,8〉并插入到 Q 中; 
从 Q 中弹出〈v1v2v4v6v5v3,8〉且满足路径搜索终止条件,此时算法终止,FEBF 返回(v1,v3,v2,v4,v6,v5,v3)作为问题

的解. 
在例 4.1 中,FE 算法总共生成 24 个子排列;而在例 5.1 中,FEBF 总共生成 18 个子排列.显然,FEBF 能有效减

少算法生成的子排列个数. 

5.2   优化技术 

本节提出 3 个优化技术来提高 FEBF 算法的效率. 
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• 缓存机制 
给定 IR 的基于规则R的两个不同排列π和π′,这两个排列对应的路径 p*|π′和 p|π′可能包含一些相同的路径片 

段,因此这些相同的路径片段本质上只需要计算一次.本文可以采用缓存机制,将计算过的路径片段存储在内存

中,这样就可以避免大量重复的计算,从而提高算法的效率.比如在例 4.1 中,长度为 6 的排列 v1v2v4v6v5v3 和 
v1v2v4v6v5v3 所对应的路径包含相同的路径片段 v1xv2 和 v2xv4,因此当采用缓存机制后,这两个路径片段仅仅只 

需要计算一次,当再次需要计算这两个路径片段时,可以直接从缓存中读取出来.实验结果验证了缓存机制可以

有效避免大量的冗余计算. 
• 排列过滤 
当 FE 对长度为 l−1 的子排列πl−1 进行扩展操作时,它首先判断规则点 v∈IR 是否已在πl−1 中,然后再判断 v 

的所有父结点是否已被路径
1

|
l

p π −
合法访问,若上述两个条件都满足,则将 v 添加到πl−1的末尾构成长度为 l 的子 

排列πl.上述两个条件本质上是从规则点 v 是否应该被合法访问这个角度判断 v 是否应该添加到πl−1 的末尾,本
文也可以从路径权重的角度来进一步过滤生成的排列,即:已知 vi,vj∈IR 且 vj 已被添加到πl−1 的末尾构成πl−1⊕vj, 
v*是πl−1 末尾位置的顶点,如果 v*到 vj 的最短路径是 v*到 vi 最短路径的子路径,则 vi 不应被添加到πl−1 的末尾构

成πl−1⊕vi.下面的定理保证了排列过滤的正确性. 
定理 5.1. 给定长度为 l−1 的子排列πl−1,v*是πl−1 末尾位置的顶点,已知 vi,vj∈IR,πl−1⊕vj 和πl−1⊕vi 分别为 FE

用 vj 和 vi 对πl−1 进行扩展操作得到的长度为 l 的子排列,如果 v*到 vj 的最短路径是 v*到 vi 最短路径的子路径, 
则 IR 的所有基于规则R且以πl−1⊕vi 为前缀的排列π都对应一个 IR 基于规则R且以πl−1⊕vj 为前缀的排列π′,且 

w(p|π′)≤w(p|π). 
证明:不失一般性,设πl−1=v1v2…v*是 IR 的长度为 l−1 的子排列,πl−1⊕vj 和πl−1⊕vi 分别为 FE 用 vj 和 vi 对πl−1

进行扩展操作得到的长度为 l 的子排列,已知 v*到 vj 的最短路径是 v*到 vi 最短路径的子路径. 
设π=v1v2…v*vi…vkvjvx…vr 为 IR 的基于规则R的一个排列,显然,π′=v1v2…v*vjvi…vkvx…vr 也为 IR 的基于规则

R的一个排列,πl−1⊕vi 和πl−1⊕vj 分别为π和π′的前缀,因为任意排列对应的路径包含的所有路径片段均为最短路

径,因此 p|π中的路径片段 v*xvi 可以分解为 p|π′中的两个路径片段 v*xvj 和 vjxvi,而且分解前后路径的权重不

变.此外, p|π中的路径片段 vkxvj 和 vjxvx 的权重之和大于等于 p|π′中的路径片段 vkxvx 的权重. 

综上可得 w(p|π′)≤w(p|π).证毕. □ 
在例 4.1 中,对于长度为 2 的子排列 v1v2,可以分别用点 v4,v5,v6 对 v1v2 进行扩展操作,从而得到 v1v2v4,v1v2v5, 

v1v2v6.因为从 v2到 v4的最短路径(v2,v4)是从 v2到 v5最短路径(v2,v4,v5)的子路径,也是从 v2到 v6最短路径(v2,v4,v6)
的子路径,因此可以过滤掉子排列 v1v2v5 和 v1v2v6. 

• 权重预估 
当 FE 扩展长度为 l−1 的子排列得到长度为 l 的子排列πl 时,v*是πl 末尾位置的顶点.对于 IR 的所有基 

于规则R且以πl为前缀的排列π,可以估计w(p|π)的下限,从而使得 FE可以尽量早的过滤掉一些排列,提高算法的

效率.具体的做法是:当得到πl 后,首先计算 ( | )
l

w p π ,然后计算从 v*到终点 ve 的最短路径的权重,然后得到这两个 

路径的权重之和 w*,若 w*>θ,则舍弃子排列πl;否则保留πl. 

5.3   复杂度分析 

本文首先分析 FEBF 的时间复杂度,对于长度为 l(1≤l≤|IR|)的子排列,FEBF 至多生成 l
rrC 个,因为本文采用 

CH 技术求解两点之间的最短路径,因此,FEBF 的时间复杂度为 O((nlogn+m)⋅(r⋅2r))(n=|V|,m=|E|);接下来分析算

法的空间复杂度,FEBF 的优先级队列 Q 中至多存储 O(r⋅2r)个元素,每个元组至多消耗的内存为 O(n),除此之外,
最优子排列表Ω消耗的内存至多为 O(r⋅2r),因此,FEBF 的空间复杂度为 O(n⋅r⋅2r+r⋅2r)=O(n⋅r⋅2r). 

6   实验分析 

本节使用不同规模的真实数据集来验证算法的有效性,并与解决同类问题中已有的最好算法作对比.第 6.1
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节介绍了实验的基本设置,第 6.2 节对实验的结果进行分析. 

6.1   实验设置 

本文的所有算法都使用 C++语言实现 ,并在 Linux 操作系统环境下进行测试 ,硬件的信息为 :Intel(R) 
Core(TM) i7-4770K,32GB RAM.本文对每组实验重复 100 次,并把平均值作为此组实验的结果.如果一个算法在

某个数据集上的运行时间超过 24h 或者超过 32GB RAM,则忽略此算法在这个数据集上的运行结果. 
• 数据集 
本文使用 8 个真实数据集来验证本文提出的算法,其中 4 个为道路交通网数据集(http://www.dis.uniroma1. 

it/challenge9/index.shtml),另外 4 个为非道路交通网数据集(http://snap.stanford.edu/data/),数据集的详细信息见

表 3,d 表示顶点的平均度的大小.对于道路交通网数据集,本文将两点之间的距离作为边的权重;对于非道路交

通网数据集,本文给每一条边随机生成一个 1~100 之间的值作为此边的权重值. 

Table 3  Datasets 
表 3  数据集 

Name Nodes Edges d Description 
NY 264 346 733 846 2.78 New York City Road network 

BAY 321 270 800 172 2.49 San Francisco Bay Area Road network 
COL 435 666 1 057 066 2.43 Colorado Road network 
FLA 1 070 376 2 712 798 2.53 Florida Road network 

ca-CondMat 23 133 93 497 4.04 Collaboration network of Arxiv condensed matter 
email-EuAll 265 214 420 045 1.25 Email network from a EU research institution 
com-Amazon 334 863 925 872 2.76 Amazon product network 

p2p-Gnutella30 36 682 88 328 2.41 Gnutella peer to peer network from August 30 2002 

• 查询集 
对于每个数据集,本文生成 25 个查询集 Q1~Q25,它们分别对应不同规模的规则R.在现实生活中,I 的规模 

一般不超过 10,本文从实际应用的角度设计了以下的查询集.对于 Q1~Q5,|R|=5,I 中顶点的个数依次为 6~10;对
于 Q6~Q10,|I|=8,R 中偏序关系个数依次为 4,6,8,10,12;对于 Q11~Q15,R=∅,I 中顶点的个数依次为 6~10;对于

Q16~Q20,I 中顶点的个数依次为 6~10,对应的 R 中偏序关系个数依次为 15,21,28,36,45;对于 Q21~Q25,|R|=10,I
中顶点的个数依次为 16~20.注意到:查询集 Q11~Q15 中偏序集个数为 0,此问题退化为广义旅行商问题;Q16~ 
Q20 中的偏序集可以构成一个全序集,即 I 中顶点的合法访问顺序已确定,此问题退化为最优序列路径查询问 
题.Q21~Q25 中规则R的规模较大,是用来验证算法能否应用于输入规模较大的情形.对于上述所有的查询集,I 

中所有的顶点以及起点 vs 和终点 ve 都是采用随机数的方式随机生成,R 中偏序关系也是随机从对应的 I 中选择

两个点构成且保证 R 中不存在两个相同的偏序关系. 
• 对比算法 
对每一组实验,本文将算法 FE、FEBF 与算法 SBS 和 SFS 作对比,SBS[13]和 SFS[13]是同类问题的已有算法

中性能最好的精确算法.本文不与其他的算法对比的原因是:(1) BBS[13]和 BFS[13]分别为 SBS 和 SFS 的优化算

法,主要是解决当 I 中包含的不是点而是类别信息时,随着每个类中包含顶点的个数增多,导致搜索空间增大的

问题,当每个类中只包含一个顶点时,优化前后的算法性能相同;(2) NN[14]是一个启发式算法,它最终返回的路

径是一条接近最优的路径,而本文的算法返回的是一条最优的路径. 
• 其他 
由于 SBS 和 SFS 都为应用于空间数据集上的算法,在空间数据集上可以直接利用经纬度坐标求得两点之

间的欧氏距离,而本文所设计的算法均应用于普通的图数据,即,由点和边构成的数据,考虑到对比的公平性,本
文对所有的算法均利用 CH 技术来求解两点之间的最短距离. 

6.2   结果分析 

• 查询效率 
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在查询集 Q1~Q5 上算法的运行结果如图 4 所示.可以看出:对于每一个数据集,SFS 的查询时间都大于其他

算法的查询时间,FE 算法的查询时间明显小于 SBS 和 SFS 的查询时间,FEBF 算法的查询时间小于其他所有算

法 ,即使在具有百万个顶点的数据集 (FLA)上 ,FEBF 也能在 1s 左右得到查询的结果 .因为查询集 Q1~ 
Q5 具有相同个数的偏序关系,随着规则点集的规模逐渐增大,规则点集的基于规则R的排列也逐渐增多,因此算 

法的查询时间也逐渐增多,图中的结果验证了这一点,即:从 Q1~Q5,所有算法的查询时间都逐渐增多.显然,改进

后的 FEBF 算法比原始的 FE 算法性能有较大的提高. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.4  Query efficiency on Q1~Q5 
图 4  在 Q1~Q5 上的查询效率 

图 5 展示了算法在查询集 Q6~Q10 上的查询结果.对于所有的数据集,SFS 具有最大的查询时间,FEBF 算法

的查询时间小于其他所有算法.因为查询集 Q6~Q10 具有相同个数的规则点,随着 R 中偏序关系的逐渐增多,规 
则点集的基于规则R的排列将逐渐减少.可以看出对于所有算法,Q6~Q10 的查询时间都逐渐减小. 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.5  Query efficiency on Q6~Q10 
图 5  在 Q6~Q10 上的查询效率 

查询集 Q11~Q15 中包含的偏序关系个数为 0,此问题退化为广义旅行商问题,算法的查询结果如图 6 所示. 
因为 Q11~Q15 的偏序关系个数为 0,则规则点集的任意排列都为基于规则R的排列,算法的查询时间显然大于 

在 Q1~Q5 上的查询时间.对于每一个数据集,FEBF 的查询时间都小于其他算法的查询时间. 
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(a) 

 
(b) 

Fig.6  Query efficiency on Q11~Q15 
图 6  在 Q11~Q15 上的查询效率 

查询集 Q16~Q20 的偏序集可以构成一个全序集,即 I 中顶点的合法访问顺序已确定,此问题退化为最优序

列路径查询问题,算法的查询结果如图 7 所示.由于每个类中仅包含一个顶点,因此,Q16~Q20 本质上为计算|I|+1
个最短路径.从图中可知:对于每一个数据集,SBS算法的查询时间都是最短的.这是因为 SBS没有利用其他的优 
化策略来过滤子排列,而对于Q16~Q20来说,基于规则R的子排列只有一个,因此,SBS可以快速地求解得到问题 

的解.FE 和 FEBF 算法由于利用了一些过滤子排列的优化技术(Q16~Q20 并不需要对子排列进行过滤),从而增

加了算法的运行时间.然而在现实生活中,这种查询几乎不存在(退化为普通的最短路径问题). 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.7  Query efficiency on Q16~Q20 
图 7  在 Q16~Q20 上的查询效率 

查询集 Q21~Q25 对应的规则R规模较大,因此算法的运行时间较长.在此,本文仅给出算法 FEBF 的查询时

间.从图 8 的结果来看:即使在规则R的规模较大时,本文的 FEBF 算法也可以在一定时间内给出问题的解. 
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(a) 

 
(b) 

Fig.8  Query efficiency on Q21~Q25 
图 8  在 Q21~Q25 上的查询效率 

• 改进后的算法有效性 
FEBF 算法是 FE 算法的改进算法,图 9 展示了 FE 和 FEBF 算法在查询集 Q11~Q15 上的加速比(加速比是

指 FE 算法的查询时间与 FEBF 算法的查询时间的比值),结果表明:在每个数据集上,随着规则点个数的增多,加
速比越来越大.显然,改进后的 FEBF 算法的运行效率极大地优于 FE 算法的运行效率. 

 
(a) 

 

(b) 
Fig.9  Speedup ratio of improved algorithm 

图 9  改进后算法的加速比 

FE和FEBF算法的查询时间主要与生成的子排列个数有关:生成的子排列越多,查询时间则越长;反之,查询 

时间则越短.因此,本文用子排列的减少比 FE FEBF

FE

N N
N
− (NFE 表示 FE 算法生成的子排列个数,NFEBF 表示 FEBF 算 

法生成的子排列个数)来反映 FE 和 FEBF 算法的性能优劣,结果如图 10 所示.对于道路交通网数据集,FEBF 算

法生成的子排列个数比 FE 算法生成的子排列个数降低了至少 20%;对于非道路交通网数据集,FEBF 算法生成

的子排列个数相比于 FE 算法生成的子排列个数也有所降低. 
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(a) 

 

(b) 
Fig.10  Reduction ratio of sub-permutation 

图 10  子排列的减少比 

• 优化技术的有效性 
对于 FEBF 算法,本文提出了 3 个优化技术.图 11 展示了在查询集 Q11~Q15 上,FEBF 算法在未使用优化技

术与使用优化技术两种情况下的加速比(即未使用优化技术的 FEBF 算法的查询时间与使用优化技术的 FEBF
算法的查询时间的比值),结果表明:在每个数据集上,相对于未使用优化技术的 FEBF 算法,使用优化技术的

FEBF 算法能够有效降低算法的查询时间. 

 
(a) 

 

(b) 

Fig.11  Effectiveness of optimizing techniques 
图 11  优化技术的有效性 

7   相关工作 

本节介绍相关的工作,并把最短路径问题分为传统的最短路径问题和 ORQ 问题.ORQ 问题又细分为如下

几类:已指定必须经过类别的访问顺序、未指定必须经过类别的访问顺序、部分指定必须经过类别的访问顺序.
下面分类依次介绍相关的工作. 

• 传统的最短路径问题 
传统的最短路径问题具有不同的应用场景.稠密距离图(dense distance graph,简称 DDG)是平面图的分解

图,即:将一个平面图分解为几个区域,每个区域所包含的顶点个数最多为 r,其中,r<n,n 为平面图中包含的顶点

个数.Shay 等人[15]提出了一种求解稠密距离图上的最短路径的算法,并从理论上证明了所提的算法优于已有的

最优算法.对于一个有向加权图,如果它的权重存在负值,称此图为实有向加权图,Fahim 等人[16]提出了一种实有

向加权图上的单源最短路径算法,此算法可以快速检测路径中是否包含权值为负的环路,且性能优于已有的算

法.对于规模较大的加权图,Qiu 等人[17]提出了一种并行最短路径距离查询框架——ParaPLL,ParaPLL 能够快速

给出大规模加权图上的最短路径的距离,ParaPLL 通过使用共享内存和消息传递来实现最短路径距离的并行计

算.给定起点 vs 和终点 ve,重路由序列是一系列从 vs 到 ve 的最短路径序列,使得在序列中相邻的两个最短路径只
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有一个顶点不相同.Paul[18]研究了最短路径重路由问题(即:给定图 G 中从 vs 到 ve 的两条最短路径 P 和 Q,是否

存在从 P 到 Q 的重路由序列),并给出了求解最短路径重路由问题的动态规划方法.进化图序列是指一系列静态

图序列,它本质上是随时间变化的时序图,在每一时刻的图快照都对应于进化图序列中的一张静态图.Ren 等 
人[19]研究了进化图序列上的最短路径查询问题,并提出了解决方案框架——FVF.Jihye 等人[20]提出了基于磁盘

的大规模动态图上的最短路径查询算法,此算法可以有效求解边的插入或删除以及边权重的增加或减少情况

下的最短路径查询问题.Hasan[21]提出了针对稀疏图的 top-k 最短路径查询算法,该算法较已有的 top-k 最短路径

算法有明显的性能提升.对于有向无环图,Matus 等人[22]提出了计算两点之间的近似最短路径算法,即:给定起点

vs 和终点 ve 以及权重阈值 L,该算法返回一条从 vs 到 ve 权重不超过 L 的路径. 
• 已指定必须经过类别的访问顺序 
已知必须经过的类别集合,若已规定所有类别的访问顺序,则 ORQ 问题称为类别全序的最优路径查询问

题.R-LORD[23]是一个精确算法,用来求解空间数据集上类别全序的最优路径查询问题,假设 p*=(vs,v1,v2,…,vr,ve)
是上述问题的一个最优路径,则 p*的任意一个后缀 p 在 p 中都是最短的,P 是满足下面两个条件的路径集合: 
(1) 以 p 的起点作为起点;(2) 与 p 相同的顺序访问 p 中的所有类.基于此,R-LORD 采用动态规划的方式逐步构

建最优后缀表.在构建最优后缀表之前,R-LORD 利用贪心算法得到一条满足类别访问顺序的路径,并用此路径

的权重作为阈值来过滤不可能成为最优路径的后缀.在构建最优后缀表时,R-LORD 利用椭圆剪枝技术来排除

无法构成最优路径的子路径 .Michael 等人提出了基于动态规划的算法求解类别全序的最优路径查询问 
题[24],此算法主要是逐步构建一个实值矩阵 X,X 是一个 r 行 g 列的矩阵,其中,r 表示必须经过的类别个数,g 表示

规模最大的类中包含的顶点个数.矩阵的每个元素 X[i,j]是一个最优子路径的长度,此路径表示从起点到访问顺

序为 i 的类别中的第 j 个顶点的最优子路径.此外,Michael 还设计了两个优化技术,分别为图结构优化和问题结

构优化,并通过剪枝策略来解决由于类别规模过大导致算法运行时间过长的问题.由于本文所研究的问题对类

别的访问顺序只做了部分的限制,即,并未完全指定每个类别的访问顺序,因此,上述两个算法都无法用来求解

本文所研究的问题. 
• 未指定必须经过类别的访问顺序 
已知必须经过的类别集合,若没有规定任何类别的访问顺序,则 ORQ 问题称为类别无序的最优路径查询问

题.对于空间数据集,Li 等人提出了几个近似算法来求解类别无序的最优路径查询问题[25].ANN
[25]是一个近似算

法,其主要思想是:从单个起点构成的路径 p′开始,反复地从 G 中选择一个离 p′末尾顶点最近的点(记为 vc),且 vc

对应的类别 c 尚未被 p′访问,然后将 vc 添加到 p′的末尾构成新的 p′.重复上述操作,直至所有的类别都已被 p′访

问,最后将终点添加到 p′的末尾,从而构成一条包含指定所有类别的路径.AMD
[25]也是一个近似算法,它的主要思

想是:对于每一个必须访问的类 c,从类 c 中选择一个顶点 vc,使得 vc 离起点和终点的距离之和小于其他任意点

离起点和终点的距离之和,从每个类中选择得到的点构成集合 VC,然后调用 ANN 算法(此处在调用 ANN 算法时,
将 G 中的点替换为 VC 中的点),从而得到一条包含指定所有类别的路径.LESS[26]是一个求解此类问题的精确算

法,它的本质是将指定的所有类别进行全排列,每个类别在排列中的位置表示此类别在路径中被访问时所处的

位置.对于每一个排列,按顺序依次从排列的类别中选择一个顶点,最终构成一条包含指定所有类别的路径. 
LESS枚举出所有排列对应的所有路径,然后选择一条长度最小的路径作为问题的最优解.由于本文所研究的问

题对类别的访问顺序做了部分的限制,而上述算法只能解决访问顺序没有限制的情况,因此,上述两个算法都无

法用来求解本文所研究的问题. 
• 部分指定必须经过类别的访问顺序 
已知必须经过的类别集合,若已规定部分类别的访问顺序,则 ORQ 问题称为类别偏序的最优路径查询问

题.NN[14]是求解类别偏序的最优路径查询问题的启发式算法,它最终返回一条接近最优的路线,算法的具体流

程为:从单个起点构成的路径 p′开始,反复地从 G 中选择一个离 p′末尾顶点最近的点(记为 vc),且 vc 对应的类别

c 在图 GQ(GQ 是查询图且是一个有向无环图,GQ 中的每个点都对应于 G 中的一个类别信息,GQ 中每条有向边

(c,c′)表示 G 中类别 c 的点先于类别 c′的点访问)中且入度为 0,然后,从 GQ 中删除类别 c 以及与它相连的边,接
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着将 vc 添加到 p′的末尾构成新的 p′.重复上述操作,直至 GQ 中不包含任何点,最终找到一条满足约束条件的路

线.Li 等人提出了 4 个精确算法来求解在空间数据集上的此类问题[13],它们分别为 SBS,BBS,SFS 和 BFS. SBS
利用 R-LORD[23]中提出的后缀最优定理,逐步求解 1 后缀到 r 后缀(r 为必须经过的类别的个数),然后,从 r 后缀

中选择一个路径长度最小的路径作为此问题的最优解.BBS 是 SBS 的优化算法,对于每一个必须经过的类

别,BBS 首先将具有相同类别的点进行聚类,即,把彼此距离较近的一些点归为同一组,然后,BBS 以每一个组的

点为单位,执行与 SBS 相同的操作,当每个类中包含的点的个数较多时,BBS 可以很大程度地提高算法的运行效

率.SFS 本质上是采用分层回溯的方式求解问题的解,算法运行时所处的层数表示此时已得到的子路径所包含

的类别个数.SFS 采用 NN[14]添加顶点的方式,每次选择离当前路径末尾顶点最近的一个点,每往路径中添加一

个新的顶点,则意味着 SFS 进入到当前层的下一层,然后再执行相同的添加顶点的操作.当算法到达第 r 层后,则
表明此算法已找到一条满足约束的路径,然后算法回溯到 r−1 层,将离当前路径末尾顶点次近的点添加到路径

的末尾.重复上述回溯操作,直至得到所有满足约束的路径,最后返回一条最优的路径.BFS 是 SFS 的优化算法,
与 BBS 类似,BFS 首先将具有相同类别的点进行聚类,即,把彼此距离较近的一些点归为同一组,然后,BFS 以每

一个组的点为单位,执行与 SFS 相同的操作,最终得到问题的最优解.由于本文所研究的问题是基于普通的图数

据而非空间数据,因此上述 4 个算法无法直接应用于本文所研究的问题,而且这些算法较少过滤掉不可能成为

最优路径的子路径,使得算法的运行时间较长. 
广义旅行商问题是传统旅行商问题的变种,带优先级约束的旅行商问题属于广义旅行商问题的一种,它可

以描述为:已知 n 个城市之间的相互距离,现有一旅行商计划全部访问这 n 个城市,并且每个城市只能访问一次,
在访问这些城市时必须满足一定的约束条件(例如,必须先访问城市 1 和城市 2,然后才能访问城市 3),最后,旅行

商返回到出发的城市,目的是寻找一条旅行商行走的路线,使得此路线满足上述约束条件且具有最小的距离. 
Ascheuer 等人[27]提出了基于分支切割的算法来解决不对称的有约束条件的旅行商问题.Moon 等人[28]和 Wang
等人[29]分别采用遗传算法和整数规划的方式解决带有约束条件的旅行商问题;有优先约束的哈密顿路径问题

(Hamiltonian path problems with precedence constraints)又称为顺序排序问题(sequential ordering problem),可描

述为寻找由指定的起点前往指定的终点的最短路径查询问题,途中经过其他所有顶点有且只有一次,而且顶点

之间存在先后顺序约束,Karan 等人[30]提出了一个基于分支界限法的算法来解决顺序排序问题.已有的解决广

义旅行商问题的精确算法本质上为枚举出每一种可能的路径,因此这些算法不适用于大规模图上问题的求解,
而本文所提的算法可以很好地应用于大规模图上的查询. 

8   总  结 

本文设计了一个基于最优子路径的前向扩展算法,该算法可以快速求解基于规则的最短路径查询问题,并
设计了前向扩展算法的改进算法——基于最短优先策略的前向扩展算法.从实验的结果来看,基于最短优先策

略的前向扩展算法对原始算法的查询效率有很大程度的提高.本文在真实的数据集上设计了大量的实验,并与

已有的性能最好的算法作比较,实验结果表明,本文的算法大幅度优于已有的算法. 
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